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I. 

Ueber  den  Vortrag  der  Lehre  von  der  Auflö- 
sung der  Gleichungen  des  dritten  Grades. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Der  in  den  Elementen  gewöhn! icj^e  Vortrag  der  Lehre  von  -itr 
Auflösung  der  Gleichungen  des  dritten  Grades  hat  mir  immer  dtr 
Nntur  der  Sache  nicht  recht  entsprechend  geschienen.  Vielleicht 
dürfte  sich  die  folgende  Darstellung  einigermassen  zur  Beriickiich* 
tigung  beim  Untcrriclife  empfehlen. 

Die  aufzulösende  Gleichung,  in  welcher  dai  zweite  Glied  fehlt, 
sei 

1)    a:*=aa:  +  dy 
wo  a  und  &  reelle  Grössen  sind.    Man  setze 

2)    a:  =  (p-^qV^-i)-h(p,+9y~l) 


wo  auch  p,  tf,  pi,  q^  reelle  Grössen  «ein  sollen,  so  ist,  wie  man 
leicht  findet: 


X' 


oder 


^p-\-qV^\^{p, 


(y  +  y.)W^lj 


TUBTI.  V 


wodnrch  man  naeli  dem  bekannten  Yerfiihren 

6)    a:z=^i{p+p,)dt\/a^i{pH-Piy 

erhält.  Hier  fragt  sich  nun,  oh  diese  heiden  Wurzeln  reell  oder 
imaginär  sind ,  welche  Frage  auf  folgende  Art  heantwortet  werden 
kann. 

Wenn  j\a*  :=  ^'  ist,  so  ist 

also 

p*+p,*=2pp,, 
und  folglich 

{p  +  Piy=^PPi» 

d.  i.  wegen,  der  Gleichung  pp^z=\ai 

{p  +  PiV—T^ 
oder 

UP'^Piy=^«y 
also 

a  —  i(P  +  Piy=^y 

und  die  Wurzeln  6)  sind  also  in  diesem  Falle  beide  reell  und  ein- 
ander gleich. 

Wenn  -^V  <  d*  ist,,  so  ist 

also 

P^+Pi^'^^Piy 

und  folglich 

(p-i-PiV^^PPis 

d.  i.  wegen  der  Gleichung  pp^=z\a: 

{p  +  PiV^ia 
oder 

i{P'^Piy>^y 
also 

^'^HpH'P^y<0, 

und  die  Wnneltt  6)  sind  also  in  diesem  Falle  beide  imaginär. 
Die  gegebene  Gleichung  hat  also  drei  reelle  oder  eine  reell 

and  Bwei  imaginäre  Wurzeln,  jenachdem  ^V^'  =  b*  oder  ^^*  <^|* 

Ist;  im  ersten  Falle  sind  zwei  der  drei  reellen  Wurzeln  einander 

gleich« 

II.    Wenn   man   der  ersten  der  fünf  Gleichungen  4)  zufolge 

fi  sss—^  setzt,  xBgleieh  aber  annimmt,  dasa  die  Grössen  ^  and  ^g 


Dicht  versehwinden ,  so  folgt  aus  der  drilteii  der  ftof  geMOiBteB 
GleicbuDgeD,  nämlich  ans  der  GleiebaDg 

anf  der  Stelle  pg  s/'»  ODd  die  fiiofte  6leichoDg,  ntalieh  dieGlei« 
cbiiDg 

ist  nun  identisch  gleich  Nnll.  ßie  aweite  und  vierte  Gleichung, 
nämlich  die  Gleichungen 

I 

P'  ^Pi'  -^P9^  —^Pili^^ff. 
werden  aber 

und  die  Grössen  p  und  g  sind  also  jetzt  so  zu  bestimmen,  dass 
diesen  beiden  Gleichungen  genagt  wird. 

Hierbei  sind  wir  nach  1.  offenbar  berechtigt  anzunehmen,  dass 

also  auch  a  notbwendig  positiv  ist.  Demzufolge  können  wir  die 
erste  der  beiden  zu  erfüllenden  Gleichungen  auf  die  Form 

C^V^i)- H- (»Vi)' = ■ 

bringen,  und  sind  also  offenbar  berechtigt, 

Py^  =  sin  9>  ^|/|-  =  c««  9P 
d.  i. 

p  =  sin  yj/y»  9  =  cos  y  j/y 

zu  setzen.  Fähren  wir  diese  Ausdrücke  von  p  und  o  in  die  iweite 
der  beiden  zu  erfüllenden  Gleichungen  ein,  so  wird  dieselbe  nach 
einigen  leichten  Reductionen 

Weil  nun  aber  nach  einer  bekannten  goniometrischen  Relation 

sin  3y  =  3sin  9  cos  9'  —  sin  jp' 
ist,  so  ist 


a 

P«  .rncli  der  Tortuss^iuiig 

27Ä» 

^  iit^  10  kaaa  aas  der  Torhergehenden  GleiohuBg  39  immer  bestimnt 
werden.  Bezeichnen  wir  nun  den  seinem  absoluten  Werthe  nach 
^Tf  nicht  übersteigenden,  der  Gleichung 


"^=-\m 


4ö» 
genügenden .  Werth  von  39  durch  — o^,  so  sind,  weil 

sin(a?  —  jt)  ^  sin  ( —  w),  sin  (w  +  tt)  =  sin  ( —  w) 

ist,  auch  CD  —  tt  und  o^  +  tt  Werthe  von  3^,  und  für  q>  erhält  man 
also  die  drei  Werthe  — ^cu,  |(w  —  tt),  |(cu  +  tt);  folglich  für 
pz=p^  die  drei  folgenden  reellen  Werthe: 

—  sin  tw|/y,  sin  {{w  —  ^) j/|-i  sin  \{ü)  -h  ^)|/y- 

Da  nun  p  +  pi:=2p  eine  Wurzel  unserer  Gleichung  ist,  so  hat 
dieselbe  im  vorliegenden  Falle  jederzeit  die  drei  folgenden  reellen 
Wuri^eln: 

— 2sin^l/Y 

7)    ^  =  /    2sin  \{€D  —  ^Jl/'J" 

28in  i(a>  +  7r)j/y 
oder  , 

— 2sin|wV/-|■ 
8)     AT  =  /— 2si  u  i(7r  —  w)|/y 

2siii^7r-Hw)|/-f.       i. .   . 

.    ':r»^:'  ■  '  i:  -;-■.■" 

Auch  erhellet  leicht,  dass  die  zwei  ersten  dieser  drei  reellen  Wur- 
zeln immer  negativ  sind. 'tiie  dritte  Wurzel  dagesrei^  «tets  positiv  . 
ist.  Dass  die- drei  Wurzeln  iin  vorliegenden  Palle  jederzeit  sämmt- 
lieh  unter  einander  ungleich  sind,  fällt  eben  so  leicht  in  die  Augen. 
AaM  der  vorhergehenden  Entv»cb:elUng..erg)ebt(  sj<(li:;  atoo;  ilh^'N 
haupt  Folgendes.        , 

1.  Wenn  ^V'^rrt?^*  oder  4Ä*^=e27Ä*  i/Bt,  sa  hat  die  gegebene ' 
Gleichunfr   drei  reelle  Wurzeln,    von  denen  zwei  einander,  gleich 
sind.  >.*  ^Ä  J^: 

2.  Wenn  ^Vv'  •<^^  ader  Aa^  <^216?  ist,  so  hat  die  gegebene 
Gleichung  eine  reelle  und \«wei  imaginäre  Wurzeln. 


3.  WeDD  ^\0*>i*  ist,  80  bat  die  «gebene  Gleicbwg  drei 
sflmntlich  onter  einander  ungleiche  reelle  Warsein ,  swei  negati? e 
und  eine  positive. 

4.  Die  gegebene  Gleichung  hat  alio  hiernach  auch  immer  min- 
destens eine  reelle  Wurael. 

Sind  auch  die  im  Vorhergehenden  gefundenen  ResnICate  nicht 
neu,  so  scheint  mir  doch  die  obige  Darstellung  eine  bessere  Ein- 
sicht als  die  gewöhnliche  in  die  eigentliche  Natur  des  Geg^enstan.- 
des  zu  gewähren,  und  deshalb  beim  Elementarunterrichte  vielleicht 
einiger  Berücksichtigung  nicht  ganz  unwerth  zu  sein. 


U. 

Ueber  die  geometrischen  Oerter  der  Mittel 
punkte  einiger  Begränzungscurven  des 

Schattens. 

Von 

Herrn  L.  Mossbrugger, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantonüschule  tu  Aarau. 


Bestimmung  der  Oerter,  auf  welchen  die  Mittelpunkte  der  Be- 
gränzungscurven  der  Schatten  liegen,  die  eine  Fläche  zweiten  Gra- 
des auf  eine  gegebene  lilbeoe  wirft,  wenn  sich: 

A)  der  leuchtende  Punkt  auf  einer  ausserhalb  der  Fläche  ge- 
gebenen Linie  zweiten  Grades  bewegt  und  die  Fbene,  auf  welche 
die  Schatten  geworfen  werden,  fest  bicibf. 

B)  Wenn  der  leuchtende  Funkt  fest  bleibt,  der  Alittelpunkt  der 
Fläche  zweiten  Grades  aber  (odor  wenn  diese  keinen  Mittelpunkt 
hat,  ihr  Scheitel)  samoit  der  Fläche  sich  so  auf  einer  Linie  zweiten 
Grades  bewegt,  dass  eine  ihrer  llanptchencn  mit  der  Ebene  jener 
Lini^  zureiten  Grades  zusammenfällt  und  ihre  Achsen  sich  immer 
parallel  bleiben.  Auch  in  diesem  Fall  sollen  die  fraglichen  Mittel- 
punktsdrter  bestimmt  werden,  wenn  die  Ebene,  worauf  die  Schatten 
geworfen  werden,  fest  bleibt. 

Wir  schicken  zum  bessern  Verständniss  des  Folgenden  einige 
wenige  Erklärungen  und  Sätze  voraus. 

1)  Denken  wir  uns  irgend  eine  Fläche  F  zweiten  Grades  und 
ausserhalb  derselben,  aber  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Fläche 
jFf  zwei  parallele  Ebenen  E  und  It  (z.  v.  die  crstcre  oberhalb  uÄd 
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die  andere  unterhalb  der  F]äcbe  /^).  In  der  erstem  befinde  sich 
ein  Punkt  P$  wird  aus  diesem  eine  stetige  Folge  von  geraden  Be- 
rührenden an  die  Fläche  F  gezogen,  so  liegen  diese  bekanntlich 
auf  der  Oberfläche  eines  Kegels  K  zweiten  Grades,  welcher  die 
zweite  Ebene  E  in  einer  Linie  //  zweiten  Grades  schneiden,  die 
Fläche  F  aber  in  einer  andern  Linie  U  desselben  Grades  berühren 
wird. 

2^  Der  Punkt  P  heisst  der  Pol  der  Ebene,  in  welcher  sich 
die  Linie  U  befindet,  so  wie  diese  Ebene  die  Polarebene  des 
Punktes  P  genannt  wird. 

3)  Bewegt  sich  der  Punkt  Pin  einer  Ebene,  so  dreht  sich  die 
Ebene  der  Berührungscurve  um  einen  Punkt;  bewegt  er  sich  aber 
auf  einer  Geraden,  so  dreht  sich  letztere  lübene  ebenfalls  um  eine 
Gerade. 

4)  Ist  der  Punkt  P  leuchtend,  und  die  Fläche  F  dunkel,  so  ist 
ebenfalls  bekannt,  dass  die  Linie  L  die  Begränzungscurve  des 
Schattens  ist,  welchen  die  Fläche  F  auf  die  Ebene  E  wirft;  fer- 
ner ist  die  Berübrungscurve  U  des  Kegels  K  und  der  Fläche  F  die 
Trennungscurve  des  beleuchteten  und  dunkeln  Theiles  der  letztern. 

Nach  diesen  vorausgeschickten  Erklärungen  gehen  wir  zur  Lö- 
sung der  folgenden  speciellen  Aufgaben  über: 

L  Es  ist  ein  Ellipsoid  der  Lage  und  Grösse  nach  gegeben; 
ausserhalb,  und  zwar  oberhalb  der  Ebene,  in  welcher  die  beiden 
Hauptachsen  ^A  und  %B  des  Ellipsoids  liegen,  in  der  Entfernung 
h  von  dieser  und  parallel  mit  ihr  befinde  sich  eine  Ebene  E^  und 
ebenfalls  ausserhalb,  aber  auf  entgegengesetzter  Seite  in  Beziehung 
auf  die  Ebene  der  Hauptachsen  %A  und  2iff,  befinde  sich  in  der 
Entfernung  ( — h')  von  dieser  eine  zweite  parallele  Ebene  E,  In 
der  ersteren  Ebene  E  bewege  sich  ein  leuchtender  Punkt  P  so, 
dass  er: 

a)  eine  Ellipse,  b)  eine  Hyperbel,  c)  eine  Parabel,  d)  eine  Ge- 
rade beschreibt.  Die  Mittelpunkte  der  beiden  erstem  und  der  Schei- 
tel der  dritten  dieser  Curven  befinden  sich  im  Durchschnittspunkte 
der  verlängerten  dritten  Hauptachse  2^  des  Ellipsoids  mit  der  Ebene 
E\  und  die  beiden  ersten  Achsen  2a  der  beiden  erstem,  so  wie  der 
Hauptdurchmesser  der  dritten  jener  Leitcurven  seien  mit  der  Achse 
^A  des  Ellipsoids  parallel.  Man  soll  die  in  der  Ueberschrift  ver- 
langten Stücke  der  Aufgabe  bestimmen. 

Wir  nehmen  den  Mittelpunkt  des  Ellipso'ids  zum  Coordinaten- 
anfang  und  seine  Achsen  zu  Coordinatenachsen;  alsdann  ist  dessen 
Gleichung: 

Bezeichnen  wir  mit  ^',  yf  die  veränderlichen  Coordinaten  eines 
Punktes  P  in  der  Ebene  E^  deren  Gleichung  «  =  A  ist,  so  ist, 
wenn  dieser  Punkt  eine  Ellipse  beschreibt,  deren  Achsen  2a,  2/^ 
respective  mit  den  Achsen  ^A  und  ^B  parallel  sind,  und  deren 
Mittelpunkt  im  Durchschnitt  der  verlängerten  Achse  2C  mit  der 
Bbene  E  ist, 

i4r+ifi'=i.... « 

die  Gleichang  jener  Ellipse. 


9 

Ferner  ist  die  Gleichaofi^  desjeniffen  Kegels»  desien  Sekeitel 
sich  in  irgend  einem  Punkte  (a^yf/^n)  dieser  Ellipse  befindet,  und 
der  das  Ellipsoid  (1)  berührt,  folgende: 

+  jÄ»Ä»+ Oy«— Ä«6>i(a?  — ^)»  }z=0....    (3) 

—  %C^a:^(a: — ^0  (y — y) — 2Ä»>5a?'(^r— ^)(»— A) 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  xz=z  —  ^,  so  erhalten  wir  die  Glei- 
chung der  Curve,  in  welcher  die  Kegelfläche  (3)  die  Ebene  E? 
durchdringt,  oder  der  Curve,  welche  den  Schatten  begränzt,  den 
das  Ellipsoid  (1)  auf  die  Ebene  E?  wirft,  wenn  sich  der  leuchtende 
Punkt  in  einem  Punkte  P  der  Ellipse  (2)  befindet,  dessen  Cöordina- 
ten  a/^f/fh  sind. 

Diese  Gleichung  ist: 

M»Ä»  +  C*^'»  —  ^»  C*  jy»  —  2C^a?y  .  ^y 
+  2iff»(6?»+^ÄV-a?+(Ä"-6?»)MV*+^*^'ll  ""' 

Aus  dieser  Gleichung  erhalten  wir  leicht: 
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otBlte».   Dadnreki  wird  aber  aaeh: 

Subtrahirei  wir  die  Gleichung  (6)  von  der  Gleichung  (S)  und  di- 
Tidiren  den  Rest  mit  p^ — p'\  so  erhalten  , wir: 

also 

Addiren  wir  die  Gleichungen  (7),  so  erhalten  wir 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Coordinaten  des  Mittelpiinkts  der  Begrän- 
zungseurve  PC6Q,DA  des  Schattens  mit  t  nnd  •#,  so  ist  bekannt- 
lich 

Aus  diesen  Gleichungen  und  aus  (8)  und  (9)  erhalten  wir:  . 

^—    c^-Ä»  »  •—   c^-Ä»    )••••  (^"3 

Ist  jedoch  der  leuchtende  Punkt  P  nicht  fest,  sondern  bewegt  er 
sich  auf  der  Ellipse  (2),  so  wird  auch  die  Curve  (3)  in  jedem  Augen- 
blick eine  andere  Lage  und  Gestalt  annehmen,  mithin  auch  ihr 
Mittelpunkt  stetig  seinen^  Platz  ändern ,  also  eine  Curve  beschrei- 
ben. Die  Gleichung  dieser  Cnrve  werden  wir  aber  erhalten,  wenn 
wir  aus  den  Gleichungen  (2)  und  (10)  die  Grössen  a/  und  y  eli- 
miniren.    Dafkirch  erhalten  wir 

als  die  Gleichung  des  Orts  der  Mittelpunkte  der  Begränzungscur«- 
ven  des  Schattens,  wenn  der  leuchtende  Punkt  die  Ellipse'  beschreibt, 
welche  durch  die  Gleichung  (2)  dargestellt  ist.  Die  Gleichung  {y\\ 
drückt  aber  ebenfalls  eine  Ellipse  aus^  und  fewar  verhalten  Jieh 
ihre  beiden  Achsen  wie  «  :  /9^  mithin  ist  sie  derjenigen  Bllipse 
äknlich,  auf  welcher  sich  der  leuchtende  Punkt  /'bewegt 
.  -r-fils  ist  bjsl  der  Curve  (11)  zu  benerkeUj  dass  dieselbe  für  jedeb 
positiven  oder  negativen. Werth  von  ^' reell  bleibt^  was  begreifliob 
alleil  Vorstellungen  und  Begriffen  von  Schatten  widerspricht,  indem 
offenbar vWedier  v^mBegränzungseurven  des' 8chatt6ilis,  'noch  vöQ 
itaren  Mittelpunkts-Dertem  die  Rede  sein  kann,  wenn  z.B.  die  Ebeno 
tä  sich  in  solchen  Lagen  befindet,  dje  entweder  zwischen  dem  £1- 
lipsoid  und  dem  leuchtenden  Punkt  ^  oder  gar  oberhalb  von  beiden 
liegen.    In;  ^iesep,  Filfa»i  jpAßs  dis  ^  nidil.  betrachtet 
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werden,  als  drücke  sie  die  BegräDzungscurve  des  Schattens  aas, 
sondern  sie  stellt  alsdann  offenbar  nur  die  Durchschnittscurve  des 
UmhüUunffskegets  (3)  mit  der  Ebene  Ij  vor,  welche  für  alle  posi* 
tiven  un(f  negpativen  Werthe  ?on  h*  reell  sein  wird.  Bei  dieser 
Betrachtung*  kann  man  mit  jenen  Untersuchungen  die  Frage  verbin- 
den: „Auf  welcher  Fläche  liefen  die  sämm,tlichen  Mittelpünktscur- 
ven,  wenn  sich  die  Ebene  j^  parallel  mit  sich  selbst  bewegt?^' 

Wir  werden  die  Gleichung  dieser  Fläche  sogleich  erhalten, 
wenn  wir  die  Glrösse  h'  als  veränderlich  betrachten  und  statt  dieser 
in  der  Gleichung  (.11)  eine  neue  Veränderliche  (dbe')  einführen, 
wodurch  wir  als  Gleichung  der  gesuchten  Fläche  erhalten: 

Diese  Gleichung  drückt  offenbar  ein  eiptheiliges  Hyperboloid  aus, 
dessen  Achsenrichtungen  mit  jenen  des  Eilipsoids  (1)  dieselben  sind, 
dessen  Mittelpunkt  zwar  auf  der  Achse  der  x,  jedoch  nicht  auf  dem 
des  Eilipsoids  liegt. 

Eben  so  finden  wir,  wenn  sich  der  leuchtende  Punkt  jP  in  der 
Ebene  JEJ  auf  einer  Hyperbel,  Parabel  oder  einer  Geraden  bewegt, 
deren  Gleichungen 


a:' 


y'*=2pa;\...    (14) 
y    =«H-«^'....  (15) 
sind,  dass  respective 

U(c»-+.AA')l       i/»(c»-+-M')i  —*••..  u«; 

«=|/^ggS'....    (17) 

«  =  ^^^-»-«'...•08) 

die  Gleichungen  der  Mittelpunkts- Oerter  der  Begränzungscurven  der 
Schatten  sind.  Auch  sehen  wir  aus  diesen  Gleichungen,  dass  die 
erstere  eine  Hyperbel  ist,  welche  derjenigen  ähnlich  ist,  welche 
durch  die  Gleichung  (13)  dargestellt  ist;  die  zweite  aber  ist  eine 
Parabel,  die  mit  der  in  No.  14«  ausgedrückten  ähnlich  ist;  die 
dritte  endlich  ist  eine  mit  der  Geraden  (15)  parallele  Linie. 

Bewegt  sich  die  Ebene  J^  wieder  so,  dass  sie  immer  in  paral- 
leler Lage  bleibt,  so  erhalten  wir,  wie  vorhin,  für  die  Gleichungen 
der  Flächen,  auf  welchen  sich  die  bezüglichen  Mittelpünktscurven 
l>efinden,  folgende: 

/?»(C*  —  A^yt*  —  a\C*  —  Ä»)»i#»  —  a*ß*AH*zp2a*ß*C*Av 
«i*tf  — (C*— A»)ti  +  iNfH-.i«iO=0...,    (21) 


IS 

Die  erste  drfiekt  eio  tweiAeillffei  Hyperboloid  a«e,  die  «weite  ein 
Paraboloid  iisd  die  dritte  eine  jEheoe. 

Dn  den  sweiten  Th^H  der  allgeaeinen  AefMbe  aof  dea  apa- 
cielleo  Fall,  wenn  die  Fliehe  F  ein  £lli|iioid  iit»  anaaweadea, 
nehmen  wir  an: 

11.  In  der  Ebene  E  befinde  sich  ein  leachtenderj  Jedoch  feater 
Punkt  Py  dessen  Coordinaten  a^  b^  e  sein  soNen^  ferner  sei  ein 
Ellipsoid  gegeben,  das  sich  so  bewegt,  dass  sein  Mittelpunkt  in  der 
Ebene  seiner  beiden  Achsen  ^A  und  ^B,  welche  sich  während  des* 
sen  Bewegung  immer  parallel  bleiben  sollen,  a)  eine  Ellipse,  b)  eine 
Hyperbel,  c)  eine  Parabel,  d)  eine  Gerade  beschreibt.  Welchen  ist 
der  Ort  der  Mittelpunkte  der  Begrilnaungscnr?en  der  Schatten, 
welche  jenes  Ellipsoid  in  seinen  verschiedenen  Lagen  auf  eine  mit 
der  Ebene  der  Achsen  ZA  nnd  2i9  parallele  Ebene  ß  wirft,  wenn 
diese  von  jener  den  Abstand  K  hat? 

Sind  X.y  Yy  Z  die  veränderlichen  Coordinaten  eines  Punktes 
des  Ellipsoids  in  irgend  einer  seiner  in  a)  angegebenen  Lagen; 
«,  /  jene  seines  beweglichen  Mittelpunkts  nnd 


\  a 


«-r+ifr=*'-  ^^^ 


die  Gleichung  der  Ellipse,  auf  der  sich  jener  Mittelpunkt  bewegt, 
so  ist  die  Gleichung  des  Ellipsoids: 

und  die  der  umhüllenden  Kegelfläche,  deren  Scheitel  sich  im  Pnakt 
(a,  b^  c)  befindet: 

^\A\b^uy  +  ß-{i»^ty^A-B-\(Z^c)- 

—  2B^e{a-'t)(X--a)(Z  —  c) 

—  2^»cj(Ä  — üXF— Ä)(Z— £?) 

Setzen  wir  in  dieser  Gleichung  Z= — A',  so  erhalten  wir  die  Glei- 
chung der  Curve,  in  welcher  die  Kegelfläche  (23)  die  Ebene  B 
schneidet,  d.  b«  die  Gleichung  der  Corvo,  welche  den  Schatten  he- 
gränat,  den  das  Ellipsoid  (22)  in  irgend  einer  seiner  Lagen  auf 
die  Ebene  ß  wirft.    Diese  ist  daher: 
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Diese  GleichaDg  drückt  aber  ehe  mit'4er  4«uc^  AieGleielnitfg  (2t) 
dargestellten,  Ellipie.  ülhnUisli^  EUipse  eus.     . 

Nelimeii  wir  statt  der  Leitcorve  (22|)'  des  IMitldpiinkts  ?om  El- 
lipsoid  eine  Hyperbel,  eiae  P^ivakel,  öder  .ehia  Chirade,  deren  Olei- 

CDUDgen 


\     : 


ti|'-|ff^t,... j«)^  • 

i#  =  #i  +  i«^««.»    .-(30). 

sind,  so  erhalten  wir  auf  gleiche  Weise,  tvie  oben 5^  für  die  GM- 
chuDgen  der  Ortscurven  der  fraglichen  Mittelpunkte  respective  fol- 
gende: 

+  2o«^(C^+£?>5')(C*— £?*>ü 

'^2ß*a(C*'^eJ^){C*^c*)T  ^=rO....    (81) 

-I- (r» + cÄ')  »(«»/>»•- Ä»o») 

—  a»/9»c»(c-f-Ä')* 

^  C*  —  c*       "*"    C*—c* 

H- ^^ä^i««'(«' +  Ä> - «*«> -I- «^Ä) j  =0 ....  (J») 

Die  erste  dieser- Gleichungen  drückt  eine  Hyparbel  ans,  die  mit  der 
Leitcurve . (28)  ähnlich  ist;  die  äsweite  eine  Parabel,  welche  eben* 
£ei11b  mit  der  entsprechenden  Leitparabel  (29)  äfaalich  ist;  die  dritte 
eidlich  eine  mit  der  Geraden  (30)  parallele  Gerade^ 

111.  Wir  können  auf  gleiche  Art.  die  nämlichen  AufjgalieB  in 
Beziehung  auf  andere  Flächen  des  zweiten  Grades  lösea.  -iüm  JB^ 
doch  Wiederholungen  zu  vermeiden,  werden  wir  nur  npch  hei  einer 
derselben  die  Resultate  angehen. 

Ist  nämlich 


»    '  : 


die  Gleichung  eines  eintheiligen  Hyperboloids,  so  finden  wir  in  Be- 
ziehung auf  die  in  Aufgabe  I.  gestellte -ForderangfKr  die  Glei» 
chung  der  Begränzungscurve  des  Schattens,  welehen  das  Hyperbor 
loid  auf  eine  mene  J^,  deren  Gleichung  «'=  —  A'  ist,  wirft,  wenn 
(^fS^»A)  die  ijoordinaten  des  lencbtendea  Punktes  sind:  ' 


1« 

Die  Coordinaten  t,  »  des  Mittelpunkts  dieser 'Gnrve  sind: 

*—    C*»+A~'     *=    C'4-A»     ••••    ^^' 

Beschreibt  der  leuchtende  Punkt  {a^^  y,  A)  a)  in  der  Ebene  «=A 
eine  BUipsey  b)  eine  Hyperbel,  c)  eine  Parabel,  d)  eine  Gerade,  de- 
res  Gleichungen  respective  > 

iir-i?r='.iir-i?r='|...  ,„, 

sind,  so  finden  wir  beziehungsweise  für  die  Gleichungen  der  Curve, 
welche  der  Ort  der  Schattencur?en  Mittelpunkte  ist,  folgende: 

'Wir  erkennen  aus  der  Form  dieser  Gleichungen  die  Aehnlich- 
keit  der  Curven,  welche  sie  ausdrücken,  mit  den  entsprechenden  in 
No.  37. 

Bleibt  aber  der  leuchtende  Punkt,  dessen  Coordinaten  wir  jetzt 
mit  0,  di  c  bezeichnen  wollen,  fest,  und  bewegt  sich  das  Uyperbo- 
loid  so,  dass  sein  Mittelpunkt  in  der  Ebene  der  Kebleliipse  a)  eine 
Ellipse,  b)  eine  Hyperbel,  c)  eine  Parabel,  d)  eine  Gerade  beschreibt, 
und  die  drei  Achsen  des  beweglichen  Hyperboloids  immer  mit  ihrer 
erst  gegebenen  Lage  parallel  bleiben,  so  finden  wir  bei  den  glei- 
chen angenommenen  nezeichnungen,  wie  beim  Ellipsoid  in  Auf- 
gabe IL,  für  irgend  eine  angegebene  Lage  des  Hyperboloids,  des- 
sen Gleichung: 

für  die  Gleichung  des  Schattenkegels  aber: 

^\C*(6  —  «r-B'{€'-hc*)\(X  —  a)* 
-M»(*-f»)»-*-Ä»(4»-«)»-^»Ä»!(Z~c)» 

—  tr»(<»— «)(*— «xx— «)(r— *)  ^— «....  (») 

+  2i?»c(»  — /)  (X  —  «)  (Z  —  c) 
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Im  Fall  a): 


• 
Im  Falt  b): 

• 

Im  Fall  c):  '     . 


=  0 (44) 


=  0....    (45) 


'  C^^c*        **"    C«  +  c» 


(46) 


Im  Fan  d): 


€/  — C*  +  e^ f-ÄJl....     (47) 

Aach  diese  vier  Cnrven  sind  ähnlich  mit  jenen  in  (43).  Bei 
den  übrigen  Flächen  des  zweiten  Grades  wird  man  bei  ähnlichen 
Untersnchnnffen  Resultate  erhalten ,  welche  mit  den  bereits  gefon- 
denen  im  Allgemeinen  übereinstimmen. 


.; 


^« 
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lieber  elliptisehe  Fläehenrftume. 

♦  Von 

Herrn  L;  Mossbragger^ 

"  !  Lehrer  der  Matfaemttik  an  der  Kantonsscbole  zu  Aarau* 


Es  bewehrt  siich  ein  Punkt  P  innerhalb  einer  Ellipse  DCBE^ 
(Taf.  I.'  Fig.  2.),  deren  Achsen  2ar,  U  sein  sollen,  so,  dass  wenn 
man  durch  denselben  parallel  mit  den  beiden  Achsen  DB  und  EC 
IJInien  zieht,  wie  K8  und  ß^L^  die  Flächenräome  ACNL  und 
AKSB^  welche  zwischen  der  parallelen  Halbachse,  dem  von  j^nen 
Linien  auf  der  andern  Achse  abgeschnittenen  Stuck  und  dem  zwi- 
schenliegenden elliptischen  Bogen  begräozt  sind,  einander  gleich 
werden.    Welches  ist  der  geometrische  Ort  des  Punktes  jP? 

Es  sei  AL*  =  or,  LN  =  y^  AK'=..a:\  K8  =  y\  so  ist  be- 
kanntlic^b  der  Inhalt  der 

Fläche  ACNL  =  Ijl/«»— Är»+  Y  Are  sin  "l- ... .    (1) 

iiiid  der  Inhalt  der 

Fläche  JKSß  =  ^yS'  —  a/'  -l-  y  Are  Bin  |- . . . .    (2) 

Nach  der  Bedingung  der  Aufgabe  muss  also  die  Gleichung 

gV'a5=P-g\/?5::P5^_^Arc8inf-^Arc«Df=0....  (3) 

I 

statt  finden. 

Dieser  Gleichung  wird  aber  Genüge  geleistet,  wenn  wir  eaft* 
weder  die  transcendenten ,  oder  die  algebraischen  Grössen  einander 
gleich  «eUen;  dadurch  erhalten  wir  im  ersten  Fall: 

Are  sin  -^  t=  Are  sin -r, 
felglich  auch 

T — y 


. 


2 
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Im  zweiten  Fall  aber  bekonnen  wir 


bieram  ist  aber 


^    —  2   —  ^  »«»»'• 


Nehmen  wir  denjenigen  Werth  von  ;r",  welcher  sieh  Jiiaransi 
das  Zeichen  +  eigiebt,  so  erhalten  wir:    ^'*  =  — y-,    alao  wi> 

derum    ^  =  =±=  -r-» 

Dieser  Werth  wird  offenbar  die  Gleichung  (3)  befriedigen.  Ti 
sehen  aber  daraus  ferner,  dass  es  nicht  nur  einen,  sondern  dv 
stetige  Folge  von  Punkten  giebt,  welche  der  in  der  Aufmbe  ff^ 
gebenen  Forderung  entsprechen.  Bezeichnen  wir  daher-  die  CM^ 
dinaten  des  veränderlichen  Punktes  P  mit  ^  und  tf,  so  haben  ff 
07^=  t^  a:':s=ff,  also  ist  die  Gleichung  des  gesuchten  Orts: 

«  =  =!=—..,.     (4) 

Bei  dieser  Gleichung  erkennen  wir  aber  auch  gleich,  dass  dsri 
sie  die  beiden  Asymptoten  einer  Bjperbel  dargestellt  werden,  6 
mit  der  gegebenen  Ellipse  denselben  Mittelpunkt  hat,  und  detfi 
Scheitel  in  den  Endpunkten  der  grossen  Achse  ^  der  Biiipse  aai 
deren  imaeinäre  Achse  aber  die  gleiche  absolute  Grösse  und  Lagi 
hat,  wie  die  der  kleinern  Achse  2ö  der  gegebenen  Ellipse,  die  tili 
allgemein  unter  dem  Namen  einer  zugeordneten  Hyperbel  bekas^ 
ist.  Weil  aber  aus  dem  Obigen  auch  folgt,  dass  der  elliptisehi 
Raum  CNnE  gleich  dem  eil.  R.  BSsD^  so  haben  wir  den  allg^ 
meinen^  so  viel  mir  bekannt  ist^  noch  neuen  Satz: 

I.  Dass  wenn  man  aus  irgend  einem  Punkt  dir 
Asymptoten  einer  Hyperbel,  welcher  innerhalb  der  ingc* 
hörigen  Ellipse  liegt,  mit  den  Achsen  der  letstern  pi- 
rallele  Sehnen  zieht,  alsdann  diejenigen  beiden  ellipti- 
schen Räume  einander  gleich  sind,  deren  einer  Ton  der 
kleinen  Achse,  der  ihr  parallelen  Sehne  und  den  heidii 
elliptischen  Bogen,  weiche  zwischen  jenen  liefen,  be* 
gränzt  ist;  der  andere  aber  ist  von  der  grossen  Aebit 
der  ihr  parallelen  Sehne  und  den  beiden  zwiselien  dlt- 
sen  liegenden  elliptischen  Bogen  eingeschlossen. 

Mittelst  dieses  Satzes,  den  wir,  wie  besser  unten  geneigt  wiii 
noch  weiter  ausdehnen  können,  sind  wir  im  Stande,  die  Gleichldt 
einer  Menge  elliptischer  Räume  herzuleiten  und  deren  Fliehen  siM 
zu  bestimmen. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  im  Allgemeinen  die  fernen  Be- 
stimmungen nur  auf  Tbeiie  eines  einzigen  elliptischen  Qaadnitaii 
nämlich  von  ACFBA  beschränken,  und  zuerst  die  Vergleit 
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swischen  den  elliptischen  Flächenräanien  and  alsdann  erst  die  nä- 
liare  Bestinnionff  ihres  Inhalts  yornehmen. 
Wir  haben  daher  nach  den  obigen  Satz; 

ellipt  Raun  ACHL  s=  ellipt.  Rann  AK8B ....    (5) 

lehnen  wir  von  jeden  dieser  Raune  das  Rechteck  AKPJa  hin- 
'^^^i  so  bleibt: 

eil.  R.  KCNP=  eil.  R.  LPSß  ....    (6) 

^os  den  ffefiindenen  allgeneinen  Satze  folgt  ferner,  wenn  nan  F*% 
prallet  Aß^  und  FT  parallel  AC  zieht,  unss 

eil.  R.  ACFT=i  eil.  R.  A%FB  ....    (7) 

mithin  ist  auch 

elL  R.  g(7iVF=  elL  R.  TF8B  ....    (8) 

Beschreiben  wir  endlich  das  Rechteck  BRCeDgEi  un  -die  gege- 
bene RIlipse  und  verlängern  TF  und  %F  bis  sie  die  Seiten  dessel- 
ben in   r  und    RP^.  treffen,  so  folgt  aus  (7)  und  (5),  dass 

eil.  R.  LNFTzzz  eil.  R.  K%FS ....    (9) 

nithin  ist  auch 

eil.  R.  GAF=  eil.  R.  AFS ....    (10) 
und 

eil.  R.  ÜJVrF=e]\.  R.  FWBS  ....    (11) 

eil,  R.  aFB  =  e\l  R.  BFB....    (12) 

Aus  (8)  folgt  aber  auch 

eil.  R.  AFAC=  eil.  R.  AFSB  ....    (13) 

Mehnen  wir  femer  ausserhalb  der  Ellipse  BCDE  auf  einer  der 
Asynutoten,  z.  B.  auf  AFR^  einen  beliebigen  Punkt  F  und  zie- 
hen FK  parallel  nit  AB^  FL'  parallel  nit  AC^  so  folgt  aus 
(13),  dass  auch 

Raun  CK!FFz=z  Rann  BFFL' ....    (14) 

ist.  Da  wir  den  Punkt  P'  an  einen  ganz  beliebigen  Ort,  jedoch 
auf  einer  der  beiden  Asymptoten  liegend,  angenonnen  haben,  se 
ergiebt  sich  aus  N'o.  (l4)  als  Erweiterung  des  Satzes  I.  noch  fol- 
gender: 

II.  Wo  wir  auf  einer  der  Asynptoten  einer  Hyperbel 
einen  Punkt  annehnen  und  von  denselben  auf  die  ver- 
längerten Achsen  der  zugehörigen  Ellipse  Perpendikel 
fällen,  so  ist  der  Raun,  welcher  zwischen  einen  solchen 
Perpendikeli  den  ihn  nicht  parallelen  AchsenstUck,  diis 
zwischen   den  Scheitel  der  Ellipse  und  den  Pnsspnnkt 
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jenes  Perpendikel»  liegt,  dem  Asymptotenellicji,  4«i 
zwischen  dem  anffeDommenen  Punkt  nnd  ikrem  D«rek* 
schnitt  mit  der  Ellipse  befindlieh  ist,  und  endlich. «wi- 
schen dem  elliptischen  Bogen,  welcher  zwischen  dieses 
Durchschnitt  und  jenem  Scheitel  befindlieh  ist,  gleiek 
^em  elliptischen  Raum,  der  von  den  analogen  Stucken 
auf  der  aoderD  Seite  der  Asymptote  beji^rftnzt  ist. 

^Ziehen  wir  BC,  so  wird  diese  von  ^/l  in  X  halbirt,  and-wif 
haben  JlX  =  ItX^=^BXz=€Xf  und  wenn  wir  JC.Fparallel  mit 
JC,  ^jP/  parallel  mit  iffC' ziehen,  so  ist  auch  JlT=BYy  AT 
=  IT,  OJF  =  IF  =  JIF.  Also  ist  ^AOF=:  ^  AIF\  und 
^ACX=i^ABX^  mithin  ist  auch,  wegen  No.  13., 

i!Xi.K.  C^FÖ=i[\.Vi.  BSFI....    (15) 
und  ) 

eil.  R.  CJiFX  =z=  eil.  R.  BSFX  ....    (16) 


■       ' 


Diese  Vergleichangen,  tvelche  alle  aus  dem  durch  die  Gleichuog 
(5)  dargestellten  und  in  I.  durch  Worte  ausgedruckten  allgemeines 
Satz  abgeleitet  sind ,  lassen  sich  noch  auf  vielfache  Art  vermeliren. 
Wir  wtHleD  jedoch  schliesslich,  um  nicht  allzu  weitläuCg  zu  wer- 
den, einige  Inhalte  der  bereits  verglichenen  elliptischen  Räume  be- 
stimmen. 

Bezeich^ien  wir  die  Coordinaten  des  Punktes  F  mit  f^  i#^  näoi- 
lieh  AT=Llf,  TF^=u\  so  finden  wir  leicht: 


r=z^^,  «'=.-^.  AF=y^ 


Da  aber  nach  No.  (1) 

eil.  R.  ACFT=^ya^—f*'+-Y  Are  sin  ^y 

so  finden  wir  wegen  No.  (7): 

eil.  R.  ^g/'Ä  =  ell.  VU  .4C/'T=^(jr+2)  ....    (17) 

Anü  No.  (1),  (6)  und  (8)  folgt: 
eil.  R.  ^C^jP=ell.  R.  LPSB 

=  gi  1/^3":^^  -  3ar} -H  ^  Are  «n  f  . . . .  (1?) 

Aas  (17)  und  (8)  ist  aber 

R.  TFSB  =  -g 

Ans  (1),  (17)  und  (»)  folgt: 
eU.  R.  LJfFT=  eil.  R.  X%I'S 


eil.  R.  %  CJ^I'=  eil.  R.  TFSB  =  ^w  —  2)  ...  •    (19) 
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eil.  R.  GieFssai.R.  hFS 
=  ^(„  _  8)  -g|V/5rr*i  _  .^>lj  -  f  Are  .in  ^  ....  (21) 

nnd  aach  , 

cü.  R.  Th&B^tW.  R.  CSGF 

=  ^\\^^^^-  »V^  ■+-  Y  Are  sin  I- ... .    (»> 
Ferner  finden  vnt  noch: 

eil.  B.  äFNC  =  en.  R.  u^FAT^  a=  ^ . . , .    (23) 

eil.  R.  C/!A=ell.  R.  Ai^iKsp  j(4t*;«)  ....    (34) 

•a.  K  Cil'/'O  =:  eil.  R.  B8FJ=  ^(4 — jr)  . . . .    (25) 

Ans  (^)  und  (25)  folgt  audi,  dass  die  elliptischeD  Räume  CNFO^ 
MJSFA  CA^FB^  jBSJTA  einani^er  gMch  &ki. . 

Ferner  ist  auch 

eil.  R.  CFX  =  eil  R.  BFXz=^j{7i—2)  ....    (26) 

Aus  (19)  und  (26)  geht  auch  hervor,  dass  die  elliptiMhea  Ränme 
CJ¥FX,  gSFX,  %CAF,  ßSFT  ebenfalls  einander  gleich  sind. 

Ar" 
Setzen  wir  endlich  AL'  =  or",  so  ist  FU  =  —- ,  und  wir 

finden  leicht,  dass  .     . 

«II.  R.  €FP'K'  =  e[\.  R.  ÄJTJ^Z' ==:  ^{4ä?^ -- ««^rj : . . .  (27) 

Wir  würden  die  nämlichen  Resultate  wie  in  (13)  und  (23)  er- 
halten hab^n^  wenn  wir  die  Frage  gestellt  h&tten: 

Wo  ist  der  Ort  des  Punktes  P,  dass,  wenn  JVPZ^  parallel  AC 
gezogen  und  AP  his  zum  Durchschnitt  mit  der  Ellipse  verlängert 
wird,  alsdann  der  Flächenraum  ACNF  gleich  dem  elliptischen 
Sector  AFSB  wird  ? 

Denken  wir  uns,  um  di«  Fifip«r  nicht  mit  Lii^ien  zu  überladen, 
es  sei  AFR  nicht  die  Asymptote  der  Byperbel  €^Bg^y  nnd  setzen 
AL  =  a:,  ALz=y,  AT=a:\  FT^zy»,  so  ist 

eil.  R.  ACNP—  eil.  R.  ACNL-'t^  APL 
und 

eil.  Sect.  AFSB  =  eil.  R.  BSFT-^-  A  ^^^^ 

oder  da  a:  :  PL  =  a/  :  y  und  PL  =  ^=  ^Va^-^a/*  ist,  so 
habep  wir: 


ell.R.  ^CW»=gW^Snr:^»  +?  Arcsin*!— ^W'^SrrS«, 

*  ■  «  •  I 

k  %  ^  •  i  ■        • 

eil.  Seot  AFSB  =  y  Are  cos^. 
Folglicli  haben  wir  die  Bedingnngsgleichung: 


hx 


Ar* IV-: 7z  .  ä3#  A       •   a?      ^    '-     af, 


i/^i3^^.^{  Arcsin^— Arcco8^j=:0....  (48) 


Es  ist  aber 


Are  cos  —  =  Are  sin/ — Sl ±— 

ff'  A 


»      ,» 


mithin  wird  die  Gleiehnng  (28)  zu 


*£V/5^^-gV/35=PJ+^{Arc8inf-ArcrfB!^:f!=*^^ 


tSetzen  wir  in  dieser  Gleiphnnor  die  transcendenten  Grössen  einan- 
der gleich,  so  mnss  anch 


^ 


=  \/a\  —  a/' 


sein,  woraus  wir 


a^^iVa^^ 


as^ 


erhalten.  ..      ' 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  ^'  in  die  letzte  Gleichung ,.  so 

finden  wir^   dass    dcfrselben  nur  in  dem  Fall  genügt  wird>   iv^nn. 

a;=  j-^ig  ist;  mithin  muss  der  Punkt  P  auf  F  fallen,  und  es  er- 
geben sich  wieder  die  v'Gleicbiingen  in  N^  (13)  und  (23). 


>  ».      ; 


.       .  -  / 


».    »■  ■ 


..   ;  ,n 


:.,:■*■  li      . 


-V  V  .   ' 


l  t. 


V 
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IV. 

Entwickelwig  dw  beiden  im  Literarischen  Be- 
richte. No.  XYIII.   S.  278.  und  S.  279.  ange- 
führten Lehrsätze  des  Herrn  €lansen. 

Von 

Herrn  A.  Göpel 

zu  Beriin. 


Man  erkennt  sehr  leicht^  dass  diese  beiden  Theoreme  zu  der 
Gattung^  deijenigen  ffehören ,  welche  man  ans  der  Vergleichung 
zweier  verschiedenen  Entwickelnngen  von  einer  und  derselben  Fnne* 
tion  nach  Potenzen  ihrer  Yariabein  als  CoroUare  erhält.  So  kann 
man  z.  B.  die  Function  (l  +  ar)"*+^  erstens  nach  dem  binomischen 
Lehrsätze  entwickeln;  dies  giebt 

1  +  («•  ■+-  i»)i^  ■+■(«••+■  «»)»^*  •+•...  .5 

dann  kann  man  sie  aber  auch  in  das  Prodnct  (1 +ar)*'(l -Hör)" 
verwandeln  und  jeden  Factor  entwickeln;  dies  giebt 

/       (1  -h  «lO?  ■+-  Msor'  -h . . . .)  (1  ■+•  »1*»  ■+•  ^%^*  ■+-...•) 
oder 

Diese  Entwickelungr  ist  der  obigen  gleich,  und  man  wird  also  auf 
die  Gleichheit  der  Coefficieoten.  der  glmbnaiiigen  Potenzen  von  op 
schliessen  können  und  als  Corollar  ^en  bekannten  Satz  erhalten: 

(«•  +  <»);»  =s  mp  ■+•  mpi~iti{  Hh  ••p— a*»  •!•  •  •  •  •  ■+■  */>• 

Es  kommt  nun  im  Falle  nnsertr  b^den  Lehrsätze  nur  darauf  an, 
gerade  4iejenige  Reihenentwickeliing'  zu  Sndeo,   ans  welcher  sie 
gefolrert  werden  können, 
'    Der  ernte  Lehrsatz  ist  folgender: 

„Alle  GombiMtioMD  von  gnazeii  ZaUefr»  deren  Summe  m  iel, 
„seien 
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a  +  a'  "4-  ft"  "f"  •  •  • . 

ß  +  ß'+ß'-^ 


•  •  • 


,^d  4ie  A^siJil  der  gleieli^n  »,.«,  «"^y..  s«^^  ^»J^V^^^  ,^.^^ 
,3^der  gleichen  /9,  /f ,/?',... .  seien  f*,  |ir',  /i*''. .  .^ . j  der.g^icheB>.  f^ 
,y,....  «eleu  y,  1^,  •S  ••••;  •^»^  ist  ^       ^      ^ ^.     .  /.Ki/5^ 


:;';'^i,.j? 


«.«'.«".... :  AU'ir! 


1  1 

1  1 


(^) 


-I-  u.  s.  w.  =  1. 


Zum^Beispiel,  wenn  4»  =  79  so  hat  man  untcir  ^Adern  die.Com- 
bination  2  +  2-f.l4-l  +  l.  Bier  wäre  etwa  a  s  2,  a  sis  2, 
<  s=?  1,  0^"  =  i,  a»"  s=?  1.  unter  diesen  Zahlen  kommt  die 
2  sweimal,  die  1  dreimal  vor;  es  wäre  daher  %=p2,  il';=3.f  und 
dieser  Zerlegung  entspräche  dahier  in  der  ssn  beweisenden  Ctleiebung 


das  Glied 


1 


2.2*2!3r 


Um  nun  die  Itichtiji^keit  derselben  därzutbnn,  betrachte  ich  deii 
Ausdruck  (Jl)  als  Coemcienten  von  o?*  oder  a?«+«'+«"+""  und  habe 
daher  für  sein  erstes  Glied  das  Product 


Ein  solches  Product  kommt  aber  ojSenbar  vor«  wenn  ich  eine 
Beihe  «ns  lauter  Giiedem  wie  -^^  d.  L  die  Reihe 


j 


bilde,  welche  der  Kurse  wegen  mit  y  beiteichnet  sein  mag»  und 
wenn  ich  diese  Reihe  eben  so  oft  seine  ak  die  Annahl  der  [Zahten 
a,  af^  a'',  ....  anzeigt,  und  dann  sämmtliehe  Reihen  mit) einnnd^r 
multiplicire.  Ist  nämlich  p  die  Anftähl  der  'vä  der  Combiaation 
«  *i-  <  +  «^'  +  • .  •  •  enthaltenen  Glieder  nnd  wird,  die  Potenz  yPy 
d.  h.  das  Product 
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X  v^  •!•  2    "*"   f      ■"   4   "*"  •  •  •  •  i 

X  II*  B.  w. 

I 

entwickelt ,  so   hat  man  jedes  Glied  der  ersten  Reibe  mk  J< 
Gliede  der  zweiten,  dritten  n.  s.  w.  bis  zur  letzten  zu  mnltiplfeireo. 

In  der  ersten  Reihe  kommt  aber  das  Glied  — ,  in  der  zweiten  das 

ff 

«Wut*  /j?i» 

Glied  —7-,  in  der  dritten  das  Glied  -^  u«  s.  w.  vor;  es  wird  also  im 
Prodact  das  Glied  —  •  -7- .  -ztt  ....  vorkommen.    Inzwischen,  4a 

0       a         et       , 

das  Glied  —  nicht  alMniin  der  ersten,  sondern  in  allen  übrigen 
Reihen  vorkommt,  und  da  dasselbe  auch  von  den  Gliedern  -^ 
--^,  ....  gilt,  so  wird  im  Prodact  aucli  z.  B.  das  Glied 


X^'       £«       £» 


n 
.  .  • 


vorkommen,  in  welchem  der  erste  Factor  von  der  ersten  Reihe,  der 
zweite  von   der  zweiten ,    u.  s.  w.   herrührt.     Das  Glied   —  •  -^ 

....  wird  also  im  Product  so  oft  vorkommen,  als  man  ans  dem 


«" 


Elementen  a,  a',  a"  0,.,  verschiedene  Permutatiooen  bilden  kau. 
Die  Anzahl  dieser  Kiemente  ist  aber^;  wären  sie  alle  von  eitiati- 
der  verschieden,  .80  wäre  die  Anzahl  ihrer  Permntationen  gleieb  pl 
Nun  zerfallen  sie  aber  der  Voraussetzung  zufolge  In  Gruppen,  wel- 
che zu  X,  zu  X'^  u.'  s.  w.  unter  sich  gleich  sind.  Daher  bescbrlokt 
sieb  die  Anzahl  ihrer  unter  sich  verschiedenen  Permutatbneli  be* 
kanntlicb  auf 


1 T  U" » 


In  der  EntiHckehing  von  ^  erhält  das  Glied  —  *  "v"  *  ~3^  *  *  - 

daher  diese  Zahl  zum  Coefficienten,  oder  ^  ejathält  itm  GtteA 

.      •         •  * 

07»  pl 

I 
I  f  ■    ■ 

folglich  enthält  die  Bntwickelung  von  K  das  Glied 
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Daiselbe  gilt  rnftorliefa  too  4eD  Gtiedera 

xm  1 


iD  denen  die  Anzahl  der  Zahlen  /),  /f,  /^, ....  ebenfalls  gleich  p 
iit$  und  somit  wird  eg  klar,  daas  der  Coefficient  von  ae^  in  der 

Botwickelang  ?on,  ^  aus  denjenigen  Gliedern  dei  Aosdraeks  {Ä) 

bea^ben  wird,  welche  golchen  Cosbinationen 

-'   " ,  ■      • 

o«  8.  w. 

snr  fihiDime  n  entsprechen,  in  denen  die  Anzahl  der  Elemente  er, 

«',  (»"  (oder  /?,  /J',  /$'' n.  s.  w.)  gleich  p  ist. 

ISeben  wir  nun  dem  p  sämmtliche  Werthe  von  1  bis  znm  Dir* 
endlichen,  so  wird  in  der  Entwickelung  der  Summe 

/ 

nach  Potenzen  von  a:  der  Coefficient  von  a^  aus  sämmtlichen  Glie- 
dern des  Ausdrucks  (A)  bestehen,  weil  die  Combinatifoen 

a  -I-  a'  •+•  a"  -+-,.. . 

u.  s.  w., 

QiE^en  sie  entsprechen ^  entweder  aus  einem ^  oder  aus  zwei,  oder 
aus  mehreren  Elementen  bestehen  müssen.  Die  Summe  (^). ist  also 
deT.frafflicbe  Ausdruck^  auf  dessen  Auffinduuff  es  ankam,  und  den 
rnun  jeizt  nur  noch  auf  eine  andere  Art  nach  Potenzen  von  a:  zu 
ent^Yiokeln  hat,  um  sofort  den  Werth  des  Ausdrucks  {^A)  durch 
Vergleichiing  mit  dem  Coefficienten  von  as^  zu  erhaften. 

Eigentlich  könnte  man  die  Summe  (B)  bei  dem  Gliede  ^  ab- 

brechen,  weil  die  höheren  Glieder  .     ,  177  u.  s.  w.  ohnehin  höhere 

Potenzen  von  3^  als  die  ute  enthalten  und  daher  auf  den  Coeffi- 
cienten von  a^  keinen  Einfluss  üben.  Indessen  können  diese  hö- 
hereii  Mieder  aus  demselben  Grunde  auch  beibehalten  werden,  was 
um  so  zweckmässiger  ist,  da  die  Summe  (B)  nur  dann  leicht  auf 
anderweitige  Art  nach  Potenzen  von  ac  entwickelt  werden  kann, 
wenn  sie  nis  ins  Unendliche  fortgesetzt  wird.  Man  hat  nämlicb 
bekanntlich 

Nun  ist  aber 
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d?»      .     «• 


y=:Ä?4--5-  +-T+'"*  =  ""M^— "*)» 


2      ■     S 


folglich 


1— j? 

Der  ÖbefficieDt  von  or^,  welcber  dem  Ausdrucke  (^)  gleich  sein 
muss,  itt  in  dieser  Entwickelung  aber  gleich  1.  Der  Lehrtats  ist 
also  erwiesen.  Ein  dazu  gehöriges  -fieispiei  ist  tdion  an  der  oben 
angeführten  Stelle . gegeben  worden,  und  ich  will  nur  noch  erwäh« 
aeui  dass  sich  das  Wilsonsche  Theorem  aus  snserm  Lehrsalzt,  wie- 
derum als  Corollar  ergieht. 

Ist  nSmlich  n  eine  Primzahl,  so  kann  der  Ausdruck  (^)  nur 
zwei  Glieder  enthalten,  welche  den  Factor  ü  im  Nenner  haben:  es 
sind  diejenigen  beiden,  welche  den.  Combinationen 

* 

n  und  1  +  L+ 1  -|- 1  -f-  •  •  • .  («mal) 

entsprechen.  Denn  entweder  ist  eine  der  Zahlen  tt,  n' . . . .  irieieh 
4»,  und  dies  kann  nur  bei  einer  einzigen  Combination  der  FallseiDy 
weil  a  +  a'  +  a"-i-  . ...  genau  gleich  n  sein  muss;  oder  eine  der 
Zahlen  X^  X\  i,'\  ....  ist  gleich  m,  und  dies  kann  wieder  nur  bei 
einer  einzigen  Combination  stattfinden ,  weil  ^  -|-  ^'  -f.  A''  ^-  .... 
mindestens  gleich  der  Anzahl  der  Elemente  et,  cc',  o^ . . .  •  sein  mnsS| 
diese  aber  höchstens  gleich  m  sein  kann,  in  welchem  Falle  o  =  oT 
=  a^  =  . . . .  :^:  1  ist.  Den  beiden  oben  angegebenen  Combinatio- 
nen entsprechen  im  Ausdruck  (^)  die  Glieder 

11 

und  sie  sind  daher  gleich  der  Einheit  weniger  den  Obrigen  Glie- 
dern, folglich  gleich  einem  Bruche,  der  keinen  Factor  #•  im  Nenner 

j           1 
hat.    Aus-  der  Summe  t*  H ■   muss  daher  der  Factor  n  im  Nen- 

ner  verschwinden,  folglich  auch  aus  dem  Product  derselben  mit  der 
ganzen  Zahl  (#•  —  1)!,  d,  h.  aus  ~ — -.   Dieser  Ausdruck  hat 

aber  keine  anderen  Factoren   als  n  im  Nenner,  er  muss  also  eine 
ganze  Zahl  sein;  und  hierin  besteht  eben  das  Wilsonsche  Theorem. 
Der  zweite  der  angeführten  Lehrsätze  ist  folgender: 
„Die  Summe  der  Reihe  ^ 

1       iL  j.  (>i-l)(n  — 2)       (i»-r-2)(«~3)(n  — 4) 

^""  1    "^  2.3  2.S.4        .        +    .•• 

„bis  ein  Glied  jrerschwindet,  ist:  .     , 

,Jenachdem  m  beziehungsweise  von  der  Form  ist: 
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Mit  der  Analyse  des  .Beweises  will  Jch  mich  der  Kürze  wegen 
nicht  aufhalten. 
Es  ist 

Wird  nun  die  iinjce  Seite  dadurch  entwickelt^  dass  in  di^  Formel 


"   i . 


y  der 'Reihe  nach  gleich,  ar — ^*  und  of  gesetzt  i^ird^  so  ergieht 

sich 

•  •  •  - 

a?«— 1  -^  (1  —  ar)«— 1 


-  H  — 1  ' 


bfi.  diesem  Gliede  iLonn  man  abbrechen,  denn  die  folgenden  wSrden 
doch  keinie  liten  Potenzen  von  or  mehr  erhalten.  Nun  ist  nach  dem 
Unominchen  Lehrsätze 

/ 

1  — (1— Ä?)^i  =  («  — l)ar— (n  — l),ar»  +  ...;        ^ 
1  — (1  — a?)*-^=:(m— 2)a?— (is  —  2),Ä?» -h  .. .. 

u«  s.  w. 
1  —  (1  —  o?)»  =  2ä?  —  2,a?» 
1  —  (1  —  ^)  =  1 .  ^. 

Hnltiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  einander  mit  r— r»     ^, 

•  •  -^9  -T- ,  und  addirt  dann  alles,  so  hat  man 


•  • 


a:* 


•  •  •  • 


ff  ■■"  * 


+  -"-'^--'H-^^ 


u.  s.  w.  bis 


iP      "^^  •  •  •   • 


Der  Coefficient  von  ^r**  ist  in  dieser  Bntwickelung  also 
*■"  „_t  ^   I.—»         SIZT'"*"--'* 


n 

oder 

w-8    .    (w~*)(»-5)      («»-»)(«t-6)(i»-7)  .  .„. 

1 2-+^ an 2.3.4  •+"•   •    '^) 


,t 


bis  ein  Glied  Null  wird. 

Wird  j|un  auch  die  rechte  "Seite  der  CHeiehnng^  {C^,  o&mlicli 

/n  oder  /«(l-f-o?*) — /»(l— ^i?')  entwickelt,  so  entsprin- 

gen  aas  ^(1  +  ^*)  lauter  Glieder  von  der  Form 

I      ■        ■ 

und  Mia  -^ib(l**-^*)  lauter  Glieder  von  der  Form 


¥ 


• 


Die  Potent  .4^  kann  daher  nur  dann  Torkommen,  wenn  n  entwe- 
der durch  8,  oder  durch  2,  oder  durch  beide  zugleich  theilbar  ist, 
also  wenn  li  eine  der  Formen  ^v^  6f^-|-2,  3,  4  hat  Der  Ausdrück 
(D)  verschwindet  also,  wenn  h  eine  der  beiden  Formen  6r  -h  1,  5 
bat. 

Suchen  wir  nun   den  CoefBcienten  von   3c^  für   die  ersteren 
Fälle.    Wenn  n  nur  durch  2  theilbar  ist  und  also  eine  der  Formen 

6cf  +  2,  4  hat.  so  kommt  s^  nur  unter  den  Gliedern  —  vor  und 

1  2 

sein  CoefBcient  ist  —  oder  ---,  da  jetzt  ii  =  2y  ist. 

Wenn  m  nur  durch  3  theilbar  ist  und  also  die  Form  6r  +  3 

hat,  so  kommt  O^  nur  unter  den  Gliedern  ( — l)^^i —  vor  nnd 

13  ^  - 

sein  Coefficient  ist  (— l)AH-i —  oder  -^,  da  jetxt  ü  =  3f*  und  #• 

ungerade,  mithin  f*  +  l  gerade  ist. 

Wenn  schliesslich  n  >  sovrohl  durch  -2 ,  als  durch  3  theilbar  ist, 
und  also  die  Form  ^v  hat,  so  kommt  H^  sowohl  unter  den  Glie- 

denn  ( — ly+i — ,  als  auch  unter  den  Gliedern  —  vor.    Dort  hat 

1  8        '   . 

es  den  Coefficienten  ( — l)^*+i —  oder  — --,  da  jetzt  ii  =  3jt*  und 

fi  gerade,  mithin  f*+l  ungerade  ist;  hier  hat  es  den  CoefBcienten 

1  2 

-*-  oder  - -,  da  M  auch  =2y  ist.    Die  Summe  dieser  beiden  Coeffi- 

deuten  ist  aber  gleich  —  tt«    . 

Fassen  wir  alles  Vorstehende  zusammen,  so  ergiebt  sich,  dass 
der  Ausdruck  {D)  oder 

*  2      ^  2.»  2.S.4  -r-.-.- 


bis  eitt:  Glied  Null  wird>  gleich 


i  ■* 


,    N 


3» 

ist,  jenachdem  m  eine  der  Formen  6t^,  6ff-|*l,.2,  3,  4,  5  hat 
Wird  hier  m  +  Z  anstatt  m  gesetzt,  so  ist  die  Samme  der  Reihe 

I        n         (if-l)(n-2)       (n-2)(ff-S)(if^4) 

*        2    ^  2.»         I  2. ».4  -f--v- 

. L.  0   -5-  -? L-  0 

jenachdem  ii  +  3  die  Formen  6e^,  6e^  +  l,  2,  3,  4,  5,  d.  h.  jenach- 
dem ft  die  Formen  6f^+3,  4,  5,  0,  1,  2  hat;  oder  jene  SnoMse  ist 
gleich 

»  2       0 L_    0    -^ 


n  +  3'  n-+.3'     '       «  _ 

jenhchdem  #»  die  Formen  6f^  +  0,  1,  2,  3,  4,  5,  hat,  welches  der  zu 
beweisende  Lehrsatz  ist. 

Man  kann  aber  auch  diese  lästige  Unterscheidung  der  Formen 
?on  n  vermeiden  und  einen  generellen  Summenausdruck  für  (D) 
finden,  wenn  man  die  rechte  Seite  der  Gleichung  (C)  mit  Hülfe  des 
Imaginären  auf  ein'e  andere  Art  entwickelt.  Sind  nämlich  a  und  ß 
die  neiden  primitiven  (IJubikwurzeln  der  Einheit,  so  ist  a  =  cos  |2r 
-4-f  sin  -Itt,  ßzs^eos  f^r  —  i  sin  f^r,  a  +  /?s=: — 1,  ä/9c=l,  und 
man  hat 

=  ln{l  -H  a^r)  *f-  in(l  •+•  ßa:)—^  in{\  —  ai). 

In  den  Entwickelungen   dieser  drei  Glieder  kommt  die  Potenz  a^ 
beziehlich  mit  den  Coefficienten 

vor,  folglich  ist  der  Ausdruck  (D)  gleich       ' 

n 
Es  ist  aber 

2it  2fi 

a»  =  (cos  \ts  -4-  «  sin  f ;r)^  ==  cos  -j-tt  +  ^  sin  -j-tt, 

•>  •    .  ■     • 

2»  '  2is 

^  =  (cos|;r  —  isin  f;ry*  =  cos -ir;7 '— isin-r-TT, 


3 


daher  hat  man  {D)  gleich 
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2n 

(— .  ])M-Mv.2cos  ---^r-f.  1 

~ JT • 


Wird  hier  wieder  m  +  Z  statt  n  gesetzt,  so  ist  die  Summe 

2    *•*  2.8  2.S.4  "^ 


2» 

l4-(— l)«2co8-j-» 


if 


woraus  wieder  die  obigen  sechs  verschiedeDen  Werthe  benrorgehen, 
wenn  man  die  Formen  der  Zahl  li  in  Bezug  auf  den  Modulus  6 
unterscheiden  will. 

Zur  Dehung^  für  Lernende  füge  ich  noch  einige  ähnliche  Sätze 
hinzu: 


2n  +  l 
sin  — =£—71 


1)  l-is.+(i,-i),-(i.-2),+....==(-l)it__»_ 

2)  (ü-f-l),  — 2.i»,+3.(ii-.l), -4.(ii~2)^-f-.... 


.    2it-.l 

sin 


=  (-l)«2.*±i.cö8  ™±iirH.(-l)«+i| » 

5  3  sin  ^w 


^^    Ta — ST *•>  • r"5 — inz 


2 

4)  Auch  der  ijOL  4ten  Bande  No«  XVII.  zum  Beweise  T0i|felegte 
Satz  gehört  hierher  r 

und  man  wird  sich  leicht  überzeugen»  dass  m  weder  reell  noch 
imaginär,  geschweige^  denn  rine  positive  ganze  Zahl  zu  seiu  braucht, 
wie  dort  angegeben  ist. 


TheUVI. 
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V.      , 

lieber  die  Rechnungsspielerei  im  %  Theile 

S.  2^,  dieses  ArchiTS. 

Von 

Herrn  A.  Göpel 

zu  Berlin. 


1. 

Die  zu  lösende  Aufgabe  ist  folgende: 
^)Aian  soll  die  Zahlen  von  1  bis  9  dergestalt  in  das  Schema 

a^  by  c 
d,  eyf 

,, schreiben»  dass  die  Summen  der  drei  Horizontalreihen,  der  drei 

9,Verticalreihen  und  der  ersten  Diagonalr^be  (a^  e^  «).  gleiche 

„Werthe  ergeben/' 

'  Bezeichnet  man  die  drei  florizontalreihen  der  Kürze  wegen  he- 
ziehlich  mit  A,^  h^y  h^\  eben  so  die  Verticalreihen  mit  v^^  v^^  v,\ 
die  erste  Diagonale  mit  d^j  so  bat  man  die  Gleichungen 

1)    ^,  =  Ä,  =  Ä,  =  e^i  :;=  r,  ==  e^,  =  i/j. 

Nun  ist  aber  die  Summe  aller  9  Zahlen  gleich  45;  folglich 

A +*.•+•*•  =45, 
«'i  •+•«'» +t't  =45; 

woraus  sich  in  Verbindung  mit  1)  di^  Gleichungen 

Ä,  =  15,    Vi  =  15,     dl  =  15 
2)     Ä,  =  15,    r,  =  15, 
Ä,  ==  15,    fr,  =  15,  . 

• 

ergeben,  von  denen  eine,  z.  B.  v^  =  15,  weggelassen  werden  kann, 
weil  sie  sich  durch  die  übrigen  von  selbst  ereilt.  Es  bleiben  dem- 
nach sechs  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  neun  Unbekannten, 
und  das  gewöhnliche  Verfahren  würde  nun  weiter  darin  bestehen, 
dass  man  dreien  von  ihnen  versuchsweise  beliebige  Werthe 
aus  der  Zahlenreihe  1 ....  9  beilegte,  bis  man  zu  sämmtlichen  Com- 


86 

I  I 

binatioDeii,  gelaagt  wftre,   welche  für  die  übrigen  6  Dsl^el&aniiteii 

feeignete  Werthe  lieferten;  nämlich  solche  Werthe,  die  nebst  den 
willkührlich  angenommeaen  die  Zahlenreihe  1 ....  9  erschöpften.^ 
In  dieser  Bezieh unff  wäre  unsere  Aufgabe  also  nicht  des  Brwäbnens 
werth.  Vielleicht  ist  aber  die  folffende  Behandlung  im  Stande ,  ihr' 
dadurch  einiges  Interesse  zu  verleihen,  dass  sie  die  Versuche  regelt 
und  mindert. 

Die  Wirksamkeit  der  Auflösung,  welche  ich  zu  geben  im  ^Be- 
griff bin,  ^rstrec^t  sich  yiel  weiter  als  auf  die  vorliegende  Aufgabe. 
Um  gleich  ihre  ganze  Bedeutung  erkennen  zu  lassen^  stelle  ich  da- 
her die  folgende  Aufga'be,  welche  jene  als  besondern  Fall  in  sieh 
schliesst. 


„Uaii  soll  neun  beliebig  gegebene  Zahlen  dergestalt  in  das 
„Schema 

,ieinacbreibeD,^da8s   die  Summen  i&i+f'i^  Aa+t^t>  ^t*^^«» 

5j^i  +  ^i  gleiche  Vl^erthe  baben.'^ 
Die  Bedeutung  der  Buchstaben  ^,  bis  d^  ist  dieselbe  wie  oben. 

Bezeichnet  man  die  Summe  aller  ueun  Zahlen  mit  «,  so  hat 
man 

^1+^»  +  ^»  =  * 

folglich  , 

(Ä, -H  «r, )  •+•  (Ä,  •+- r»)  •+•  (Ä, -H  ff,)  =s  2# 

»  ■       • 

und»  wegen  A, +t/,  =  A, +  €;,  =  ^, -|-e^i^: 

Die  Bedinguigen  der  Aukube  sind  Also  ausgedrückt  durch  die 
Gleichungen: 


3) 

A\-+-Vt  =34  1*, 

4) 

>i,  +  f,=x|> 

5) 

At-jrv,=s\t 

Substitulrt  man  hier  für  /i^  bis  d^  ihre  Werthe  in  a  bis  t,  so  er- 
hält man       « 

7)  2a  +  d  +  c  +  d'r\-gr==iis,      10)    2a  +  2^  +  2i  =  |< 

8)  2e-4-3-+-/+i/+Ät=|# 

3* 


\  , 
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Addirt  man  hud  7)  und  8)  und  zieht  davon  9)  and  10)  ab,   ao  er- 

giebt  sich 

11)  5-\'d=2i; 

addirt  man  7)  und  9)  und  zieht  daTon  8)  und  10)  ab,,ao  hat  au 

12)  c  +  g=2e; 

I 

addirt  man  8)  nnd  9)  und  zieht  davon  7)  und  10)  ab,  so  wird 

13)  /+Ä  =  2a; 

oder  mit  andern  Worten: 
.  „die  Gruppen  3,  f,  d\  g^  e^  c\  f^  a^  h  bilden  drei  arithmetisehe 
„Proportionen''. 
Umgekehrt:  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  sind  die  BedingUBgeii  der 
Aufgabe  erfüllt,  d.  h.  wenn  die  Gleichungen  11),  12),  13)  stattfin-' 
eleu,  so  ergehen  sich  daraus  die  Gleichungen  7)  bis  10).  Denn 
addirt  man  11),  12),  13)  und  fügt  auf  beiden  Seiten  a  +  tf-f-f 
hinzu,  so  hat  man 

M  =  3(«  +  ^  +  «) 

oder  die  Gleichung  10).   Addirt  man  11)  nnd  12)  nnd  fügt  atif  bei- 
den Seiten  2«  hinzu,  so  hat  man 

2«  +  ^  +  €?-*-i/+^=2{a-|-tf-f-#) 

oder  die  Gleichung  7)  n.  s.  f. 

Desshalb  ist  cne  Aufgabe  folgendermaassen  vollständig  gelost: 
„Man  bilde  aus  den  gegebenen  Zahlen  auf  alle  möglichen 
„Arten   drei  Gruppen,   deren  jede  eine  arithmetische  Proportion 
„sei;  und  setze  jede  dieser  Ternionen  von  Gruppen  auf  alle  mög- 
, , liehen  Arten  der  Ternion  ä,  f,  d\  g^  e^  ^j/j  »j  h  gleich.'^ 


3. 

Wendet  man  dies  z.  B.  auf  die  Zahlenreihe  1  bis  9  an,  so  über- 
sieht man  auf  einen  Blick,  dass  sich  aus  ihr  auf  die  vorgeschrie- 
bene Art  nur  folgende  Gruppen  bilden  lassen: 

a)  1,  2,  3;  4,  5,  6;  7,  8,  9 

/?)  1,  2,  3;  4,  6,  8;  5,  7,  9 

r)  1,  3,  5;  2,  4,  6;  7,  8^,  9 

i)  1,  4,  75  2,  5,  8;  3,  6,  9. 

Man  würde  also  unter  andern  (aus  8.)  folgende  Auflösungen   er- 
halten: 

Ä,  f,  d\  g^  ey  c\f^  «,  h 
2,  4,  65  1,  3,  55  7,  8,  9; 
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aber  auch 

^»  «5  ^;  gt  ♦>  c\f^a^h 
2,4,6;  1,  3.  5;  9,  8,  7; 

woraus  die  beiden  Quadrate  entsteheo: 

8,  2,  5  8,  2,  5 

6,  3,  7       uDd       6,  3,  9 
1,  9,  4  1,  7,  4. 

4. 

Wenn  mao  in  der  Aufgabe  (2)  nocb  die  Bedingung  hinzufügt, 
dass  A|  =&,,  ^3  =  t;3,  ^^  =r,  sein  soll,  so  dass  also  sämmtlicbe 
Bncbstaben  A|  bis  i/,  gleiche  Werthe  erhalten,  so  treten  zu  den 
Gleichungen  11),  12),  13)  nur  noch  die  Gleichungen  A|  =  e^,, 
hx  =t's;  denn  aus  diesen  folgten  sehr  leicht  die  obigen:  h^  ^t^n 
h^zszv^^  ^,  =t/,.    Es  muBS  also  sein: 

oder   '  ^  ' 

c  —  e^A  —  a^  a — /"=«— f^. 

Mithin  erleidet  die  Auflösung  unter  (2)  die  Beschränkung,  dass 
„die  Gruppen  6,  f,  i/;  g*,  ^,  c;/^  a,  A  nicht  nur  arithmetische 
„Proportionen    mit  einer    und    derselben   Differenz,   sondern 
„aucn  zugleich  fallende  oder  steigende  sein  müssen". 

5. 

Wendet  man  dies  auf  die  Zahlenreibe  1  bis  9  an,  so  erhält 
aum  die  Auflösung  jener  sogenannten  Rechnungsspielerei.  Es  er- 
liellt  nämlich,  dass  von  den  unter  (3)  aufgeführten  Gruppen  die  ß) 
lind  y)  ausser  Betrachtung  fallen;  und  von  den  beiden  andern  giebt 
a)  1,  B,  fo4gende  Auflösung: 

*>  «j  ^;  gy  e,  c\f^  a,  h 
1,  2,  3;  7,  8,  9;  4,  5,  6; 

aber  auch 

^,  <♦  d\  g,  ey  c\fy  a,  h  ^ 

3,  2,  1;  9,  8,  7;  6,  5,  4; 

woraus  die  beiden  Quadrate  entstehen: 

5,  1,  9  5,  3,  7 

3,  8,  4       und       1,  8,  6 

7,  6,  2  9,  4,  2; 
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in  denen  sämmtlicbe  Reihen  mit  Ausnahme  der  (hier  so  ffenannto) 
zweiten  Diagonalreihe  gleiche  Summen^  nämlich  \s  oder  15,  ffeben'. 
Dass  von  den  so  zu  erzielenden  AuflösuDgen  manche,  wie  z.  B.  die 
eben  angefilhrteo,  als  identisch  zu  betrachten  sind,  ist  ein  Anderes 
und  überdiess  augenfällig  genug. 


VI. 

lieber  einen  Satz  von  der  Convergenz  der 

Reihen. 

Aus  einer  Abhandlung  des  Herrn  Professor  C.  J.  Malmsten 

zu  Upsala  in  den  Nov.  Act.  Reg.  Soc.  scientiarum  Upsaiiensis. 

Vol.  XII.  Upsaiiae.  MDCCGXLIV.  p.  255.  mitgetheilt 

von 

dem  Herausgeber. 


In  einer  ,,Note  sur  la  convergence  des  s^ries^*  über- 
schriebenen  sebr  lesenswertben  Abbandlung,  welcbe  in  dem  so  eben 
erschienenen  neuesten  Bande  der  Scbriften  der  Königlichen  Socie- 
tät  der  Wissensebaften  zu  Cpsala  a.  a.  0.  abgedruckt  ist,  hat  Herr 
Professor  C.  J.  Malmsten  zu  Upsala  den  lolgenden  bemerkens- 
werthen  Satz  von  der  Convergenz  der  Reihen  bewiesen: 

Soit  /(a:)  une  fonction  de  a^y  qui,  en  conservant  It 
meme  signe  pour  toutes  valeurs  tres-consid^rables  deyr, 
va  toujours  en  dimiuuant  et  s*^vanouit  pour  ^r  =  oo;  si 


les  9^ries 


Cos  a  ./(l)-+"Cos  2a .  /•(2)+Cos3a  ./(3)+....-H  Cos  im»  ./{»)+ etc. 
Sin  a  ./Cl)-+"Sin  2a  ./(2)+Sin  3a ./(3)+..,.+Sin  na  ./(ii)-*-el€. 

sont  toujours  convergentes  pour  toutes  les  valeurs  dea, 
qui  ne  sont  pas  infiniment  pres  de  0,  2;r,  4;r,  etc. 

Nachdem  Herr  Professor  Malmsten  diesen  Satz  mit  Hülfe  der 
Integralrechnung  gerechtfertigt  b^t^  sagt  er  am  Schlüsse  seiner  Ab- 
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handlung:  A  präsent  nous  allons  doBner  pour  ce  tb^r^e  impor* 
tant  une  d^moDStration  aussi  simple  au'äSmeiitaire ,  qui  pour  cela 
mdme  nous  semble  m^riter  udo  place  aaDsies  Trait^ii  dl^entaires 
des  B^ries.  Diesen  elemeD,tareD  beweis  w^erde  ich  im  Folffenden' 
den  Lesern  des  Archivs  mit  des  Herrn  Verfassers  eigenen  Worten 
mittheilen. 

D^signons  par  Sk  et  S'k  les  sommes  respectives  des  A:  premiers 
termes  des  s^ries 

Cos  «./(!)  +  Cos  2a^2)  +  Cos  3a  ./(3) '-+•....+  Cos  «a./(i»)+  etc. 
Sin  o./(l)  +  Sin  2a./(2)  +  Sin  3a./(3)  +..,.+  Si«  iia./(ii)+  etc. 

il  s'ensuit  que 


Sn^''Sk  =  2  C0S(^  +  f>./(^  +  f) 

^'  '....  (1) 


8'n^^  S'k  =  2  Sin  (^  +  i)a  ./(A:  +  i) 

issi  ■ 

Les  s^ries,  dont  il  s'agit,  sont  donc  convergentes  si  pour  les  va^ 
leurs  infiniment  grandes  de  ^ 

Sn^k'-JSk  et  S'n^  —  STi, 

B^approchent  infiniment  de  z^ro,  quelque  grand'soit  le  nombre  en- 
tier  ny  e^est  a  dire,  si    . 

limjÄW*  — ÄTäJzzsO, 
llm{/8f,H4  — i8fA}=0. 

.  ,A  cause  des  formnies  connues 

Cosa= ^^ , 

^,                  Cos  (g  -t-  3)  —  Co»  («  —  £) 
hin  a  = -2siO • 

OD  pönra  mettre  les  formales  (1)  sous  cette  forme 


S,^  —  «i  =  — i— .  5/(^4-0 1  Sin  {A>^i+i)a  -  Sia(A+i-\)tt\, 
.     2Sin  -|  •-' 


S'»**—»*  = i ^/'(iH-OI  Cos(>H*H)o-CoB(*M-<-4)oj, 

«Sinf-» 

d*^ou,  en  se  rappelant  que 

Sin(>&+f +i)a=Sin  (Jb+i+l)a .  Cos  |---Co8(>H-«+l)a .  Sin  y, 

Co9{Jh+i+i)a:=zCon{Af'^i-hl)a .  Cos  |-f-Sin(^+H-l)«  •  Sio  ^ 
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OD  troD?er»  par  «ae  t^nitioB  BOinrelle 


S^-Si  =  iCotang  ^  .  S/ik+t)  [Siii(Ä+H-l)« -  Sw(iM-l)a) 


—  i^i&+«)  {<^<>s  (^+^+l)a  —  Cos  (i&-h«>i, 

fcsl 

-»»4^-Ä'*==— iCotang^  .5/(*+<){Co8(^4-H-l)a— C<»(*-N)«l 


—  45/lC*+ 0  {Sin  (*+<-*-!)«  — SiB(*+<)o}, 

c'est  a  dire 

*«+»  —  AT*  =      iCotang  -| .  A  —  iA' 
«'»+* - -STiss -iCotang  f .  A'  -  iA 

en  snpposant  ponr  abr^er  les  expreasiona 

A  =  2f(Jb  +  i)\Sm{Jb  +  i+  l)a  —  Sin  (A  -h  •>(, 


Mais  les  quantit^s  ^  et  ^'  peavent  aussi  6tre  mises  sons  cette  forme 


A  ==2^!^jiLsin(^+f+l)ay(^+fVlH 


A'  ==T^i^g^:^^CoB(^-»-f-Fl)a./(^^^ 

4 

d^oü,  ^tant  ^  =  00  et  dans  ce  cas 


on  aura  immddiatemeiit 


A  =  ^  {Sin  (Af+i+l)a  ./{Jk+i+l)  —  Sin  iJh+i)a  ./(Jk+4)\ 


A'  =  :^  iCos(^+#+l)a. /(>&+#+ l)  —  Cos(>fe+f)a./(>&+#)L 

'est  a  dire 

A  =  Sin  (>t+«-|-l)a  ./(Ä+»-»-l)  —  Sin  (i&+l)a  ./(i6+l), 
A'  =  Cos  (A  +  n+ 1)«  ./{A + »-I-.1)  —  Coa  (^H- 1)«  ./(*  -f- 1). 
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Cela  ÜBMty  ai  /(of)  a'^vanoait  pour  les  val^rt  infiniment  grandes 
de  ofj  il  s'ensnit  ^videmment,  que 

A  =  0  et  A'  =  9i 
et  partant,  en  vertu  des  formales  (2), 

Sn^  —  Sk  =  0, 

uoiir  toutes  les  valeurs  d^  a,  qui  ne  s'approchent  infiniment  de  0, 
Ssr,  4n  etc. 

C.  It  F.  D. 


vn. 

*  I 

f 

Note  sur  l'Int^grale  finie  le^y. 

Par 

Monsieur  C.  J.  Malm  st  in, 

Professeur  des  Math^matiques  k  rUniTenit^  d'Upiilda. 

(Aus  den  Novis  Actis  Regiae  Societatis  scientiarum  Upsalienais«    VoL  XIL 
Upsaliae«  1844.  mitgetheil^  vom  Herausgeber.) 


Btant  ff  une  fonction  enti^re  de  o?,  on  sait  bien,  que  Tint^ 
grale  finie 

peut  tonjours  se  trouver  sous  la  forme  finie  par  la  formale  connue 

+  etc.  ....    (1) 
QU  les  coSfficielis  sont  d^termin^s  par  les  ^uations  *) 


*)    Voyes  Lacrois  Traiti  des  Diffir.  et  des  Siries«    Paris.    1800. 
pag.  109. 
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>  I 

etc, 

Le  tout  cffnsiste  k  tronver  une  expression  g^ndrale  pour  calculer 
rnn  quelconque  de  ces  coäfficieDS  iDd^peDdammeDt  des  autres.  En 
effet  uDe  teile  expression  est  deja  trpuv^e  par  Eytelwein  *);  mais, 
qne  je  sache ,  personne  n'a  olraer?^  la  relation  intime  de  ces  coeffi- 
ciens-  anx  d^riv^es  successives  de  la  fonction 


eÄ-r 


C'est  cette  relation  qne  je  vais  faire  coonattre  daos  la  note  pr^ 
sente,  et  qui^  je  crois,  doit  lÄre  d'autant  plus  importante,  quelle 
nons  fournit  un  mojen  ais^  de  d^montrer  rigoureusement  la  for- 
mnle  syvbottqoe 


•*   '     l  r 


«     -  —  1 


y  ^tant  unj^  foiictiQii  ^nti^r«  ,4e  ar. 


i  /.  .  •       ,  -.    ■-.' 


Soit  ff  une  fonction  enti^re  de  a:  de  mieme  d%r^,  et  substi- 
tuons  dans  (1) 

(^-I)^,,(e*-I)^„,(e*-1M.,  (e*-lM4,  etc. 

« 

an  Heu  de 

Jlj  By  Ci  Dy  etc.; 

la  ibrmule  (1)  pourra  6tre  pr^sent^e  sous  cette  forme 


2^  =  8Jih![&»^i),  ....    ß) 

i      ■ .    .1     -  ■— 
oü 


^o=       ' 


*)  Grundlehren  der  hohem  Analysis  yon  J.  A.Bytelwein.  II.  Bd.  $.578. 
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Mais  par  Is  formale  eonnue 

d^oii,  en  substituant  pbur  ^f    - 

OD  condora  ^ 


et,  en  posant  ^0  an  lien  de  y,  ^  *' 

Asssl  '  •  'v  •  •  •  •  A?  . 


■Äs 


SubstitnouB  a  pr^ent  cette  valeur  de  e^^O  daos  (2)^  en  ß^.J^fJjfi' 
lant  que 

on  anra  '  ^ 

ou^  si  Fon  pose  dans  la  4erni^a  soname  i  au  dien  de  #-f-^> 

^     r=o  ^  .  ^  fcdfc        ^    teir(F-M) 

Od  «n  coDclura  tr^  iacilenient,  'foujr  \i  d^teiBiiiiation  des  coeffi- 
ciens  A\ 


'  ■  •  > 


'«M.  •    '■■■'■> 

0  =  ^»(**-l)-»-r#-^r(l) 


et  g^n^alement 


ou 

i^JW — k 


Am  ^?  e^  S 


r{fs^  1) 
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on  enfio 


^-  =  -**rö^-Z15--    W 


En  metlant  m  —  1  a  la  place  de  m,  on  aura 


^m-X  =  ^8 


d'oü,  en  difflärentiaiit  par  npport  ^  h, 

Multiplions  a  präsent  la  formale  (4)  par  m^  et  en  retrancbons  (5); 
nons  aurons  requatioH 

*^-  -  -3!-  -  "^ifx  Tim^i-k)' 
qui)  pour  6tre  satisfaite,  exige  ^videmment  qne 


U,= 


dh 


i  ^tant  nn  nombre  entier.  En  posant  ici  snccesBive  i  —  ly  i  —  % 
^r-3,  etc.  an  lien  de  #,  il  en  r^nltera 


^  — r(«H.i)'  Mf  • 


c'est  a  dire,  en  vertn  de  (3), 


1  ^^.tsTZTil 


« 

Voila  P^nation  trhB  simple,  qui  fait  depeadre  la  d^termination  des 
coefficiens  Jl  de  Texpression  g^n^rale  des  d^riv^es  de  la  fonction 


e*T-T 


Quant  a  la  valeur  de 


'    ^' 


dAß 
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elk  poim  M  traartr  uiaMiateaeDt  per  mk  foraiBle  ^e  bobs 
a?0Bi  aitrefBii  ^esootr^  *),  lavoir 

Zr  =  (—  1)T  .  Si--  l)*-i  a  Z.^ 

tot 

Z.=: 


z^= 

•sA'— —  .(^— 1)'+— -V^^— *y |-.-ä-.^A— SK-Mtc, 

bfauBBl  ici 


Ä»-  ^  ^  tal  (e*  - 1)*» 

M  ib-l  ib— J  it— 2  il-1  ib-2  il-^ 


*)Tln»Mt«  Nora  de  Intm.  Defin.  «te.    UjMaliae.    1813.    Cfr.  Anhiv 
iti  Matfaematik  und  Physik  yod  Gnmert.    uL  Hu  p.  41. 


VlIL 

lieber  das  regnlare  Siebzehneck. 

Nach  einem  Aufsatze   des  Herrn  Ö,  Amiot,   Professeur  clvl 
College  Saint- Louis,  in  den  Nouvelles  Annales  de  Math^mc^- 
t^ues.     Journal   des  candidats  aux  6coles  polytechnique   ^t 
normale,  T€^g6  par  Terquem  et  Gerono.    T.  III.  ~  Paris» 

1844.  p.  271.  fipei  bearbeitet 

von 

dem  Herausgeber. 


^  Wenn  auch  die  '/ölgen^,  auf  die  AqSöBiiBg  von  fünf  qiiadrati 
sehen  Gleichungen  gebrachte"  BerecliBttng^  des  regulären  Siehzehn 
ecks  im  Kreise  nicht  eben  "viel  Neues  enthalt,  so  scheint  dieseih 
doch  deshalb  zu  verdienen»  allgemein  bekannt  und  l|ei'm  Unter — - 
liefite  benutzt  zu  werden ,-  weil  sie  bloss  die  efementarsten  Sätz^ 
der  ebenen  Geometrie  in  Anspruch  nimmt. 

Wenn  in  Taf.  t.  Fig.  3^  der  um  den  Mittelpunkt  0  mit  eitieBi  der-* 
Einheit  ffleichen  Halbmesser  beschriebene  Kreis  von  dem  Punkte  j^ 
atM-iiii  fllehzel»  gleiche  TheHe  eingpetheilt  ist^  und  die  Bogen 

j4B,  AC,  ad,  AE 

respective 

2.    -1    -i    1. 
W  17' .  17'  17 

der  ganzen  Peripherie  betragen;  so  ist  nach  dem  pjthagoräischem^ 
I^hnatze,  wie  auf  der  Stelle  erhellen  wird: 

1  =  i^C»  +  (1  —  VAB^-'^ACyj 
1  =  \AD^'\-{\  —  V  AC^  —  XaI^^Y, 
1  =  ^AE*  Hr  (1  —  VaD^^^AB^Y, 
1  =  \AB^^  (1  —  VAE>^\AB*y ; 

worans  man,  wenn  man  die  Quadrate  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichheitszeichen  gehörig  entwickelt,  leicht  erhält: 
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AD^ 
AB* 


2VAB*—iAC^, 
%\/AC*^\AD*, 

^Vad^^^ae*, 

2\^AE*—iABK 


Man  gelaugt  zu  diesen  GleiciHiDffen  aueh  unmittelbar,  wenn  mau 
sicii  von  den  Punkten  B,  C,  />,  £!  auf  d«n  Durchmesser  AA^  Per- 

'/     peadikel  gefällt  denkt,  weil  man  dann  nach  einem  bekannten  geow 

^'     Metrischen  Satse  die  folgenden  Proportionen  hat: 

2:AB=:ABi)/AB*-^iAC*, 
2:ACzs:AC:  V  AC*  —  \AD*, 
2 :  ADz=::  ADx  VAD^^yiE^, 

2 :  AE-ssL  AB :  V  AB^  —  \AB*. 

^«cht  man  die  obigen  Gleichungen  rational,  so  erhält  man: 

AB^--'kAB*:=i  —  AO, 
AC*  —  AJC*  =  —  AB*, 
AB*^AAB*=z^AB*, 
AE^ —\AB*  ^z-^AB^'y 

^nd  hieraus  ergiebt  sich  weiter: 

AB*  =  2  ±  1/4  —  AC*, 
AC*=%±:\/\—AD\ 
AB*  =  2±:VA^AE*, 

AE*ss2±:yA  —  AB*i 

^o  sich  nun  fragt,  wie  die  Zeichen  zu  nehmen  sind,  was  leicht 
Hnf  folgende  Art  entschieden  werden  kann. 
Weil  nämlich 

^  17  ^  4' 
0-^ 


•r.i. 


1 

T 


4^ 

17  '^" 

8  1 


1 


48 

und  das  Quadrat  der  Sehne  des  vierten  Theils  der  Peripherie  2» 
das  Quadrat  des  Durchmessers  oder  der  Sehne  der  halben  Peripbe- 
rie  4  ist;  so  ist  offenbar 

0<^ZI»<2, 
2<^i^<4; 

und  man  mnss  also  in  den  drei  ersten  der  vier  obigen  Gleichung^ 
das  untere,  in  der  vierten  Gleichung  das  obere  deichen  nehmen, 
d.  h.  man  muss 

^Ä»=2  — V/4  — ^6?», 

^c» = 2 — i;/r=rz5"s 

^Z»»=a— v/4— ^JB», 
oder 

4  — -4/>»  =  2-f-l/4  — ^JS», 

4— ^iPz=a— i/4— ^j&» 

setzen. 

Bezeichnen  wir  nun  die  vier  Sehnen 

Jt^B,  A^C,  A^D,  A^E 

durch  Ui  v^  Wi  a^i  wb  iet  offenbar  nach  dem  pjthagoräischen  Lehr- 
satze 

uz=^V\^AB^, 
v=iV^  —  AC\ 

«p = i/4^=rz5», 

^=1/4  —  ^1^5 

und  wir  haben  daher  nach  dem  Obigen  die  vier  folgenden  Glei- 
chungen: 

«\=2-+-t^, 

1)    (  ^    ' 

,«F»  =  2-1-0?, 

K:     Iar*=is2  — ff. 


.  I 
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Zieht  man  die  dritte  GleicbnDg  Ton  der  enteil,  nod  die  vierte 
GleichoDg-  vod  der  zweiten  ab,  so  erhält  mao : 


»•  —  fp*  =  «^  —  d?. 


r*  — Är'  =  »-f-«^f 


also,  wenn  man  mnltiplicirt  und  dann  aufhebt,  was  sich  aufheben 
lässt: 

2)    (»  — «»)(ff-|-a?)  =  l 
oder 

3)    «f^ -^ r» -H HO?  —  wx'^\. 

Zieht  man  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten,  die  dritte  Glei- 
chung von  der  zweiten,  die  vierte  Gleichung  von  der  dritten,  und 
die  erste  Gleichung  von  der  vierten  ab,  so  erhält  man: 

»•  —  r'  =  r  -—  «^, 
r*  — w'^  -^w  —  a:^ 
w^  —  a?*  =  iiP-f-», 

also,  wenn  man  mnltiplicirt  und  aufhebt,  was  sich  aufheben  lässt: 

4)    («  —  »)(«f-f-«')<f«»-f-^)(a?  —  if)z=  — 1 
oder 

5)    {law  —  ro?  H-  ua:  —  vw)  {uu>  —  va:  +  uv  —  u>a:)  =  1. 

Man  setze  nun 

IX==:  —  i#  +  ^  +  «9  +  «^f 

Qnadrirt  man  die  erste  dieseir  drei  Gleichungen,  so  erhält  man: 

—  2(«t^  —  VW  +  ua:  —  wo:) 
-f-2(t^^  —  uw), 
also,  weil  nach  1) 

ist,  uqd  wegen  der  Gleichung  3)  und  der  zweiten  der  Gleichun- 
gea  ö) : 

7)     X»  — X  — 2F=6. 

Die  Gleichung  5)  kann  man  auf  folgende  Art  darstellen: 

TbeUYI.  4 
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id9p,  weim  man  amltipUcirt: 

Y* — {vp  —  ne^  +  iio?  —  fca:)Y  j 

d.  i.  nach  3) 

Nach  1)  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

u*va:  —  p^uto  -^  ta^p^  -^  j^*mw 
=  u^to  +  p^a:  —  w^u  -|-  a:^p 

'•\- \(P£C  "^  Ufp) 

=  »^  {up  -—  fw^  -f-  »i?  —  fojs) 

+  2( —  «  +  r  4-  MI  -4-  *)  +  4(e^^  —  ««^) 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

8)     F»-h3y-^?X:?^2. 

Quadrirt  man  die  zweite  der  Gleichungen  6),  so  erhSIt  man: 

y*  =  f#*«>*  •+-  p*a:*  —  ^pufjf^ 
d.  i.  . 

y*  =»»«>»  4- r»a?»  H- 2Z. 

Nach  1)  ist  aber,  wie  man  leicht  findet: 

u^w^  +  p^jp^  =  8  H-  2(— «  H-  «4-  «^  +  Ä?) 

+  px  —  uw^ 
d.  i. 

»» V»  H- «»^^'^  «w:  8  4^  2 X  ^  y, 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

y«  =  84-2X4-y4-2Z. 

Weil  nun  aber  nach  8) 

y»=z=2--2X-.3y 

ist,  so  erhält  man  die  Gleichung 

9)    2(X+y)+Z  =  ~3. 

Zwischen  den  Grössen  X,   Y^  Z  hat  man  daher  jetzt  die  drei 
folgenden  Gleichungen: 


X»  — X  — 2r=r6, 

10)  jr»+3r-i-2X=.2, 

2(X-f-y)+Z  =  -3; 

oder 

,X(X-l)  =  2(r+3), 

11)  r(y-i-3)=-2(X-i), 

f  Z  =  — 3  — 2(X4-r). 

Uoltiplicirt  man  die  beiden  ersten  Gleicliungen  in  einander,   so  er* 
bält  man  die  Gleichung 

12)    (Xr4-4)(X-l)(y-|-3)  =  0, 
welche  für 

xy=  — 4,  Xz^i,  y=— 3 

erfnilt  ist.  Für  X  =  1  folgt  aus  der  ersten  und  driften  der  Glei- 
chungen 11)  sogleich  F=  — Sund  Z  =  1.  Für  r=  — 3  folgt 
•as  der  zweiten  und  dritten  derselben  Gleichungen  X  =  1  und 
Z  =  1.  In  beiden  Fällen  wäre  folglich  Z  positiv ,  wus  ungereimt 
ist,  da  nach  dem  Obigen  Z  =  —  fic/tror  nothwendig  eine  negative 
GvrÖsse  sein  muss.     Also  kann  nur 

13)   xy=~4 


io.    Eliminirt  man  aus  dieser  Gleichung  und  aus  der  ersten  der 
Gleichungen  10)  die  Grösse   Yy  so  erhält  man  die  Gleichung 

14)     X»  — X»  — 6X-f-8  =  0, 

^i^d  wenn   man   aus  der  Gleichung  13)  und  der  zweiten  der  Glei- 
^l^UDgen  10)  die  Grösse  X  eliminirt,  so  erhält  man  die  Gleichung 

15)     y«  +  3y>  — 2F— 8  =  0. 

^ine  Wurzel  der  Gleichung  14)  ist  2,   und  eine  Wurzel  der  Glei- 
*  ^JbuDg  15)  ist  —  2.    Dividirt  man  also  die  Functionen  dieser  beiden 
^leicbuogen   respective  durch  X  —  2  und'y+2,   so  erhält  man 
^i«  beiden  folgenden  Gleichungen: 

..  16)    (X— 2)(X»-|-  X  — 4)  =  0 

17)  (yH-2)(y»+ y  — 4)  =  o. 

ttie  Gleichung  16)  ist  für  X  =  2,  und  die  Gleichung  17)  ist  für 
'    V=  — '  2  erfüllt,  welchem  letzteren  Werthc  wegen  der  Gleichung 
IS)  wieder  der  Werth  X  =  2  entspricht.    Nun  ist  aber  offenbar 

•#  <  2,  r  >  |/2,  w  >  V/2, 

^Iso 

-  «  + 1>  -h  «» >  2(1/2  —  1), 

4* 
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d.  i. 

—  e#H-€»  +  «^>2, 

und  folglich  um  so  mehr 

—  «  +  v-l- 0^  + ^  >  2,     . 

d.  i.  X  ^  2.  Also  kann  Dach  dtim  Ohigen  wedor  X  =  2,  Dochn^ 
y  =  —  2  sein,  und  nach  16)  und  17)  haben  wir  diihcr  die  heideik. 
folgenden  Gleichungen: 

18)  X»  +  X  — 4  =  0 
und 

19)  y»+  F— 4  =  0. 

Auch  erhellet  aus  dem  Vorhergehenden  zugleich^  dass  X  positiv, 
folglich  wegen  der  Gleichung  13)  die  Grösse  Y  negativ  ist,  und 
aus  den  Gleichungen  18)  und  19)  ergiebt  sich  daher  jetzt,  dass  X 
und  F  respective  die  positive  und  negative  Wurzel  einer  und  der- 
selben quadratischen  Gleichung,  welche  wir  überhaupt  durch 

20)     6^*+ 6^— 4  =  0 

bezeichnen  wollen,   sind.    Mittelst  der  dritten  der  Gleichungen  11) 
findet  man  leicht  Z  =  —  1. 
Setzen  wir  nun 


(«1 

W  —  f#. 

1 

21) 

|«'i 

= 

v-^rX, 

j^i 

=  — 

'UWy 

■ 

f^i 

= 

va:\ 

so 

baben 

wir 

nach  dem 

Obigei 

a  die 

folgenden  Gleichui 

[Igen: 

. 

/ 

T' 

-^v 

.  =x. 

22) 

\^i 

+  a 
w^^ 

'Nehmen  ^wir    hierzu    noch    die  Gleichung   2)   und   beachten,    dass 
Z  =  —  1   ist ,   so   erhalten  wir  die  beiden  folgenden  Systeme  von 

Gleichungen:  \      ' 

23)    «, -f-»i  =  X,  •#,«^1=— 1 
und 

24)    «^1  -H  ÄTj  =  Ty  w^a:^  =  —  1. 

Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  ergiebt  sich: 

»,*  — Xtf,  — 1=0, 
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und  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt: 

«^,»— y«;,  — 1=0, 
o?,»—  For,  —  1  =  0. 

Weil  nan  e^i  =  r  +  ^  offenbar  positiv,  wegen  der  Gleichung 
Mjl  «iC^i  =  —  1  also  ffi|  negativ  ist,  so  sind  4/,  und  Vi  respective  die 
mb|      negative  und  positive  Wurzel  der  Gleichung 

25)  ^7,*— Ä'i7,  —  1=0. 

I  Weil  4?,  ^=iva:  offenbar  positiv,  wegen  der  Gleichung  w^x^  =  —  1 
also  Wx  negativ  ist,  so  sind  w^  und  jc^  respective  die  negative  und 
pontive  Wurzel  der  Gleichung 

26)  ^7,»- rr, -1=0. 

J      Nach  21)  haben  wir  die  beiden  fblgenden  Systeme  von  Gleichungen: 

27)  w  —  •#  =  «!,  f#i«r=z=  —  tr, 

28)  ^+^  =  6^,,  t^a:  =  a?,. 
Aus  den  beiden  ersten  Gleichungen  ergiebt  sich 

w^  —  •#1«'  +«'i  =0; 

^i^d  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt: 

r*  —  «^,t;  +a:,  =0, 
jp^  —  r,a:-i-a?i  =0. 

^^eil  Wx  negativ  ist,  so  haben  die  Wurzeln  der  Gleichung 

29)  r,»— «,6^,+«^,  =0 

^titg^egengesetzte  Vorzeichen,  und  es  erhellet  aus  dem  Obigen  leicht, 
^auiB  die  negative  und  positive  Wurzel  dieser  Gleichung  respectivcr 
4te  Grössen  — u  und  w  liefern.  Weil  ferner  a:{  positiv  ist,  so  ha- 
Wn  die  Wurzeln  der  Gleichung 

30)  r^»  — e;.^4  +  ^,  =0  - 

Meiclie  Vorzeichen,  und  sind,  weil  auch  e^,  positiv  ist,  beide  po8|- 
MV.  Weil  nun  offenbar  v  "^  a:  ist,  so  erhellet  aus  dem  Obigen, 
daiis  die  grössere  und  kleinere  der  beiden  positiven  Wurzeln  der 
Vorhergehenden  Gleichung  respective  die  beiden  Grössen  v  und  or 
liefern. 

Nach  dem  Vorhergehenden  reducirt  sich  also  die  Berechnunsr 

des   regulären  Siebzehnecks  im  Kreise  auf  die  AuBösung  der  fÜM 

folgenden  quadratischen  Gleichungen: 
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6^i*--Xi7,  — 1  =  0, 

31)     (  £7,'» -,rr7, —1  =  0, 
r,*  —  «,  17,  +  «Tj  =  0, 

Die  positive  und  negative  Wurzel  der  erstes  Gleichung'  liefern  re- 
spective  X  und  Y.  Die  negative  und  positive  Wurzel  der  zweiten 
Gleichung  liefern  ci,  und  e^,.  Die  negative  und  positive  Wurzel 
der  dritten  Gleichung  Hefern  fOi  und  or,.  Die  negative  und  posi- 
tive Wurzel  der  vierten  Gleichung  liefern  —  u  und  w.  Die  grössere 
«nd  kleinere  ^der  heiden  positiven  Wnrz^ln  der  fänften  Gleicikttiiff 
liefern  v  und  a:. 

Die  Grösse  or  ist  die  Seite  des  reguläreii  Viernnddrelssigeckri* 
Die  Seite  des  regulären  Siehzehnecks  ist 

Durch  die  wirkliche  Auflösung  der  ohigen  quadratischen  Gleichun- 
gen erhält  man  nach  Herrn  Amiot: 

X  =1(1^17-1),  y=:--i(l/17-hl); 

«.  =  i  t  l/n  - 1  -  V/(34  -  2\/17)  {, 
t».  =.iil/17-l-M/(34-2l/l7){; 

«>.  =  -.li  p/17 -4- 1  +  1/(34 +  21/17)}. 
o:,  =--111/17  +  1  -  V/(34  +  2\/17)j; 

\/l7— 1— V/(34-2v/17) 
— V/l68+l4j/17-4l/(17a-t«l/17)+16p/(34— 2\/17)] 

\/n—l—y{Zi—2i/{n) 
*"=*  I  +1/168+141/17-41/(17»— 2et/17)+16l/(3«— 2^/17)1  j' 

l      V/n-l+t/($4-2t/17) 
'  1  +J/[68+14V/17+4V/(170-26t/i7>-l«V/(34+.2\/17)J 


■u: 


t/17— l+V/(34— 2|/17) 
*  I  _  t/[68+14\/17+4  V/(170— 2«i/17)-l«V/(M+iV/l7X| 


!• 


Um  aus  den  Gleichungen  31)  eine  Construction  des  regulären 
StebaeliB^cks  ahzuleiten,  wollen  wir  dieselben,  indem  wir,  dfD 
Halbmesaet  immer  der  Einheit  gleich  annehmend, 

l.(— ««',)=i»f*,  l.o?,  =»*, 

d.  I. 

1  :  m^=:m:  —  w^^ 
1  :  /#  =  II  :       a*| 


mm 


S6 

setzen,  zaerst  auf  die  folgfedfle  Form  briDgen: 

I>(l7+l)=s4, 

«^.(t^, --«.)  =  «»% 
In  Taf.  I.  Fig.  4.  nelnnen  wir  nun  2derst 

so  ist,  nach  einem  bekanDten  geometrischen  Satze 


also 


Ö«/'.(Ö6^  —  1)  =  4; 


oder 


(+d£7)t(+^^)  +  l}=4, 
^^ber  ist  nach  dem  Obigen 

^tio  nehme  man 

Ist  nach  demselben  Satze  wie  vorher 


^1 


ao 


^«d 


tder 


^B&d 


1 

J,  ü\  .  (^,  V\  —  X)  =  1 

^,r,  .(^.f/, +  y)  =  i, 

{^A,ü,).\(-A,ü,)-X\  —  \, 
(^A,ü\).\{r\-A,D\)~X\  =  \ 

(-  A,ü,).\{-  A,ü,)  -  Y\:±2\, 
(-!-  A,  £/',) .  |(+  A, «/',)-  y}  =  1. 
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Also  ist  Dach  dem  Obigen 

und 

tOi=  —  -^1  U^y  o?,  ==  H-  -rf,  U'^. 

Nun  construire  man,  wie  ans  der  Figur  ohne  weitere  jßrläuterong 
mit  hiKireichender  Deutlichkeit  ersichtlich  ist,  die  Grössen 


und  nehme 


80  ist 


also 


s=H-^,a»,  «  =  +  ^,S» 


«.- 


oder 


(-  A, ü,)  .  }(-  J, U.)  -f,,\=m', 
(-h  J,  U\)  .\{-\-J,  V\)  -  •.  j  =  «' ; 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

Endlich  nehme  man  .      ^ 

^.3  =  ^,SR,  A,^  —  A,iJ\ 

und  mache  die  Construction  weiter  wie  die  J^igur  zeigt/  so  ist  o^ 
fenbar 


also 


-^.^'4. («'.-■^.^4)  =  ^* 


oder 


und  folglich  nach  dem  Obigen 

v^=zA^ü^y  x^=^A^lJ\, 

Auf  diese  Weise    sind   also  die  Grössen  u^  Vy  w^  x  durch  Cou* 
struction  gefunden,  indem  dieselben  nach  der  Reihe 

A,V,,A,V,,A,V\,A,V\ 
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sind,  uDd  dass  sich  Don  anch  das  reguläre  Siehiehneck  leicht  con- 
stroiren  lässt,  erhellet  auf  der  Stelle,  indem  mau  hloss  A^ß 
^=^,£7,  zu  machen  braucht,  wo  dann  der  Bogen  AB  der  sieb- 
xehote  Theil  der  Peripherie  sein  wird. 

Nach  Panker's  Fundamenten  der  Geometrie.  Fünfter 
bis  Siebenter  Cursus.  Mitau.  1842.  S.43.  ist,  wenn  der  Durch- 
messer der  Einheit  gleich  gesetzt  wird, 

f#  =0,98297309968390 
V  =  0,93247222940435 
«^  =  0,73900891722065 
a:  =  0,09226835946330 

vnd  die  Seite  des  regulären  Siebzehnecks,  ebenfalls  in  Bezug  auf 
4eB  Durchmesser  als  Einheit,  ist 

0,18374951781657. 

In  dem  genannten  vortrefflichen  Buche  findet  man  überhaupt  eine 
grosse  Anzahl  genauer  numerischer  Angaben,  welches  keiner  der 
geringsten  Vorzüge  desselben  ist. 


IX. 

Allgemeines  Kriterium  für  die  Fälle,  in  welchen 

^e  Logarithmen  rationale  Brüche  sind,  nebst 

einer  Methode,  die  letztem  aufzufinden. 

Von 

Herrn  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium  zu  Stralsund. 


VFenn  in  der  Gleichung  d^=:A  gegeben  sind  d  und  y^,  so  ist 
^•ine  Aufffabe^  die  Bedingungen  des  gegenseitigen  Zusammenhangs 
^wiflcheh  ö  und  A  aufzusuchen,  damit  a:  ein  rationaler  Bruch  werde. 
^  ist  eine  positive  ganze  Zahl,  und  6  die  Basis  des  logarith mi- 
schen Systems 4  welches  also  eine  positive  ganze^  die  Einheit  über- 
steigende Zahl  ist.  Rs  heisst  bekanntlich  a:  der  Logarithmus 
voii-  A  in  Bezug  auf  die  Basis  d. 
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BegreifiielierWeisii  kaiitt  bliese  m^ioe  Aafg«be  nni'  ^arcb  die 
Pri&cipicn  der  höhefn  Zahleatheorie  gelöst  werden»  und  wir 
erbblten  äOmit  eiDo  neue  AnwenduDg  dieset  sckönen  Zwei|^ei  der 
Mathematik.  Die  Methode  der  Betrachton^^  wird  zu^leiek  ein  Mit«^ 
tel  an  die  Band  geben,  die  Logarithneii)  falls  sie  radodaU  Brüche 
sind,  auf  eine  siemlicb  ernfacbe  Art,  oh&e  Hülfe  der  böbera  Ana- 
lysis,  ganz  genau  aufzufinden. 

ASS 

Der  Bedingung  der  Aufgabe  gemäss  setze  ich  o;  =  — i  und 

nehme,  wozu  ich  berechtigt  bin,  an,  dass  dieser  Bruch  auf  seine 
kleinste  Benennung  gebracht  sei>  oder  die  ganzen  Zahlen  m  und 
n  relative  Primzahlen  seien. 

1.    Nun  sei  zuvörderst  iß'^A,    Da  l^z=,A^^  60  wird  m  klei- 

ner  als  n^  qder  —  ein  ächter  Brucb  sein.   Weil  letztere  Gleichung 

erfordert,  dass  h^  durch  A  theilbar  ist|  so  können  A  uikd  b  niokt 
relative  Primzahlen  sein,  sondern  müssen  ein,  grösstes  gemeinschaft- 
liches (von  der  Einheit  vertehiedcnes)  Maass  0  haben,  so  dass 
d  =  &o^y  und  Ai=i&Ai  gesetzt  werden  kann^  und  (6,  zu  A^  re- 
lative Prinzabi  ist.  Hierdurch  gebt  obige  Gleichung  iltirer  in  bj** 
isz  @n-OT^^i».  ETs  muss  als«  Wieder  ^1«  dnreh  ^,  theilbar  sela^ 
da  aber  Ai  zu  ^^  relative  Primzahl,  so  kaim  ^,  Mr  die' IKnlKiril 
sein,  und  dann  ist  ^  =  @,  also  b=zAb^, 

Die  Gleichung  b^z=iA**^  in  welcher  ö'^A^  kann  also  nur 
dann  in  ganzen  Zahlen  aufgelöst  werden,  wenn  b  durch  A  ohne 
Rest  tbeilpar  ist. 

Die  Gleichung  b^^  =i^9'*^«*A^*^  geht  durch  die  Substitutionen 
von  ^,  =  1  und  A:=@  über  in  ^1»»  =  ^«^»»,  Ist  also  b^  nocb 
grösser  als  Ay  so  darf  auf  diese  Gleichung  derselbe  Schluss,  wie 
auf  die  ursprüngliche  angewandt  werden,  nämlicb  es  muss  von 
Neuem  ^,  durch  A  theilbar  sein,  und  wenn  dieses  ist,  so  kommf^ 
es  auf  die  Gleichung  ^,^  =  ^'*— ^^  an,  indem  b^zizAb^  gesetzt; 
worden. 

Ist  b^  aidi  noch  'gr5flB6r  als  ^^  so  tiUSi  ^s  dureh  A  theilbar 
seifli  und  wenn  demnach  b^zszAb^  gesetzt  wird,  so  ist  za  lösen, 
die  Gleichnnjr  b^^m^A"-'^. 

Diese  8€il%sM  dürfen  so  ktige  fartgeseeil  -WttUiXj  ab  Ü^  neue 
Wurzel  noch  grösser  als  A  ist. 

Trifft  es  sich  also,  dass  eine  beliebige  Wurzel  bu—t'^A^  und 
nicht  durch  A  theilbar  ist,  so  kann  die  ursprüngliche  Gleichung 
b«*  =  A^  in  ganzen  Zahlen  nicht  auflösbar  sein. 

Kommt  man  aber  durch  die  fortgesetzte  Division,  wie  sie  oben 
angedeutet  ist,  eadlich  auf  den  Quotienten  1^  in  welchem  Falle  b 
eine   genaue  Potenz  von  A  zzz,  A^  ist,  so  wird  ^  =z=  ^^<",  also 

da  mm 

A^zzziA^^y  nz=zkm^  folglich  ^=— ,  und  —  eine  ganze  Zahl; 
da  aber  m  im  n  prim,  so  kann  m  nur  1  sein,  ^  =  ii,  also  b^ziA^^ 

oder  it**  ss^A»   Findet  man  also,  dast  die  Basis  b  eine  vollitändiffe 

m 

Foteirs.  von  A,  e.  B.  z±c  A^'  ist,  \to  wird  die  Gleiehnng  b^  :szA 
atets  mai  mir  aufgelöst  durch  1»=:^  und  «9  =£3^1.   Z.  B.  125z=c5', 
1  •  , 

also  125"»  =5. 


Kommt  man  tödlich  auf  eiD'ifeo  Quotiao tenV  der  kleioer  mis  A 
Zs  B.  bz=iAf^,bk^  wo  bk^A^  so  hat  Mau/oach  dam  Obigau 
^leichuDg  zu  geoügeo: 

j  A^bhs  SO  la^eo  sich  alle  vorigen  Schlüsse  auf  diese 
.iiUDg   voD  Neuem    unwendenj   wenn    mao  nur  A  mit  b  ver* 
.«uscht. 

Nämlich  ist  A  gar  nicht  durch  bk  ohne  Rest  theilhar ,  so  kann 
die  Gleichung  in  ganzen  Zahlen  nicht  aufgelost  werden.    Ist  aber^ 

durch  bk  tbeilbar,   so  sei  Ij,  die  höchste  Potenz  von  bk^  welche  in' 

A  aufgeht;  ist  der  Quotient  1,  so  genügen  unserer  urspriinglicheo 
Gleichung  ganze  Zahlen,  ist  der  Quotient  grosser  als  bk^  so  ist 
die  Gleichung   unlösbar,    ist   er   endlich    kleiner   als   bk^    oder   A 

=z  b^Ai^  wo  Ai'^bky  so  hat  man  der  Gleichung  zu  genügen: 

und  da  jetzt  bk^  A^y  so  werden  auf  diese  Gleichung  wieder  die 
vorigen  Scblüsse  angewandt. 

Demnach  haben  wir  folgende  Reihe  von  Gleichungen: 


(a) 


6    : 

=  A''bk 

A  : 

-l\Ax 

l>k 

<". 

'^l 

^b'^A^ 

'>»■■ 

=  < 

lü  denselben  \^,bk^Ak^  A^^H^  ^/*"<^A  "•  ■•  w.  Soll  also 
unsere  obige  Gleichung  >in  ganzen  Zahlen  auflösbar  sein,  so  muss 
der  zweite  Factor  auf  der  Rechten  endlich  die  Einheit  wei*denj  wel* 
ehes  mit  bia  gescheheit  ist. 

Jedoch  rolgt  aus  unserer  Analyse  noch  nicht,  dass  die  Glei- 
ehifligeii  (a)  wirltUdi  ausreichend  sind,  um  behaupten  zu  dürfeft^ 

an 

dass  die  Gleichung  b^  ^=iA  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  sei.  Dass 
dies  sich  aber  wirklich  so  verhalte,  ersieht  man  aus  den  allgemei- 
nen Ausdrücken  für  m  und  hy  die  ich  aus  obigen  Relationen  auf 
anf  folgende  Weise  herleitet 

1.    Substituirt  man  den  Werth  von  A  in  der  zweiten  Relatiob 
in  die  erste,  und«  setzt  der  Kürze  halber 

so  entsteht 

b^b\'J. 

kl 


'  2.    Substituirt  man  den  Wertb  von  6k  auft  der  dritten  Relais  od 
in  diese  Glerchung,  so  wird,  für 

3.  Substitnirt  man  in  diese  Gleichung  den  Werft  von  üdi  gm.  m 
der  vierten  Relation,  so/wird,  für 

6  =  r^^\ 

4.  Substitnirt  man  in  diese  Gleichung;  den  Werth  von  6^  mmJ» 
der  fünften  Relation,  so  wird,  für 

Gebt  man  nicht  von  der  ersten  Relation  aus,  sondern  von  der  zw^  ^' 
ten,  so  erhält  man  ganz  ebenso 

wenn  nach  und  nach  gesetzt  wird: 

Setzen  wir  nun   die  für  b  und.  j4  gefundenen  Werthe  in  di®  Glei  --^ 
chung  l^  =  -^"j  so  erbalten  wir  -^^*  =  -«^    ,  also  m(Oi  =  n^iT^ 

—  = — ,  folglich  «»=:co',  ii  =  ci>j. 

Umgekehrt  werden  für  m  und  n  diese  Werthe  angenommen, 
Bo  ist  bm  =  ^7S  An  =  ^f ,   oder  b^  =  <^S  ^«  =  ^^«', 

folglich  i«»  =  ^», 

Zugleich  ergiebt  sich,    dass  nur  die  einzigen  Werthe  von  «f 

m 

=:  cü'  und  j»  =  Ctf^  der  Gleichung  b^  :=z  A  genügen;  denn  dm.«» 
und  n  relative  Primzahlen  sein  sollen,  so  können  für  n$  und  n 
nicht  Vielfache  von  cü'  und  ai,  angenommen  werden» 

Ist  u^^^,  so  braucht  man  nur  A  mit  b  zn  vertauschen ,  und 
alle  vorhergehenden  Schlüsse  behalten  ihre  Kraft. 

Nehmen    wir  nun  Alles  Vorhergeliende  zusammen,   so  ergiebt 
sieb  folgendes  Resultat: 

Um  zu  prüfen^  ob  die  Gleichung 

m 

b^  =A, 

in  welcher  ^^^  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  ist,   oder  nicht,  di* 
\idire  man  mit  der  höchsten  Potenz  von  ^  in  ^,  mit  der  höchsten 


Potenz  des  Quotienten  d^  in  j^j  mit  der,  liö^cbsten  Poteni  des^  «emn 
Quotienten  uii  in  6k  u.  ■.  w. 

Geht  die.  Division  einmal  nicbt^aaf,  so  ist  obige  Gleicbnng'  in 
glänzen  Zahlen  nicht  auflösbar;  kommt  man  aber  endlich  auf  den 
Quotienten  1,  so  ist  sie  auflösbar,  und  nachdem  ^,  X,  f»,  v,  co  durch 
die  Relationen  (a)  bestimmt  sind,  werden  die  Zahlen  m,  n  durch 
folgende  zwei  Reihen  recurrirend  bestimmt: 

rhl     /^i^  +  ^=/*i  r^     U>+i=A*' 

Bei  dem  ersten  Anblick  erkennt  man  äbrigens  sogleich,  dass  diese 
Relationen  denen  ganz  ähnlich  sind,  durch  welcue  die  Partialwer- 
the  eines  endlichen  Kettenbruchs  bestimmt  werden. 

Nimmt  man   nämlich  zu  den  vorhergehenden  Gleichungen  noch 
die  ^=  1,  1  =  1,  80  folgt,  dass 


1      V 

(L    jL 

k'  A,' 

i"i'    ^x 

s  Kettenbruch 

• 

iS 

fit            1 

n         it+1 

A  +  l 

•k 

/*+i 

sipd. 

Es  ist  ferner  bekannt,  dass  der  mittelst  dieser  Kette  berechnete 

Bruch  schon  immer  in  den  kleinsten  Zahlen  ausgedrückt  ist. 

fit 
Verwandelt   man    also    einen   beliebigen    ächten   Bruch    —   in 

einen  Kettenbruch,  so  duss  k^  ^9/^»  ^9  ^  ^>®  durch  die  Division 

entstandenen  Quotienten  sitad,  und  bestimmt  den  Werth  A  von  b"^ 
(wo  d  eine  willkührliche  positive  ganze ,  die  Einheit  übersteigende 
Zahl),  so  lassen  sich  stets  die  in  (a)  dargestellten  Gleichungen 
bilden. 

Ich  heschliesse  diese  Abhandlung  mit  ein  Paar  Beispielen. 
.  1)  Es  ist  zu  untersuchen,  ob  der  Logarithmus  von  243  für  die 
Basis  6561  ein  rationaler  Bruch  ist,  oder  nicht,  und  im  ersteren 
Falle  fordert  man  seinen  Werth. 

Hier  ist  ^  =  6561,  A  =  243.    Nacb  den  Gleichungen  (a)  bat 
man 

A  =  l,    Ai  =  %   ,. 
-'  >=2,    Ai^=l] 


folglich 

Ä,  =1.1  +  1=2,  V  =  l. 

/li,  =2.l4?l  =  3,  /i*'  =  2, 

n  =3.2  +  2  =  8,  «i  =  5; 

daher  6561^  =  243,  und  *  =log  243  (Kasis  6561). 

2)    Ist  der  Logarithmus  von  5  für  die  Basis  10  ein  rationaler 
Bruch  oder  nicht? 

Hier  ist  2  =  10,  ^z=:5,  also 

X  =  \,     5  =2.^x- 

Da  aber  Jli  keine  ganze  Zahl  ist,  so  kann  log  5  (Basis  10)  kein 
rationaler  Bruch  sein. 


X. 

Ueber  Systeme  Ton  Linsengläsern. 

Von 

dem  Herausgeber. 


§1. 

Ib  der  im  «weiten  Theile  dieser  Zeitschrift  ahgedradctea  Ab^ 
kandlimg  No.  XV«  habe  ich  eine  strenge  und,  so  Tiel  es  die  Natiir' 
de«  Gegenstandes  sul&sst,  allgeMeine,  nasentlick  «ach  die  Dick# 
der  Gläser  gehörig  berücksichtigende  Entwickelung  der  FonaeliP 
m«  geben  versucht ,  durch  welche,  nach  den  älteren  TerdieastlicIieiP 
Arbeiten  von  Cotes^  Euler  und  Lagranre  über  diesen  iultres-i' 
santen  Gegenstand,  in  neuerer  Zeit  Toa  Mehreren  an^reBeichneCe» 
Iktheaiatikemi  naaientlich  von  Piola»  Mohias,  Bessel,  Clav» 
sen  und  Gauss^  die  Haunteigenschaftea  der  SjsteMe  Toa  Unaea- 
gläsern  vorsiiglicb   aiit  Hülfe   der  Kettenhruche  *  dargestellt  worden 
sind»    Nach  weiteren  rntersurhuasrea  ttber  diesea  wiehtigen  Theil 
der  Optik  hin  ich  eher  jetsi  der  li^eiaaag,  dass  sich  die  erwilinten 
merkwürdigt'n  Ausdrucke  auf  eine  einfachere  und  elegaatere  Fona 
bringen  lassen^  welche  iasbesoadere  dadurch  sich  rar  der  älterem 
Form  austetchnet«  dass  die  Aaaabl  4er  Glieder  der  betrefcMk^ 
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Kettenbrüche  eine  weit  geringere  ist  als  bei  jener,  wodurch  denn« 
-wie  es  mir  wenigstens  scheint,  zugleich  auch  bewirkt  wird,  dass 
sich  die  allgemeinen  Gesetze,  id«nen  jejes  beliebige  Linsensystem 
unterworfen  ist,  noch  deutlieher  und  bestimmter  als  hei  der  frühe- 
ren Darstellungsweise  herausstellfn.  ^  Diese  neuen  von  mir  aufge- 
fundenen Formeln  werde  ich  daher  zum  Gegenstände  des  vorlie- 
genden, an  meine  frühere  oben  erwähnte  Abhandlung  insofern  sich 
anschliessenden  Aufsatzes  machen ,  als  ich  in  demselben  vqu  den 
nämlichen  Fundameotalformeln  wie  dort,  welche  natürlich  jeder 
derartigen  Cntersucbung  zur  Grundlage  dienen  müssen,  ausgehen 
i¥erde,  ohne  diese  Formeln  jetzt  von  Neuem  zu^  entwickeln. 


Die  am  Ende  des  vorhergehenden  Paragraphen  erwähnten  Grund- 
formeln  sind,  mit  Beibehaltung  aller  in  der  früheren  Abhandlung 
eingeführten  Bezeichnungen,  die  Tbl.  ]|.  S.  159.  nnd  Tbl.  11. 
S.  162.  gefundenen  'Formeln  58,  und  68.,  nämlich  die  Gleichungen 

V 

und 

Um  aber  die  durch  die  in  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen 
vorkommenden  doppelten  Zeichen  berbeigenibrte  Unbequemlichkeit, 
welche  namentlich  bei  dem  vorliegenden  Gegenstande  nicht  unbe- 
trächtlich ist,  zu  vermeiden,  ist  in  §.  11.  t^er  mehr  erwähnten  Ab- 
hafidlung  eine  Abänderung  def  Bezeichnung  vorgeliommcn  worden, 
über  welche  man  das  zum  Verständnisse  des  Folgenden  /Nöthige 
dort  selbst  nachsehen  muss.  Dieser  Abänderung  der  Bezeichnung 
zufolge  mn^ss  man  in  den  beiden  obigen  Gleichungen  für 

jiMiaebdem  Alan  in  der  ersten  d^' beiden  in  Rede  siebenden  Glei- 
chang^en  die  oberen  ode^  unteren  Zeichen  nimmt,  respective 

oijsr  ■      , 

setzen,  wodurch,  wie  man  leicht  findet,  die  beiden  obigen  Gleicbun* 
gen  die  folgende  ganz  jallgemein  gültige  Gestalt  erhalten: 

«  i-*-J:-K-!)(i+i)«=f(^+=ii)(i+=irTi) 
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und 


g    _^-*-(^-l)'t 


2)    f  = 


^*  l^.(„-.l)^ 


Dies  sind  die  Formeln,  von  denen  wir  im  Folgenden  anseris 
Ausloaf  nehmen  werden. 


§.3. 

Bezeichnen  wir  die  Werthe,  welche  p^  p^  erhaltcfta,  wenn  re-> 
spective  /?, ,  p  unendlich  werden,  respective  durch  /*,  f^\  so  ist 
wegen  der  Gleichung  1) 

0 

^  j_r         ^\(^   j-    ^^— ^    n  — 1/1   _.   «--1\ 
/•^       ^*'"        ^        ^  "^  -^        '"'^ 

Zieht  man  jede  dieser  heiden  Gleichungen  von  der  Gleichung  1 ) 
ah,  so  erhält  man  die  heiden  folgenden  Gleichungen: 

J_        J 1^ 

P         Pi       f 

j^/'i.     1  n  —  V      1  ,       n  —  X      \ ff  — 1      V\ 

n\p  '  py^  Ri     *  p  M     '  pi         Äi     *  //* 

p       pi     A 

jD/l^     1     .    18  —  1      1      .    n^l      1        ft  — 1      1\ 

~  n\p'p,'*'    R,    '  p  "*'"ir>,  ""iT'-Z'J 

oder 

n  '  p  '  Pi 

^  L  L 

'      n  '  p  '  p^ 

^  Äj        n''  p  ^^^  R        n  'pi       ^  R        «  /i 

Nun  ist  aber  nach  3),  wie  man  leicht  findet: 
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^_ /    /. 

Iglich 

J 1^ 

*         R     '   n   ~  J^     1  _  J^    JL^-  /• 

Ä,  •  7     Ä  •  / 

J 1^ 

1       ^— ^     ^  ig,       ig  1 

igt/         i«  Vi 

* 

WAS  diese  Ausdrücke  in  einen  jeden  der  beiden  obigen  Aus- 
e  Ton 

1^  erEält  man  die  Gleichung 

9 

irdcher  sich  ferner  ohne  Schwierigkeit  die  folgenden  Formeln 
«n: 

1       '«-.')(Tf-g:)(A-?:)7 


») 


l/»  = 


«) 


*Vl. 


I  *    • 

'-  ♦ 
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oder  auch 

P  = ' — -pr — TT ^ ^-/> 

Px  = TT r-v fi ; 

(»-^i)(i-i;)(p-^) 

woraus  man  «ferner  ohne  Schwierig*keit 

8)    \ 

also 

i.  — i. 

erhäU. 

Weil  nun  nach  3) 

w— I    CT  — 1     />       ,        i\^l   _.     In 
1        ~Ti~~Kr '  -^  —  t»  —  *J  V.-^  H-  ^^ 

/7= — ' — ,  n^i  /> — :" — 

ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 


(1 3jr-.— Kl — 3f7-ir> 
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1-4- 


2.—  * 

/  r, 


i4  folglich 

10)     |l+ f     f\.   ^\ff. 


(«'-i)(i-i:) 


-Ä~  • -ST  •  "5^ ""  ^*  ~  ^  ^  if  "*"  ÄiJ 

»  dasB  also  nach  9)  auch 

11)  ip^f)[p^-f,) 


ji»_l    /«  — 1     D        ■ 


TT '  irt  7r-^**-^\i{^x-j 

1  '  » 

ler 

in  —  1    w  — 1     D       f        ,v/^l     .     »M-« 


f.  4. 


Nach  2)  ist 


1*0 


l  +  (»-l)-| 
^.'      i-».(«^i)^        . 

^•~l  +  («-l)^+(*-l)2i^* 

Uttelit  der  im  yorliefgeheDden  Paragraphen  gefiindenen  Formeln 
pgiebt  lioli  aber  ghoe  Schwierigkeit 

5* 


n 


und  folgltcb,  wenn  der  Kürze  wegen 


13)    K= ^  „      , 


gesetzt  wird: 


U)    -2.= 


Nach  11)  ist  nnn 


d.  ],.  nach  13)  v 

15)  (p-/)(p,-A)={^y>  . 

und  folglich 

Führt  man  diesen  Ausdruck  von  p^ — f^  in  die  Gleichung  14] 
und  heht  auf,  was  sich  aufhehen  lässt,  so  erhält  man 

y  _(n-l)(p-/) 

Verbindet  man  nun  aber  hiermit  die  Citeichnng  15),  so  erhält 
fiir  -^  die  beiden  folgenden  Ausdrücke: 


iTiCiei 


Die  Grosse 

KRR, iWJ^^ 
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hsiiigi  nur  von  der  Grösse  n,  den  beiden  Halbmessern  des  Glases 
und  der  Dicke  desselben  ab,  und  soll  im  Folgenden,  weil  sie  für 
jedes  Glas  offenbar  cbarakteristisch  ist,  der  ATodalas^)  desselben 
genannt  und  durcb  M  bezeicbnet  werden,  so  dass  also  nacb  dem 
Vorhergehenden 

17)    M= ^^ — i- 

(„_l)(Ä-t.Ä. -=—-*/>) 


Und 


s«  wie 


18)  (p-/)(p,-A)=JU\ 


19)    ±=E^--E^, 

9i  U  Px—fx 


also  äueh,  wie  hieraus  leicht  folgt: 


20)    (iV^^ZvJ 


ist. 

Den  Modnlus  kann  man  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken : 


21)    M=: 


oder  * 

22)    i|f=j(«_l)(^H-^)_-g-.-g-.-J-i. 

D 

Eliminirt  man  die  Grösse  —  mittelst  der  aus  dem  vorbergebenden 

Paragraphen  bekannten  Formel 

JL^JL 

^ /      /»  . 

n    ~  .        ^.(V_      1        Jl.    ±^ 

so  erhält  man 

23)  ^=^iriji^    R^     "iTTi 


*)  Dieser  Ton  mir  hier  eingeführte  Begriff  des  Modulus  einer  Linse  scheint 
mir  für  die  ^anze  opüsdie  Theorie  nicht  unwichtig  su  sein. 
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oder  / 

Aucb  ergiebt  sich  aus  9)  und  18)  für  das  Quadrat  des  Sfödotus  tfit- 
mittelbar  der  folgeqde  Ausdruck: 

25)    Ü#»=1H ^,/'     ,J/A. 


(--«(i-s;) 


Will  man  bei  der  Berechnung  des  Modulus  bloss  jD^  fj  A.^^  ^®" 
kannte  Grössen  ansehen,  so  muss  mfin  aus  diesen  Grössen  die  Halb- 
messer /2  und  /2,    berechnen,  was  auf  folgende  Art,  freilich  nur 
mit  Hülfe  einer  quadratischen  GleichUDg,  geächehen  kann. 
Nach' dem  Obigen  ist 


/ 
also 


1.1        ,1.1.1 


V 

Bestimmt  man  aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  die  Grösse 

aus  der  zweiten  die  Grösse 

Und  fühlt  die  erhaltenen  Ausdrücke  in  die  zweite  der  GleichtingCin 
3^  ein ,  so  erhält  man  nach  einigen  liUfaten  Rodtedoneft  die  mtU 
chnng: 


R    J         K"       n  •  fr  H' 

R 

1         \          D       1      , 

t 

—                   1 

/ 

und  durch  Auflösung  dieser  quadratiseheii  Glelthttng  ergiebt  gich 
ohne  Schwierigkeit: 

Bestimmt  AM  nun  mittolat  diMes  Ausdnieki  ton 
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ff  •  "ä" 

Bad  der  ersUn  der  beiden  GfoiohuBgeD , '  voi^  denen  wir  oben  aus« 
g^gsngnn  sind,  nucb  die  Grösse 

so  erhält  man  %ar  Bestimmung  der  Halbmesser  R  und  tt^^  über- 
liaupt  die  beiden  folgenden  Ausdrücke,  in  denen  die  obern  und  un- 
tern Zeichen  sich  auf  einander  bezieben: 


D     «—1        -        ,      B      1  1,,.    1/,    ,    hn^ffx^ 


«der^  wenn  wir  der  KBvze  wegen 


^=i,4i.±l/r+^ 


tetten,  die  beiden  Ansdrücke: 

*'>     «       Ä     —  *      /'      «       Ä.    —  *     /.♦ 
oder 

'     R        n  —  l'  fD  '     Ä.        «  — 1*/,/»' 
oder  _ 

Auch  erhellet  am  der  vorhergehenden  Entwickeliing ,  dass  bei  je-  . 
dem  Linsenglase 


oder 


*  +  ^>®'   '5^.+ *(#)'>  ® 


H^)»^-^. 


sein  mnss. 

In  dem  Folgenden  werden  wir  nun  immer  den  Modulns  eines 
jeden  in  einem  Systeme  von  Linsengläsern  vorkommenden  Glases 
als  bekannt  annehmen,  wozu  wir  berechtigt  sind,  da  derselbe  mit- 
telst der  im  Vorhergehenden  entwickelten  Formeln  jederieit  ttlnie 
Schwierigkeit  berechnet  werden  kann. 
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§.5. 

t 

Indem   wir  jetzt  zu  der  Betrachtung  eines  durch  ein  System 
iroa  Linsengläsern  von  der  gewöhnlichen  hekannten  Beschaffenheit 

Sehenden  Strahls  •  ühergehen ,  führen  wir  luvörderst  die  folgenden 
ezeichnungen  ein. 

•  Die  Anzahl  der  das  System  hildenden  Gläser  sei  i,  und  die  im 
Vorhergehenden  durch  p,  g\  fi,,  7,;  fyfi  hezeichneten  Grössen 
sollen  für  die  einzelnen  Gläser  des  Systems  vom  Isten  his  zum  «ten 
jetzt  durch 

;,a),  yd);  ;,.(!), >/l)./(l),/,(l)5 
;,»),   yd).;,,»),   ^,(t>;/(t),/,(t); 

n.  s.  w. 

bezeichnet  werden.   Die  Moduli  der  einzelnen  Gläser  nach  der  Reihe 
vom  Isten  his  zum  «ten  mögen 

MD,  Mm,  MW,  m*)y  ....  MO 

sein,  und  die  sämmtlich  als  positiv  hetrachteten  Entfernungen  der 
, einzelnen  Gläser   von    einander,  welche  von  der  hinteren   Fläche 
eines  jeden  Glases  bis  zu  der  vordem  Fläche  des  nächst  folgenden 
Glases  gerechnet  werden,  wollen  wir  nach  der  Reihe  durch 

^1),    JE^2),   ^8),  £(4)^  ....  jB(i-1) 

bezeichnen,  wo  wir  dann   die  folgenden  ganz  allgemein  gültigen 
Gleichungen  haben  *^): 

p^O)  +pii)  =z  —  £M),' 
30)     {;,,(») +;5>(4)=  —  JBr»), 

U.   8.   W. 

Nach  18)  ist  nun  überhaupt 

und  nach  30)  haben  wir  die  Gleichung 

p  ^(*-i)  ^  pik)  ^^  -.  ^*-i), 

aus  der  sich  leicht  die  Gleichung 

pik)^yXk)  _  _  jEtA-i)  — /,  (i-i)  — /t*)  —  (;ii(*-J)  — /,(*-!)), 


*)  Man  vergl.  Tbl.  IL  S.  178. 
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oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 
k      setsen^  die  Gleicbaog 

ergiebt    Daher  haben  wir  nach  dem  Obigen  die  Gleichung 

ao8  welcher  sich  ferner  leicht  die  Gleichung 

82)    ^.(*-i)_/.(^i)  =  _iV(*-i)_-J^^, 

ergpicbt 

Setzen  wir  jetzt  analog  mit  dem  Vorhergehenden 

1 3^(2)  =  ^(2)  -j-Z'jW  H-/(»), 
33)     (  ATCt)  =  JKO)  -f./j  (t)  4-/(4), 

n.  6.  w. 
iir(t-i)=£?[i-i)  -f-y,  Ci^D+ytO ; 

die  Grössen 

A'Cl),  iV7Ö),  iVC»),  iVC4),  ....  ^(»-D 

natürlich  eben  so  'wie  die  Moduli  der  einzelnen  Gläser  als  ffegebeiie 
p^f&sseii  zu  betrachten  bind;  so  haben  wir  nach  31)  und  18)  die 
^*^'genden<  Gleichungen : 

_       (MO)» 

f  n     v^f-n—       (M«-i))« 

^>*^"""^»^'   "  —  ""  Mt-2) H- (;9,(«-2)  -/,(«-«))* 

,^,      ^r_^i  (M«'-«))^ 


;,,(2)«y;u)=- 


u.  s.  w. 

(M2))^ 


Ar(i)^(;,,(i)-/,0)y 


1^4  nach  18)  und  32)  haben  wir  auf  ähnliche  Weise  die  folgenden 


?4  , 

u.  s.  w. 

„   («-2)  _-  /•  («-2)  =  -«  A^(t-2^  — C^^'^^^) 

•      •  •      •  . 

Aus   diesen   beiden  Systemen  von  uleicbungen  ejfgeben  sicn  aber 
unmittelbar  die  beiden  folgenden  Rettenbrüclie : 

34)    p^^f^^^j^^^^ 


W-8)— 


tmd 

35)     ;>(1)— /(ir= ,^^2)^» 


^(Ij  ^/(D 


^^  (il/(8))» 


iV(2)  — 


ÄW  — 


(iir(«~i))y 


Aucb  ist 


PiW-/,(«r 


(ira))» 


'/ti)-t.|>(j) 
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nnd 

35»)  /(»)  -pii)  =  ——, 

^"' (JfW)» 


AW 


mn— 


/.w-P.w 


Jeder  dieser  beiden  KißtteDbrfiche  bestebt  aus  ^,  d.  b.  gerade  aw 
eben  so  vielen  Gliedern,  als  das  System  Linsen  enthält.  Zar  Ent- 
wickelung  derselben  ist  nur  die  Berechnung  der  Hoduli 

Jfcfa),  jfcfC«),  ifO),  JUH),  ....  3ti0 
der  einzelnen  Linsen,  und  der  oben  durch 

Ati),  Mn,  A*m,  Jf<^, ....  m*-» 

bezeichneten,  von  den  Entfernungen  der  einzelnen  Linsen  von  ein* 
ander  abhängenden  Grössen '  erforderlich,  welche,  wie  wir  aus  dem 
Vorhergehenden  wissen,  keiner  Schwierigkeit  unterliegt 

Bezeichnen  wir  bei  unserem  ans  i  Linsen  hestehenden  Systeme 
die  Wertbe,  welche  die  Grössen  /^xCO,  )»(D  erbalten,  wenn  respective 
/»O),  0.(0  unendlich  werden,  respective  durch  /^i^O,  JFtO^  so  ist 
nach  34)  und  95)  offenbar 

36)    ^.CO-/.(0  =  -Ä^^^^^^^, 


/V(^^) 


M^^)— 


iV(i) 


und 


^^   ^  (üfW)* 


JW-f 


Smr: 


wo  jeder  Kettenbruch  nur  aus  i — 1  Gliedern  besteht 
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§.  «. 

Für  ein  Glas  ist  offenbar ^ 

und  daher  nacb  18) 

38)    {piD  —  FCD)  {p,0)  —  F,(i))  =  (ilfO))». 

Für  ein  aus  zwei  Gläsern  bestehendes  System  ist  nach  dem  vorher- 
gehenden Paragraphen 

und 

Aus  der  ersten,  dritten  und  vierten  Gleichung  folgt: 


;,0)—/a)  •      ^     iV(l}      •;3(l)— /(l) 

;,(!)  — /(« 

und   eben   so   ergiebt  sich   aus    der  zweiten,   dritten  und  vierten 
Gleichung: 

rn       ^a)  —     -VC^C^)-/«))     _  F(?)  -fW 


_  *F(2)  — /(l)  _    (ir(2)  —/CD)  fa,  (2)  — /,(2)) 

Also  hat  man  jetzt  die  beiden  folgenden  Gleichnngen: 
aus  denen  sich  durch  Division  .  . 


> 
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/^,(a)  — /,(8)  p(\)  -^  FCt) 

^  j  (2)  —  J^^  (2)   jP(2)  — /(l) 

«der    ^ 

40)    (pO)  —  /^))  (;, ,  (2)  —  F,  W)  =  (/(»  —  /'(a))  (/,  ö)  —  F,<^) ) 

ergiebt.     Weil  nun  aber  nacb  dem  Obigen  offenbar 

ist,  80  ist  aucb 

Ao8  38)  und  41)  siebt  man,  dass  für  ein  Glas  das  Proüuct 
Ar  ein-  System  von  zwei  Gläsern  das  ganz  äbnlicbe  Product 

(^(1)  —  /^(2))  (p  ^  (2)  _  JF^  (2)) 

einem  constanten  Quadrate  gleicb  ist,  und  es  fragt  sieb  nun,  ob 
dieser  allerdings  sebr  merkwürdige  Satz  allgemein  für  jedes  belie- 
bigpe  Linsensystem  als  gültig  betraebtet  werden  kann. 

Um  bierüber  zu  einer  bestimmten  Entscbeidung  zu  gelangen, 
sollen  wir  den  Satz  für  ein  System  von  i — 1  Gläsern  uls  gültig 
^ü^hmen,  und  untersucben,  ob  derselbe  dann  aucb  immer  für  ein 
^y^tem  von  i  Gläsern  gültig  sein  rouss.  Denken  wir  uns  nun  einen 
^(i*ikbl  dnrcb  alle  i  Gläser  bindurcb  gebend,  so  ist  nacb  der  Vor- 
^ii^aetzung,  wenn  fi(<— ^)  eine  gewisse  constante  Grösse  bezeicbnet: 

42)    (;»a)  —  /P(i-i))  0?, 0-1)  —  F, ('-D)  =  (ftC«-i))3, 

-«ttfl  für  das  letzte  ite  Glas  ist  nacb  18) 

43)    {piO  -/(O)  (;,,(0  -/,(0)  =  (ilf  (0)«, 

«iei-,  weil  nacb  30) 

piö  =  —  JSi'-n  —  Pi^'"^^ 
ists^ 

44)    (E(^i)  +  p.ii-n  +/«)  (p^''^—fi^''^)  =  —  {MiOy. 

•^K^flt  man  jetzt  ;7,(0  unendlicb  werden,  so  gebt  ii(i)  in  ^0  und 
.  P^O  in  /(O,  also,  weil  nach  30) 

;i,  («-«  =  —  JECi^i)  —  p(t) 

!■*»  f^iC^J)  in  —  jEt—D— /(O  über,  und  ans  der  Gleicbung  4Ä)  er- 
Wit  man  daber,  weil  die  Grösse  JtO'^O  constant  ist,  die  Gleichung: 

45)    (JPCO  — /X•:-.l))(^rf-l)^-./'^(^l)  +/(0)  =  — (RO-i))». 


> 
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I 

Lässt  man  aber  p(^)  unendlich  werden,  «o  geben  Qffen\»ar  p^i^ 
und  ;?i(0  in  J^jC«— i)  und  F^iO  über,  und  aus  der  Gleichung  4 
erhält  man  daher,  weil  die  Grösse  iü/CO  constant  ist,  die  Gleichung 

46)    (iB('-i)  ■+.  F,0-O  --H/W)  {jF.iO  •-/» (0) sc  —  (if  W)». 

Aus  den  Gleichungen  42)  und  45)  erhält  man: 

und  aus  den  Gleichungen  44)  und  46)  ergiebt  sich: 

„  CO  —  ^  Ol  (MO)» 

r.  (0_  y.  (0  (M'^)' 

■^  •         -^ '     ~  £(»-!)  -I-  F,  (^1)  -»,/(«r 
Also  ist,  wie  man  durch  SubtracMpn  leicht,  l^dat: 


'»' 


Pi^^  —  ^  1^   —  (Ä(^-i) H-;i>, (^1)^/(0) (i?(^i) ^.i?',C^i)+/T5)) ^^'  ^ 
woraus  sieh  durch  Multiplication  auf  der  Stelle 

47)  (;>»)-fco)(;,.(o-^,(0)=  U.c^^;ycf^^^c.,r> 

I 

oder,  weil  nach  33) 

ist, 

48)    (;,(i)-FCO)(;,.(0-F,CO)=  Uc^o/^7(!^W.(^i)r 
»■  > 

ergiebt. 

Hieraus  siebt  man,  dass  der  Satz,^  von  welchem  oben  die  Re< 
gewesen  ist,  für  ein  ans  t  Linsen  bestehendes  System  giU,  we« 
er  fiir  ein  aus  i  —  1  Linsen  bestehendes  System  gilt,  und  dah« 
allgemein  güUig  ist,  weil  er  «^ben  für  «ine  Linse  und  ein  tius  zw 
Linsen  bestehendes  System  schon  als  richtig  erkannt  worden  ist. 

Zoj^eich  hat  si^h  bei  der  Torhergehenden  Betrachtung,  wen 
allgemein 

49)    (;i(0-^JF'(0)(;,^(0^iP,(0)5=(«(0)» 
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gesetzt  wird,  die  bemerkeDSwertbe  Relatiou 

ÖUJ     KW  —  ^(.-D^yr^  (,-1)^/(0  —  Ad-Dlf-^iC'-i)— /,C»-i) 

ergeben,   mit  deren  Hülfe  wir  nun   einen   independenten  Ausdruck 
der  Grösse  R^O  aufzufinden  versucben  wollen. 
Bei  dieser  UntersudAing  wollen  wir 

^^l    ^^"^^     ^^^     (3f(»-i))» 


iV(«-2)  — 


•     (Mm)* 


und  zugleicb 


^9.     S^o)         1      S(^>  _N0) 


setzen,  d.  h.  Zäbirr  und  Nenner  des  dem  Kettenbruclie  auf  der 
v^cLten  Seite  des  Gleichheitszeichens  dei»  Gleichung  51)  ffleichen 
gemeinen  Bruchs  durch  3^'^  und  92(0  bezeichnen,  und 

3(0)  =  1,  31(0)  =  0;  30)  =  A(0,  gfjd)  =  1 

•tttseo. 

Weil  wegen  der  Gleichung  51)  offenbar 

8(0  _,,..,  ,^...,  91(^1)  _  mo .  8(>->)  -  (MO)» .  m^i) 
m  =  ^^^ ""  (^^ ^^  •  S(^-=ö  ~ pw) 

^^»  so  haben  wir  die  beiden  folgenden  Relationen: 

i  3(0  =  JV(0 . 3('-i)  _  (i/CO)»  .  SR(.-i), 

.        liß(0rÄ3(.--l); 

]^^1cbe  wegen  der  Gleichungen  52)  offenbar  auch  noch  für  #  =  1  und 
•=52s2  gelten. 

Weil  nun  nach  38)  und  41)  offenbar 

^t:>  10  ist  Dach  52) 


^W  ^  Sc)  ' 


W«U  nach  36) 


JV(^«+iPtC^^)— /,C«-W  =  JV(i^l)  — 


d.  I.  nach  51)  • 

ist,  80  ist  nadh  50) 

*     = P=i) ' 

und  folglich,  weil  Dach  der  zweiten  der  Relationen  53) 


ist: 


Also  ist 


^  §(0        ~      S^')     ' 

u.  s.  w. 
und  folglich  allgemein 

54)   ft(o= ^^ — , 

oder  wegen  der  zweiten  der  Gleichungen  53): 

31  a)M2)3f (»)M« ....  31  (0 


55)    ft(0  = 


9^(0 


81 

Naeh  49)  ist  aho 

•     56)    0K.)_^.D)(;,/O-/'.(O)=|^i«^^^^^^::iii^Y 

oder 

Mi)M2)3f(«)M4) . . . .  ilf (0 )  » 


57)    (pii)  —  /TCO)  (;,,(0  -  Fl«)  =  j 


Wo 


Die  Grössen  3^^^^  ^"^  ^^'-^  köonen  nach  den  nus  der  Theorie  der 
Kettenbriiche  bekannteD  Regeln  immer  heicht  berechnet  werden. 


Ifacb  19)  hat  man  die  folgenden  Gleichungeu: 

yd)   _  yd)  >-/(i)  _        MD 

y,(i)  ~      MD       ~;?i(D-/,(D' 

y(a)   y(2)  — /(2)  jtf(a) 

y i(2)   ~        ilf(2)         ~  ;> » (2)  — /, (2)' 
y(t)    y(t)  — /(t)   _  M3) 

yjO)  ~      Miß)       — ;?,CD— /,(t)' 

U.    8.   W. 

I 

*"*    denen^sich,  weil  offenbar 

^j(D  =  y(2),   y,(2)=^3),   y^ö)  — y(4),....y^(^-D  =  /iO 

''^9   durch  Multiplication  auf  der  Stelle  die  beiden  Gleichungen 

^\    ^—  (;?(D-/(D)(M^J -/(2)) (?(») -/d)) . . ..»(0-/(0) 

^^-^     f  1  (0  ~  MDJfCJ) Jf («)iir(i) ....  Mö 

5^^      «(D MDM2)M»)A/('<J ....  MO 

*     ^  —  (p,ii)  -./,(D)  (;>i(2)  -/,(*))  (p,C»)-/,Wj-...(;>,CO-./^0>) 

'^S«bcB,  woraus  dann  ferner  such 

«0\   /  yti)  ^» _       (yC)  -/O))  0»w  -/W)  »w  -/O)) . ...  (p(0  -/CO) 

*  l.yT^''  "■(?.« -/.(ö)(p.(« -/■(«)ö».(« -/,w)....0».w-/,c) 
fclgt 
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Wenn  man  nuii  eioige  der  Grössen 

u.  s.  w. 

vom  Anfange  an  mit  Hülfe  der  Gleicbungen  18)  and  36)  entwitkeft 
und  durcb  /^CO  — ^(i)  ausdrückt,  wobei  man  am  Leicbtesten  recbnet, 
wenn  man  jedes  dieser- Producte  fdr  sieb,  unabbängig  von  den  vor- 
bergebeoden,  und  mit  der  Multiplieation  der  einzelnen  Factoren.  in 
einander  von  Hinten  anfangend,  entwickelt;  so  bemerkt  man  sehr 
bald  das  allgemeine  Gesetz^  dass  sich  das  Product 

darcb  einen  Ausdruck  von  der  Form 
wo  G(.0  und  ff(^0  zwei  bloss  vqn 

Jifo),  ü/(2), ....  jifo-i).  ^(1)^  jvm^ ....  A7(«-i) 

abhängende  Grössen  bezeichnen,  darstellen  lässt 

Um  die  allgemeine  Richtigkeit  dieses  durcb  Induction  gefunde- 
nen Gesetzes  zu  prüfen,  wollen  wir  untersuchen,  ob  dasselbe  unter 
der  Voraussetzung,  dass  es  bis  i  —  1  gültig  sei,  auch  immer  bis  # 
gelten  müsse.     Der  Annahme  zufolge  ist  also   , 

(Px^'^  -/^'^ )  (i»i(^>  -/i^^) )  bi^*^  -/i(«) ....  0^.^'-«  -/,(«-2)) 
_.    ..^     (m\)m^)Mm .... if(»-2))» 

und 

*   ■  .--■•■ 

jfblgliöb,  tvie  sieb  hteraus  durcb  EHviston  ergiebt: 
Num  ist  dber'naeb  1^1) 

-,  w  -  /^  (0  -  -  - <^^'2)! 


8^ 

und  folglich  mittelst  des  Vorhergehenden  nach  gehöriger  Substitn« 
tioD,  wenn  wir  der  Kürze  wegen    , 

setzen: 

Alio  ist  nach  dem  Obigen,  wie  man  durch  Mpltiplication  dieser 
deiebung  mit  der  zweiten  der  beiden  Gleichungen,  von  denen  wir 
musgegangen  sind,  sogleich  findet: 

C2)  {p,w  -/,a)) (p\oy -/,(2)) (p^iz)  _/, (t)) .... ^p^io -/,(0) 
—  ^""^^  •     6?(o-*-/r(O09a)— /(!))    » 

und  die  Allgemeinheit  des  bemerkten  Gesetzes  ist  folfflich  hierdurch 
oflhnbar  bewiesen.  Zugleich  haben  wir  die  in  den  Gleichungen  61) 
ausgesprochenen  Gesetze  der  Abhängigkeit  der  Grössen 

ÖCi),  fir(2),  0(3),  cr(4),  . . . ,  fir(0 

md 

Ä(i),  Ä(2),  J5f (»),  jsrt^, ....  /r(o 

^oa  «ioander  entdeckt. 

AuB  den  Gleichungen  59)  und  62)  ei^iebt  sich  nun  aber  so« 

•      e^\  l21_/    iv-i     gco+/r(oo>(i) -./(!)) 
^  ^1  (0  ~  ^"^  ^      üKDiif (2)M»)Är(4) ....  jfor 

Kacli  dem  Torhergehenden  ist,  wie  man  leicht  findet: 

©(il>  :;=  C(2J  iVÖ)  —  OCi)  (ü#(»))»; 
e(4)  =  Cd)  JV»)  -.  crc«  (Jf  («)», 
e(5)  =  C(4)  iV(^  —  C(»)  (Jf  (4))»  , 

U.   8.   W. 

wi4     ' 


S4 

jyo)  s=  1, 

iSf«)  =  iSTWACO  —  Ar»)  (üf  (»))», 

U.   8.  W. 

Setzt  man  nun  ttberbanpt 

•  _  (MO)' 

und  ausserdem  zugleich 

65)    3i(^>  =  0,  K,0)==1; 

so  ist  nach  einem  allgemein  bekannten  Satze  von  den  Kette 
chen: 

3.0) =0,. 

3.c»)=(3fO))», 

3> =3,(»)iV(ä()— 3.o)(j/o(»)», 

3i'»=3/«-y<<>— 3.«(^(*)% 

n.  1.  w. 
und 

91.0)  =  1, 
91.0»  =  A'0), 

SR.O)  =  91.(2)  i»^0)  —  9l.0)(Ä(»)», 

91.W  =  9l.(»)i»^(»  — «,C»)(ilf(»))», 

gi,{«) = 9l,«)ivw  -  «,<»(i¥M))», 

u.  s.  w. 

Vergleicht  man  dies  mit  dem  Vorherrelienden,  so  erviebt  sie 
der  Stelle 

G(0  =  3,M,  Ä(0  =  9l.W; 


85 

also  nach  63) 

mittelst  welcher  Formel   sich    das  Verbältniss  -^^  berechnen  und 

anch  beurtheilen  lässt,  oh  ^0)  und  ^jCO  gleiche  oder  ungleiche  Vor- 
zeichen hahen. 

f.  8. 

Nach  42)  und  45),  und  nach  43)  und  46)  haheo  wir  die  beiden 
folgendeii  Gfeichungen: 

und 

(;,(0-/(0)(^,(0-/.(0) 

=  _  (/p^  (0  -/^  (0)  .(£;ii^-i)  +  /^,  ii-i)  +/(0), 

od^r  die  beiden  Proportionen: 

pi\)  _  i?\^i) :  —  (E^i-i)  If-  /^,  (^1)  ^-/(0) 
=  i?\0  —  /XiH-i) .  p  ^  0-1)  ^  p^  (^1) 

und 

^  ^  (0  —  /;  (0 :  —  {Ei^D  +  F,  C^-D  +/«) 

aus  denen  sich  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Proportionen 
die  beiden  folgenden  Proportionen  ergeben: 

^0)  ^  /Xi^i) :  —  (£?C»-i) '+  F.iHi)  +f(0) 
= piii  —  F(0   :  —  {Eii-D  +  p  I  C«-i)  +/^'^) 
und 

Weil  nun  aber  nach  30) 

'^r-D  ^-  p  ^  (^J)  =  —  ;,(0,   ^1-1)  4-  ;|(0  =  —  ;i ,  ('-D 

i>t,  so  werden  die  beiden  vorhergehenden  Proportionen: 

,  >Ki)— lf\i^i):-.(^i^i)^-/',(^i)^-/(0)=;j(i)--/XO:^OJ— /(O, 

^d  führen  durch  Division  zu  der  Proportion 


* 
woraus  sieh  die  Gleichung 

ergiebt.    Daher  hat  mau  jetzt  die  folgenden  Gleichungen: 

yd)  —  FOX  yd)  -^  i^Ct^ri)         p(0  ^/(o 

pH)  —  /?ti^g)     __     y(i)  ^  /ry-^D^      ^^  — /O^ 

u.  s.  w. 


pO)  —  jpg)   


yd)  ^/(i) 


Multiplicirt  man  nun  auf  beiden  ISeiten  der  Gleichheitszeichen^  und 
hebt  auf,  was  sich  aufbebeB  lässt,  «o  eijiftU  inan: 

pCi)  -.  F(0 
p^iO^FiiO 

_  (yd)  ~/d))  (;p(2)  -,/(t^)  (y(8)  ^ßß})  ..., (p(«1  ^/t«0) 

~  (;«>id)-/t(l))  (;?,(2)-/,(2))  (;>j(»)-/,W)  ....  O»i(0  -/,W)' 

Also  ist  nach  60)  •     ,  . 


ft7v  (9^Y—  y^'J-^^ 


87 


XI. 

BemerkoDgen  zu  zwei  Abhandhingen  in  diesem 

Archiv  in  Betreff  der  Steinersehen  Sätze  über 

die  conisehen  Sechsecke  und  Sechsseite. 

VOD 

Herrn  A.  Göpel 

zu  Berlin. 


,     Im   dritten   Bande   des   Archivs   beweist   Herr   Dr.  Schlömilch 
^uigfe  Sätze   über  die  conischen  Sechsecke  und  Sechsseite,  welche 
^^rr  Adams  im  dritten  Hefte  des  fünften  Bandes  wieder  aufnimmt; 
^Mein  es  scheint  mir^  als  hätten  beide  den  Inhalt  dieser  Sätze  ver- 
^iiDDt.   Je  mehr  die  mathematischen  Wissenschaften  in  den  neuesten 
^€iten  materiell  an  Umfang  gewinnen,  um  desto  dringender  wird 
^Hch  die  Pflicht  des  Mathematikers,  den  gewonnenen  Stoff  in  eine 
übersichtliche  Ordnung  zu  bringen  und  das  Zusammengehörige  an- 
einanderzureihen.    Aus  dieser  Rücksicht  wird  es. den  Lesern  des 
'^rcbivs  vielleicht  nicht  unwillkommen  sein,  noch  einen  andern  Ge- 
sichtspunkt für  die  fraglichen  Sätze  kennen  zu  lernen.   Es  sind  die 
folgenden. 

Ist  er  Lehrsatz.    „In  einem  conischen  Sechseck  ABCDEF 
'^^ird  jede  der  drei  Hauptdiagonalen  AD^  BE^  CF  von  den  beiden 
^icht  anliegenden  Seiten  des  Sechsecks  in  zwei  neuen  Punkten  ge- 
chnitten,  so  dass  man  zusammen  sechs  neue  Punkte  M\  ß/\  /"; 
^"s  JV"  P"  erhält.    Von  diesen  sechs  Punkten  liegen  die  ersten 
^^ei,  nämlich  M\\N\  jP,  auf  einer  Geraden,  und  die  drei  andern 
"\  N"^  jP"  auf  einer  andern  Geraden." 
Beweis.    Die  Punkte 

jir,  r    sind  die  Durchschnittspunkte    \  ^rk    ni>t  den     \  ^^ 
^  \  der  Hauptdiagonalen  \^"     Seiten      j^^ 

Jr  /  \  BE  \  CD 

sind  folglich  die  Durchschnittspunkte  der  gegenfib erHegen« 
^  %B  Seiten  4es  conischen  Sechsecks 

ADCFEB. 

^«Iglich  (Pnacalscher  Satz)  liegen  sie  in  einer  Geraden. 
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Ebenso  siDd^^ilie  Punkte 

M*"  l      ^  iCF       ^  l  DE 

j^f,  \    die  Durclischnitte  der  \  jr\    mit  den     1  ^^ 
j        Hauptdiaffonalen        )  Seiten      1^^ 

Sie.  Bind  folglich  die  Darcbschnicte  der  gegenüberliegenden  Seitoo 
des  conischen  Secbsecks 

AFCBED, 

folglich  liegen  sie  ebenfalls  auf  einer  Geraden. 

Aus  dieser  Darstellung  ersiebt  man,  dass  der  aufgestellte  S|its 
nicht  einmal  eine  Folgerung  aus  dem  Pascalschen  Satz;  sondern  le- 
diglich der  Pascalsche  Satz  sellist  ist. 

Ein  ähnliches  gilt  von  dem 

Illten  Lehrsatze,  welcher  der  polare  Gecrensatz  des  vorigen 
ist  und  den  ich  hier  nicht  zu  wiederholen  brauche.  Er  ist  ledig- 
lich der  Brianchou^sche  Lehrsatz  vom  conischen  Sechsseit 

Um  nun  zu  dem 
.   Uten  Lehrsatze  nebst  seinem  polaren  Gegensatz  zu  kommen, 
wollen  wir  nach  Herrn  Plückers  Vorgange  allgemein  das  conische 
Sechseck 

ABCDEF 

durch  das  Schema 

.   A  C  E 

BD  F 

■  ■• 

auffassen,  so.  dass  alsd  z..  B.  das  conische  Sechseck    , 

ADiCFEB 

durch  das  Schema 

ACE 
DFB 

dargestellt  wird.  —  W^nn  wir  jetzt  noch  die  Gegenseiten  des  vr» 
sprünglich    gegebenen    conischeu  Sechsecks    nnp  verbinden ,   so 

erbalten  wir  drei  Durchschnittspunkte  M^N^P^  welche  nach  Pascal 
wieder  auf  einer  Geraden  liegen.  Nun  lautet  der  Zweite  Lehrsatz 
dahin,  dass  die  drei  Geraden  MNP,  M'N'P'  und  M"A"P'  sich  jn 
einem  Punkte  schneiden.  Mit  Benutzung  des  obigen  Schemas  wer- 
den wir  ihn  daher  folgendermassen  aussprechen  können. 

Die  Pascalschen  Linien  der  drei  conischen  Sechsecke 

ACE  ACE  ACE 

BDF  DFB  FBD 

I 

schneiden  sieh  in  efnem  Punkt. 
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In  dieser  Fassoog  erkennt  man  sogleich,  data  dieser  8ats  einen 

geringen  Thei(  von  dem  Steinerschen  8atae  über  das  conische 
echseclc  ausmacht,  welchen  dieser  Gelehrte  in  dem  Anhange  %u 
seiner  „Entwickelang  der  Abhängigkeit^*  gegeben,  aber  schon  viel 
£riiher  im  (wenn  ich  nicht  irre)  loten  Bande  der  Annalen  von  Ger-, 
^onne*)  bekannt  gemacht  hat  Herr  Plücker  hat  ihn  vor  langer  Zeit 
im  5ten  Bande  des  Crelle'schen  Journals  bewiesen  und  derjenige 
Theil  seines  Beweises,  welcher  auf  den  obigen  Uten  Lehrsatz  De^ 
aug  hat,  stimmt  ganz  mit  dem  von  Herrn  Adams  dafür  gegebenen 
Hberein. 

Der  IVte  nnd  Vte  Lehrsatz  sind  wieder  nichts  weiter,  als  der 
Pascalsche  und  Brianchonsthe  Lehrsatz.  Der  erstere  läuft  z.  B. 
darauf  hinaus,  dass  der  Durchschnittspunkt  der  beiden  Gegenseiten 
uiB  und  DE  zur  Bestimmung  der  Pascalschen  Linie  des  Sechsecks 

ACE 
BDF 

und  auch  znr  Bestimmung  der  Pascalschen  Linie 

A  CD 
B  E  F 

dient,  was  ohne  weiteres  aus  dem  Schema .  ersichtlich  ist.  Man 
kann  hinzufügen,  dass  er  auch  auf  den  Pascalschen  Linien  von 

A  FE        ^    A  F  D 

und 
B  DC  B  E  C 

liegt.  Zu  denl  Vten  Satze  bemerkt  Herr  Adams,  dass  er  sich  auch 
direct  aus  dem  Brianchonschen  Satze  ableiten  lasse.  Er  ist,  wie 
ich  an  seinem  reciproken  Satze  (IT.)  gezeigt  habe,  lediglichder 
BrianchoDSche  Satz  selbst. 

Um  den  Ltoern  des  Archivs  die  Mühe  des  Nachschlagens  zu 
ersparen ,  will  ich  noch  den  Steinerschen  Satz  über  das  Sechseck 
wiederholen,  ans  welchem  man  sich  dann  durch  polare  üekertragang 
den  über  das  Sechssei t  bilden  kann. 

„Das  vollständige  St^chseck  hat  15  Seiten.  Diese  15  Seiten 
schneiden  sich  ausserdem  noch  in  45  Punkten.  Ist  nun  das  Sechs« 
eck  einem  Kegelschnitte  eingeschrieben,  so  liegen  diese  4«%  PunJ^te 
zu  dreien  auf  geraden  Linien  und  ^war  dergestalt,  dass  jeder  die- 
ser Punkte  vier  solchen  Geradeto  zugleich  angehört.  Die  Anzahl 
dieser  Geraden  ist  daher  60;  und  sie  sind  die  Pascalschen  Linien 
zu -den  60. einfachen  Sechsecken,  welche  man  erhält,  wenn  man  die 
Ecken  des  vollständigen  Sechsecks  in  allen  ihren  möglichen  ver- 
schiedenen 60  Reihefolgen  nimmt.  Diese  60  Pascalschen  Linien 
'  schneiden  sieh  zu  dreien  in  einem  Punkte,  so  dass  man  20  solcher 
Punkte  erhält.  Diesie  20  Punkte  liefen  zu  vieren  auf  geraden  Li- 
nien^ nnd  zwar  dergestalt,  dass  jeder  dieser  Punkte  drei  solchen 
Geraden  zugleich  angehört  und'  die  Anzahl  dieser  Geraden  daher 
15  ist." 


•)  T.  J^Vni.  p.  S9». 


M 
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Welche  Relatien  diese  15  Geraden  so  einander  haben,  hat  Her: 
Steiner  bis  jetst  unerörtert  gelassen,  und  diese  Frage  ist  es  nu 
nech,  welche  ihrer  Erledigung  entgegensieht. 


xn. 

Einige  Bemerkungen  ttber  die  Rectification 
und  Quadratur  des  Kreises; 

Nach  einem  Aufsatze  des  Herrn  E.  Catalan  in  den/Nouvelles 
Annales  de  Math^matiques.    Journal  des  candidats  aux  Coo- 
les polytechnique  et  normale,  r^dig^  par  Terquem  et  Gerono. 
T.  I.  Paris«  1642.  p.  190.  frei  bearbeitet 


von  ' 


dem  Herausgeber. 


Wenn  wir  die  Flächen  eines  in  und  eines  um  einen  Kreis  be- 
schriehanen  regulären  Vieiecks  vimi  2^m  Seiten  respectifie. durch  , 

Fk  md  F'i 

bezeichnen,  so  haben  wir  nach  einem  allg^ipein  bekii^ilten  Satze 
die  beiden  folgenden  C^leichungen: 

aus  denen  durch  Division 

folgt. 

Aus  der  zweiten  der  Gleichungen  1)  erhält  nan: 
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Fo-^F,' 


a.  s.  w. 


n4  folglicb,  wenn  man  multiplicirt  und  aufhebt,  was  sich  aufhe- 
keiliiit: 

m\    ip, 9h v»  F^FxF^....Fk^\ 

9j   ^k—^r  MFo-Hi^t)(F,+F,)(/;4.F,)....(Ä.i+/^)- 

.  Ifiltiplicirt  man  die  Gleichungen  2)  und  3)  in  einander,  so  erhält 


A      /Kf^U  QA^lX^     _^-=^ F^F^F^.n.nFk^l 

8«tit  man  Uer  k  —  1  für  k^  so  ergiebt  'sich : 

M    IV,      \t 91—217^  F^F^F^  ,,,,F%^2 

aj  1^4-1)   —^^  ^iFo+F,)(F,+F^){P^+F,)....(F)k-^^Fiirr 
Diriflirt  man  nun  4)  durch  5),  so  kommt: 

V|i  Man  auch  leicht  in  Worten  aussprechen  kann. 

Man  kann  diese  Gleichung  aber  auch  auf  folgende  Art  aus- 
AAeken: 

lad  hieims  ergiebt  sich,  wenn  mau 

8)    F,  =  l 
Mtat,  femer  die  Gleichung: 


Jk^2 


*)  Sollte  sich  nicht  eine  Slinliolie  bemerkenswerthe  Relation  bloaa  i wi- 
schen den  Flächenräumen  der  um  den  Kreis  beschriebenen  regulären 
Vielecke  finden  lassen? 


Steiner  bii  jetit  BoeHMtert  gcIsMea,  Bai  4ieac  Ffar 
»•cb,  weicke  ihrer  ErMigaa^  etgege>ricfct- 


./■ 


^,f  lierecke  ans,  and  setieo 
,^^r  dei  Kreises  als  Ein- 


Einige  Bemeikr      /;  r- =*''•=  *»^* 
Dod  O 

Nach  einem  A-  .  :^#^  *'  =^  P^'  ^  ~  '^^^ 

i^''"*iIfaS  '  **  "■'^*  ""^  GldchDiig  9)  nbcrlwnpt  die  f»l 

fear  i/(2  + 1/(2  + 1/(2  H-  V/2))), 

£s  V/(2  +  V/(2  H-  \/(2  +  \/(2  +  V/2)))), 

0.  s.  w. 

_;^,,t  BiaD  nun  aber  die  Grössen  auf  der  recbten  Seite  der 
9'1'^^Samchtv  der  Kürze  wegen  nach  der  Reihe  durch 

/.(2),/,(2),/,(2),/«(2),  ....; 
jft,  wie  man  leicht  findet: 

g,=i/,(2j/,(2), 

g.=i/.(2)/,(2)/.(2), 

8,  =  i/.(2)/,(2)/.(2)/.(2), 

g.  =i/,(2)/,(2)/,(2)/,(2)/.{2), 

U.  8.  W. 


-i-lich  nach  8),  wenn  wir  der  Riirte  wegen 

//',=25),(2), 
V,  =  2y,(2)9,(«), 
..•.=29,,(2)y,(2)9,(2), 
if.  =  2y.(2)y.(2)p.(2)y.(2), 
F.  =  2sp.(2)9),(2)5,,(2)y.(2)y,(2), 
^.  s.  w. 

Bezeicbnen  wir  die  GrSnze,  welcher  Fk  sich  nähert,   wenn  k 
Unendliche  wächst,  durch  F^^  so  ist  bekanntlich,  wenn  n  wie 
wohnlich  die  halbe  Peripherie  des  Kreises  bezeichnet: 

14)    n  =  F^. 

eichnen  wir  also  die  Gränze,  welcher  das  Product 

fl 

9>.(2)y,(2)9(>.(2)9>.(2) . . .  •  9>*(2) 
1  nähert,  wenn  k  in^s  Unendliche  wächst,  durch 

9.(«)«>,(2)9l>.(2)9'.(2) .  • . V-(»); 
ist  nach  13) 

15)    iar=5p.(2)y,(2)sp,(2)y,(2)....»,(2). 
cht  fibenengfl  man  sich  nun  von  der  Richtigkeit  der  Relation 

2 

der  sich  ferner  nach  12)  sogleich  die  Relation 

1 


SP*(2)  = 


]/  riNtziö) 


ieht.    Nun  ist  aber  nach  12) 


/o\         2    1    n 

5Pl(2)  =  ,y^  —yyl.—  ^^^  T- 


1/2  ~\/^ 
10  ist 
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Setzt  man  iagegeu  * 

10)    Fk  =  2^i, 
*so  erhält  111911 

Geben  wir  vom  eiDgeschriebeneD  reffuläreD  Vierecke  aus,  und 
folglich  it  =  4,  so  ist,  wenn  der  Halbmesser  des  Kreises  a1 
heit  aDgenommen  wird,  offenbar 

Fo=%   /^o  =  4; 

also  nach  der  erstell  der  Gleicbangen  1): 

{F,y  =  F^r^  =  8,  F.  =  2V/2. 
Folglich  ist  nach  8) 

und  man  erhält  also  mit  Hälfe  der  Gleichung  9)  überhaupt  < 
genden  Ausdrucke: 


|a  =  1/(2 +1/2), 

|i  =  V/(2-l-l/(2-»-V/2)), 


I*  =  V/(2  -I-  \/(2  + 1/(2  + 1/2))), 

.       |i = V/(2 + V/(2  -I-  \/(2 +1/(2  -I-  \/2)))), 

u.  s.  w. 

Bezeichnet  man  nun  aber  die  Grössen  auf  der  rechten  Se: 
Gleichheitszeichen  der  Kürze  wegen  nach  der  Reihe  durch 

/i(2),/.(2),/.(2),A(2),  ,...; 
80  ist,  wie  man  leicht  findet: 

8,=:i/.(2), 

g,={/.(2)/.(2)/.(2). 
8.s=i/,(2)/.(«)/.(2)/.(2), 

«.  =i/i(«)/.(«)/.(«)/«(2)/.(«), 

u,  1.  w. 
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und  folglich  nach  8),  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


setzen  t 


13) 


12)  ^,=,,(2) 


'F,  =29),(2), 

F,  =  2y,(2)9,(2), 

.F,=29,,(2)y,(2)9,(2), 

/'.==2y,(2)y.(2)9,.(2)9P.(2). 
/».  =  25,.(2)y,{2)9p.(2)y.(2)9..(2), 

^.  s.  w. 


Bezeichnen  wir  die  GrKnze,  welcher  Fk  sich  nähert,  wenn  k 
in'i  Unendliche  wächst,  durch  F^^  so  ist  bekanntlich,  wenn  n  wie 
gewöhnlich  die  halbe  Peripherie  des  Kreises  bezeichnet: 

14)    n  =  F^. 

Bezeichnen  wir  also  die  Gränze,  welcher  das  Product     ^ 

y.W  J'.(2)9P.(2)SP«(2) . . . .  SP*(«) 

«ch  nähert,  wenn  k  in^s  Unendliche  wächst,  durch 

f 

9.{2)9>.(2)9'.(2)»'.(*) .  • .  •  V-(»); 
w  iit  nach  13) 

15)    j7r  =  y.(2)y,(2)y,(2)9..(2)....»J2). 

Ldckt  überzengft  man  sich  nun  von  der  Richtigkeit  der  Relation 

2 

*li  der  sieb  ferner  nach  12)  sogleich  die  Relation 

1 


S'*(2)  = 


l^t^t 


^eht.    Nun  ist  aber  nach  12) 
Also  ist 
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9,(2)= -7F-- — ITT  =  •^-;r  =  "**'  T' 


i/O 


+  COS   -J-   I  CO« 


2 


SP.(2)  —  — TTT — ;pr;  = ;;■  =  »ec  ^, 


■|/(i±^i) 


«"16 


«""»52 


IL  iEI.  W. 


Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kann »  nnterliegt  kei- 
nem Zweifel,  und  es  ist  folglich  allgemein    ~ 


7t 


SP*(2)  =  sec  gj:^. 

Bexeichnen  wir  die  Gränze,  welcher  das  Produc^ 

n  7t  n  n  it 

.    sec  j^  8«<^  2«   ^^^  2*   *®^  2»  ••••^^2* 

sich  nähert,  wenn ./^  in's  UnendUcke  warbst,  durch 

71  7t  7t  7t  7t 

sec  j7  sec  —  sec  j^  «cc  ^ sec  ^, 

so  ist  nach  15) 

16)    |jr.=3:8ee  5»  «e«  o7  '^  51  ••••  w^w  « 


Dies  ist  eine  längst  bekannte»  von  Eule r  gefundene»  hier  aker  giBS 
elementar  bewiesene  Pomef. 
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i 
l 


Xffl. 

Allgemeiner  Beweis  der  bekannten  AusdrQcke 
fUr  sin  (adtß)  und  eos  («d=ß).    . 


'     * 


VOD 

Herrn  F.  Arndts 

Lefarer  am  Gymnasram  zu  Stralsund. 


'  ■  ■      ■    1. 

.  .     ■•  .  . 

Um  zu  einer  allgeioeiDen  Definitioo  dea  Sinus  und  C#fiinaa  w 
«elangen,  ist  es  nethig,  folgende  BetracLtung  über  daa  Z&hien  der 
Kreisbogen  anzustellen. 

In  der  Peripherie  eines  mit  der  Einheit  als  Radios  bescbri^be* 
ne»  Kreiiies  i^erde  ein  fester  Punkt  A  aBgeDomoien«  liit  dann  M 
eitt^  beliebiger  anderer  Punkt  in  der  Kreislinie,  so  verstehe  ich'  un- 
ter dem  zwischen  Ji  und  M  liegenden,  oder  dem  dem  Punkte  M 
zugehörigen  (entsprechenden)  Bogen  den  Weg,  wekhen  man  auf 
der  Peripherie  zurück  legen  muss,  um  ton  ji  nach  M  za  gelangen. 
Diese  Bewegung  kann  nicht  nur  von  ^  aus  nach  zwei  verschiede- 
nen Richtungen  geschehen,  deren  eine  positive,  die  andere  negative 
Bogen  bestimmt,  sondern  einmal  in  M  angelangt,  wird  man"  noch 
beliebig  oft  in  diesem  Punkt  ankommen,  wenn  man  die  F^eripherie 
mehrmal  durchläuft.  Es  gehören  daher  dem<  Punkte  JU  unendlich 
viele  Bogen  zii. 

-  Nun  denke  man  sieb  durch  des  Kreises  Mittelpunkt  ein  recht- 
winkliges Coordinatensystem  ip  des  Kreises  Ebene  gelegt,  so  dass 
der  positive  Theil  der  Abscissenaxe  vom  Mittelpunkte  nach  dem  festen 
Punkte  ^,  von  dem  alle  Bogen  an  gezählt  werden,  geriebtef  ist 
Dies  vorausgesetzt,  »enne  ich  mit  Gmnert*)  den  Sinus  nnd  Co- 
sinus des  dem  Punkte  Jbf  zugehörigen  Bogens  resp.  die  Ordinate 
onid  Abscisse  des  Punktes  A  it  Bezug  auf  das  angenoilimene 
Sjstemu 

Da  nach  dem  Obigen,  wenn  a  ein  ganz  beliebiger  (positiver 
oder  negativer)  dem  Punkte  M  zugehöriger  Bogen  ist,  eben  die- 
sem Punkte  überhaupt  der  Bogen  adb2^nr  entspricht,  wo  Xr  eine 


*)  Elemente    der   ebenen,  sphärischen  und  sph'äroidischen  Trigonometrie 
zum  Oebrauche  bei  Vorlesungen. 
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poiitive  gaDze  Zahl  bexeichnet»  so  folgt  aas  der  Definition  dea  Si- 
nus und  Cosinus,  dass 


1) 


,sin(a±2^)=:  sin  a 
cos  (a±  2^)  =  cos  a 


ist. 

Hierdurch  sind  die  Sinusse  und  Cosinusse  zweier  Bogen  vtjH 
glichen,  die  sich  um  dtzt^Tt  unterscheiden.  Cm  nun  eine  Fergla« 
cbung  für  zwei  sich  um  db(2Ar+l)7r  unterscheidende  Bogen  an- 
zustellen, sei  JH'  der  dem  Punkte  Jhf  diametral  gegenüberliegende 
Punkt  der  Peripherie.  Die  diesem  Punkte  zugehörigen  Bogen  zu 
finden,  stelle  man  sich  vor,  dass  man  auf  der  Kreislinie  fortschrei- 
tend in  3i  angelangt  sei,  und  der  Bogen  a  sei  das  Resultat  dieser 
Beweguuff.  Von  diesem  Moment  an  gerechnet,  wird  man  zum  er- 
sten Mal  in  M'  ankommen,  wenn  der  Boffen  db^r  durchlaufen  ist, 
weswegen  dem  Punkte  M'  schon  der  Bogen  a  db  tt  entspricht. 
Da  man  nun  von  üf'  die  ffanze  Peripherie  noch  mehremal  durch- 
laufen muss,  um  immer  wieder  von  Neuem  in  diesem  Punkte  an- 
zukommen ,  so  gehört  dem  Punkte  M'  überhaupt  der  Bogen  adz% 
±  2^7r  zu.  Jenachdem  man  nun  die  obern  oder  untern  Zeichen 
auf  einander  bezieht,  oder  nicht,  findet  man  die  Bogen  a=b(2^-|-l)^9 
oder  a±(2^ — l)n\  da  aber  2Af — 1  so  gut  als  2>&-f-l  jede  nnge- 
rade  Zahl  repräsentirt,  so  ist  der  letzte  Bogen  im  ersten  sehen 
enthalten,  und  somit  entspricht  dem  Punkte  JU'  der  Bog^ 
odb(2it-f-l)jr. 

Da  nun  Sinns  und  Cosinus  der  den  Punkten  Äf  und.  M'  ent- 
sprechenden Bogen  absolut  gleich,  den  Vorzeichen  nach  aber  ent- 
gegengesetzt sind,  so  erhält  man  die  Relationen 


2) 


sinfadb(2^-|-l)9r)  =  —  sin  a 
cd8Ja±(2^-4-l)3r}  =  —  coö  a 


Die  Ausdrücke  1)  und  2)  lassen  sich  aber  so  mit  einander  verei- 
nigen: 

o  \     ( sin  (a  zb  ^)  =  ( —  1)^  sin  a 

(cos(a±^7r)  =  ( — 1)*  cos  o 

I 

indem  jetzt  Af  eine  beliebige  (gerade  oder  ungerade)  positive  gante 
Zahl  bezeichnet 

Dadurch  sind  die  Functionen  zweier  Bogen  verglichen,  die  sich 
um  ein  gerades  Vielfache  von  •^tt  unterscheiden. 

Endlich  betrachten  wir  zwei  Bogen,  die  sich  um  ein  ungerades 
Vielfache  von  ^tt  unterscheiden. 

Zu  dem  Ende  sei  wieder  a  ein  ganz  beliebiger,  dem  Punkte  3f 
zugehöriger  Bogen,  der  in  einem  der  vier  Quadranten  (s.  die  nach- 
folgende Figur)  endigen  kann: 


^  M*' 

jr\ 

V 

/ 

^\ 

; 

J 

\J 

^ 

»7 

0  ist  des  Kreises  Mittel^ionkt,  voo  M  schreitet  smd  in  allen  Fäl. 

len  Bach  derselben  (nositiven)  Richtnnff  su  M'  fort  durch  den  rech* 

^en  Winkel  MOM'  hindurch.    Dann  ist  a  +  |7r  ein  dem  Punkte 

Jf  entsprechender  Bogen.    Sind  MN^  BfN*  wii  AO  senkrecht,  so 

erhellt  die  Aehnlichkeit  der  Triangel  MON^  M' 0N\   weswegen 

3äN=i  0N\  und  ON=.M'N\   Da  nun  in  allen  Fällen  sin(o+|}r) 

and  cos  a  dasselbe,  dagegen  eos(a  +  T7r)  und  sin  a  entgegenge- 

aetste  Vorzeichen  haben,  so  ist 

!sin  (a  +  ^nr)  =  cos  a 
C08(a  +  i9r)  =  —  sin  a. 

2Bieht  man  in  diesen  Relationen  von  a-|-^7r  den  Bogen  n  ah,  und 
lU^duHchtigt  die  Formeln  3),  so  entsteht 

ij  V     ( sin  (a  —  \n)  =  —  cos  a 
|co9(a  —  4^)s=8in  a. 

-Addirt  man  in  4^  sa  a  +  |9r   die  Grösse  kn^    und   beachtet  die 
IPormeln  3),  so  wird 

jsin|a+(Ä*+l)Jir|=(«l)*cosa 
'   •lcosja  +  (W-|-l)iJr|=i-.(— 1)*  sin  «. 

9nhtrahirt  man  daffegen  in  5)  ?on  a  —  \n  den  Bogen  ibr|' nnd 
lynchtet  ebenfalls  3),  so  entsteht 

Isinja  — (Ä*-|-l)i^|=  — {— 1)*  cos  a 
^     }cos{a-(aÄ-4-l)i7r}=:(-.l)*  sin  o 

^  So  sind  nun  in  den  Formeln  3),  6),  7)  die  Sinusse  und  Cosi- 
nusse zweier  sich  um  ein  beliebiges  Tielfache  von  db  ^^r  unter- 
scheidender Bogen  verglichen* 

3. 

Jetzt  haben  wir  noch  zu  nntersachffn ,  trie  sich  die  Sinus  und 
Cosinus  eines  negativen  Bogens  zu  denen  des  positiven  verhalten. 

Bs  sei  deshalb  aso'  +  S^,  wo  o,  o'  positiv  und  eEf*<83r; 
flann  ist  —  a  =  —  d — %kn^  und  folglich  sin  o  =  sin  d  und 
«in  (—  a)  =  sin  (—  d) ,  cos  o  =s  cos  o'  und  cos  (»  a)  =  cos  ( —  vi) 
nach  1). 

Rechnet  man  die  Bogen  al  und  —  d  beide  vom  Punkte  A  aus, 
so  erhellt  durch  einfache  geometrische  Betrachtung,  dass  dieselben 
sogleich  im  ersten  und  vierten,  oder  im  zweiten  und  dritten -Qua- 
dimten  endigen,  weshalb  sin  (—«')  =  —  sin  o',  und  cos  (—  «') 
r=  cos  o'.    Daher  ist  auch 


8)     lrin(-«)  — 
lcos(— «)  = 


sin( — a)s=s  — sin  o 
cos  IK. 


»  *  •  ■ 

Die  Formeln  3),  6),  7),  8)  reichen  iinn  voUstSndig  ans,  um  die  all' 
gemeine  Gültigkeit  der  Formeln 

TMl  VI.  7 
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Qv     &iiQ(fiH*j9)=B8iD  a  cos  j9-Hcot  a  nn  ß 
co8(tt '+-ß)=z:  cos  a  cos  /9  —  sio  a  sia  /9 


darzathuD. 


In  den  Elementen  der  Trigonometrie  wird  obne  Weitläofifcker 
erwiesen,  dass 

IQx     ( sin (a db /Q  =  sin  a  cos  ßdkzcoa  a  am  ß 
]  cos (adtzß)=z  cos  a  cos  /?  qp  sin  a  sin  /? 

ist,  wenn  die  Bogensumme  o  +  /^  im  ersten  Qnadranfen  liegt,  sc 
dass  die  Bogen  a,  ß  beide  positiv  sind,  und  keiner  von  ihnen  hin- 
sichtlich des  absoluten  Werths  die  GrSsse  ^  übersteigt. 
Für  das  untere  Vorzeichen  nun  haben  wir  nach  8) 

sin  (a  —  /^)  =  sin  o  cos  ( —  ß)  -f-  cos  a  sin  ( —  ß)^ 

und  wenn  wir  daher  a  —  /?  als  Summe  der  Bogen  a  und  —  ß  an- 
sehen, so  bleibt  für  diesen  Fall  die  erste  der. Relationen  9)  richtig. 
Ferner  ist  nach  8)  sin   ( —  a  —  ß)  =  —  syi(o  +  /^)  = 

—  sin  a  cos  ß  —  cos  a  sin  ß^    welches   wiederum    nach  8)   = 
sin  ( —  a)  cos  ( —  ß)  -{-  cos  ( — a)  sin  ( — ß). 

Endlich  ist  sin  ( —  «-+-/?)=  —  sin  (a  —  /?)  =  -7-  sin  a  cos  ß 
-l-cos  a  sin  ß  nach  10),  welches  nacb  8)  wieder  =sin( — a)couß 
-I-  cos  ( —  a)  sin  ß  ist. 

Deshalb  ist  die  erste  der  Relationen  9)  richtig  in  allen  den 
Fällen,  wo  a,  ß  beliebige  positive  oder  negative  Bogen  sind^  deren 
keiner  blos^  mit  Rücksicht  auf  den  absoluten  Werth  die  Grösse  ^n 
übersteigt.  Ganz  ähnlich  wird  die  Richtigkeit  der  zweiten  Glei- 
chung in  9)  erwiesen. 

5. 

Sind  nun  a,  ß  zwei  ganz  beliebige  Bogen^  dagegen  se',  ß'  zwei 
Bogen,  deren  keiner  hinsichtlich  des  absoluten  Werths  \jf  über- 
steigt, so  können  die  positiven  ganzen  Zahlen  Jh,  q  jederzeit  so 
bestimmt  Werden,  dass 

ist. 

Denn  ist  a  zuerst  positiv,  so  nehme  man  ^it  so  oft  davon  weg*» 
als  es  angeht,  z.  B.  iMmal,  der  Rest  a'  wird  «^^tt  sein.  Ist  nno 
dieser  Rest  auch  kleiner  als  -Jgqr,  so  hat  man  nur  Jk^rsm  zu  neh- 
men. Wenn  aber  a'  die  Grösse  \7V  übersteigen  sollte,  so  setzt  man 
«;=  —  (in  —  a')  +  i7r(m+l)^  welches  ebenso  viel  als  a'-l-^sr.M, 
und  nimmt  ^  =  ^  Hh  Ij  da  nnn  ^tt  —  mf  st^ts  kleiner  als  ^tt  ist. 

Ist   ferner   a   negativ,   so   kann   nach   dem    eben  Bewiesenen 

—  azis  a'  -^  ^  .  k  gesetst  werden,  dass  af  ^  |7r,  und  4aAn  isf 
a  =  —  a'  —  ^n  ,ß:. 
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Dieselben  Sehliltse  gelte»  filr  ß,  und  unsere  Behauptung  iet  so« 
Mit  «rwieseB. 

6. 

Der  Fortgang  der  Betrachtung   erfordert  die  Unterscheidung 
dreier  Hanptfälle,  nämlich: 
-     I*    Sind  Äff  Q  beide  gerade  =z2Af\  2^',  so  ist  entweder 

a  + /J  =  «'+ ^'±  ?r(>fr' +  ^') 
oder 

a)  Ist  nun  A'^q'^  so  ist  A/  —  q'  positiv,  und  nach  2) 

sin  (a  +  /?J  Ä  (—  1)*'=*=^ .  sin  («'  +  /?'). 

Entwickelt  man  den  Sinus  auf  der  rechten  Seite  nach  9),  welches 
nach  4)  erlaubt  ist,  und  beachtet,  dass  nach  3) 

sin  a'  =  sin  (a  qp  ^';r)  =  ( —  1)*'  sin  a 
cos  o'  =  cos  (a  :^  X/tt)  =  ( —  1)*'  cos  a, 

und  fthnliche  Ausdrücke  für  sin  ß'  und  cos  ß'  entspringen,  so  er- 

hut  nan 

■h(o-4-/S)r=(- !)*«=?'.(— l)**-*^' (sin  a  cos  /J  +  cos  «  sin  ft. 

Dil  nun  das  Product  (—  l)^'^' .  (—  1)*'+^  entweder  5=  (—  1)2(*<4^ 
oder  s=  (—1)3^',  also  stets  die  positive  Einheit  ist,  so  bleibt  die 
ente  der  Relationen  9)  richtig, 

b)  Ist  dagegen  IZ-^^y  so  wird  man  nur  o  und  ß  mit  einander 
verwechseln ,  wobei  aber  sin  a  cos  ß  +  cos  a  sin  ß  seinen  Werth 
nicht  ändert 

II.    Sind   kj  Q  beide  ungerade  =2Ar'-|-l,  2^'H-l,    so  ist 
entweder 

efcr 

a  +  /J  =  a'  +  /J'±7r(>&'  — ^'); 

n^,  wenn  ^^  —  q*  positiv»  nach  3) 
•itweder 

sin (a-|-/9)  =  (— l)*'+C'+i .  sin (a'+/?0, 
für       * 


man  die  Function  auf  der  rechten  Seite  nach  9)|  und  he- 
uhtst,  dass  nach  6)  und  7)  I 

sin  a'  =  sin  {« ::?=  i^(^^'  + 1)1  =  =t=  (—  1)*'  co«  « 

7* 


I 
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QDd  ftbnli^be  Ausdrücke  llir  nd  ß^  und  oos  §>  entspriDgeii,  so  folget, 
dass,  jenachdem  man  die  Vorzeichen  in   11)  auf  einander  bezieht 
oder  nicht, 
entweder 

sin  («  -fr-  /J)  =  (—  l)*^+f +1 .  (—  l)*'+^+i(8in  o  cos  /?  +  cos  «  sin  ß) 

oder  ^  * 

^in  (a  +  /?J  =  (—1)*'-^  .  {—  l)*^+e(sin  a  cos  /?-+-  cos  a  sin  /J), . 

weswegen  die  erste  der  Relationen  9)  richtig  bleibt. 

Ist  Js^^ijf  negativ,  so  vertauscht' man  p  mit  a,  und  es  ändert 
sieb  nichts. 

III.  Ist  k  gerade  =  ^Xr',  und  q  ungerade  =  2^  <4-  1 ,  so  iit 
entweder 

oder 
oder 

Die  erste  Gleichung  entspringt,^  wenn  man  in  11)  die  obern  und 
untern  Vorzeichen  auf  eipander  bezieht,  die  zweite  und  dritte,  weno 
dies  nicht  geschieht,  und  es  findet  die  erste  iron  den«  beideif  letz- 
tern, oder  die  andere  ihre  Anwendung,  jenachdem  k^'^q*  oder 
i^<e'  ist.  Daher  bt  nach  6)  und  7) 
entweder 

siD(a-f-/?)=r±(— 1)*H^  cos«-!-^) 
^der 

sin(a  +  /?)  =  db(—l)*'-^^i  cos  («'  +  /?') 
oder  *^ 

sin  («  +  J»)  =  qp  (—  ly^i'  cos  (a' + ß% 

Entwickelt  man  die  Function  auf  der  rechten  Seite  nach  9),  und  be- 
achtet, dass  nach  3) 

sin  a' =r  sin  (o  qp  Ar'Tr)  =  (— 1)**  sin  a, 
cos  a'  =  cos(a  =p  X/jr)  =  ( —  1)*'  cos  a, 

und  nach  6)  und  7) 

sin  /^  =  8in}/?q=i7r(V-+-l))==F(— 1)^  cos/J, 
cos)J'.=  cos^iJ=FMV  +  l)j=s±(-^l)e'sinft 

so  ergiebt  sich 
entweder 

sin  (a + /?)  =  ±  (-- 1)*H^  4  ±  (-- l)*'H^'(siii  a  cos /» -H  cos  o  sin /?) 


»  « 


pfl.  •-■  ■■  ■<  .•••  -• 

•der  -" 

i  n  (ce  +  /?)  =  db  (-  l)*'-e-i .  =5=  (—  l)*'+?'(wn  o  cos/J-f-cosa  sio/J) 

►der 

in  (a  +  /?)  =  :+=  (—  1)^'"*'  •  =F  (—  l)*'-^'(«n  a  cos  /?  -|-  cos  o  sin  /?), 

voraus  enicjhtfick,  dAss  die  erste  der  ReUtioDeB  9)  riektig  bleibt.  , 
Ist  endlicb  Xr  ungerade  and  ^  gerade,  so  würde  nnr  ß  mit  a 

BU  vertauscben  sein,  und  alles  nngeftndert  bleiben, 

6an2_  ähnlich  kann  der  Satz  für  cos(a  +  /?)  bewiesen  werden^ 

eiofacber  jedoch  auf  folgende  Weise: 


7. 

Nach  4)  ist  cos  (a  +  /?)  =  sin  («  +  /?  -H  t^)»  welches  nach 
^em  bisher  bewiesenen  allgemeinen  Satze  =  sin  a  cos  (/?  +  i^r) 
+  cos  a  sin  (/^  +  ^tt),  das  wiederum  nach  4)  zrzsin  a  .  —  sin  ß 
-f-  cos  a .  cos  ß  ist. 

Wie  daher  ancb'die  Bogen  a,  /?  beschaffen  sein  mögen»  es  ist 
jederzeit 

sin  (a  +  /9)  =  sin  a  cos  j9  »f-  cos  a  sin  j9 
cQS.(a  +  ß)  =is eos  a  cos/}  —  sin  a  sin  ß. 

Endlich  verdient  herausgehoben  zu  werden,  was  sich  ans  5)  und  8) 
ergiebt,  nämlich: 

Isin  {^n  —  a)  =  —  sin(a  —  |;r)  =  cos  a 
fcos(|^ — «)=      cos(a  — 4nr)  =  sin  «. 

Da  die  Bogen  \n-^a  und  a  sich  complementiren  (d.  h.  zu  \n  er- 
gänzen), so  folgt,  dass  Sinns  nnd  Cosinus  eines  Bogens  resp.  d^r 
Cosinus  und  Sintis  des  Complementarbogens  sind. 


•       •  • 


•      •         • 
/ 


•         % 


m 


XIV. 

Eine  Bemerkung  über  den  Beweis  des 
MoiTresdiai  Lehrsatzes  ohne  HIdfe 

des  Imaginären. 

Ven 

Herrn  A.  Göpel 

ZU  Berlin. 


$■ 


Die  Bemähumq^e^y  das  liaagiiiär«  bei  aoalytUchoa  fiediictioDeD 
zu  umgehen,  diirnen  Manchem  als  völlig  antiquirt  und  in  jene  Zeit 
ffebörig  erscheinen,  wo  man  das  Imaginäre  noch  eben  so  sehr,  all 
heutigen  Tage«  die  diverg-euten  Rei&D»  jperharrescirte.  Indessen 
können  sie  zuweilen  durch  ausserwissenschaftliche  Umstände  gebo- 
ten sein ,  und  au«  dieser  Rüdksiebt  nimmt  die  folgende  Bemerkung 
einige  Nachsicht  in  Anspruch. 

Lagran^a  ar-giime«tixt  ku  dam  ««gedeMtaten  Zwecke  ip  dea 
Legons  sur  le  calcul  des  fonctions  p.  143  auf  diese  Art: 

Die  beiden  Reihen 

^'  ^  "*"  IF '  ^*  "*"  5»  ♦  «a?*  -*-  JT»  •  •  •  • 
und 

2,  2cos  a,.2coa  2a,  2cos  3a^....« 

entsprechen  einem  und  demselben  riecurrenten  iSesetz: 

'.  •  1  ■     •  •       ' 

Xr^l  ==  (^  -f-  — )  Xr  — .  JCr— 1 

und 

^M-i  =  2C0S  aj4r  —  -^r— 19 

wo  Xr  <  und  j^r  im  Allgemeinen  beziehlicb  ^i^  +  ^  und  2cos  ra 
bedeuten.    Setzt  man  also  ^H =2cos  a^^  so  werden  jene  bei- 

den  Reihen  identisch  und  man  bat  Xr=i^ry  oder  o:'' +  tz  ==  2cos  ro. 

Mit  andern  Worten ,  wenn  a:*  —  2a:  cos  a  +  l  :=zO,  so  ist  auch 
^2r  —  2j7^  cos  ro  -f- 1  =  0,  und  folglicb  ist  a^  —  2a:'"  cos  ra  •+•  1 
durch  jr*  —  2a:  cos  a+l  theilbar. 


Hier  ist  aber  4a8  Ivagioftre  nur  .sdieijribvr  teimedei,  dem 
:svHh~  kann  uicht  gleich  2caM  a  gesetzt  werden ,  weil  teos  o  Je- 


denfalls  inuerlalb  der  Gränzen  —  2  und  +  2,  dagegen  ^  +  "r* 
immer   ausserhalb  derselben  liegt.     Oder  besser  gesagt «   mit  dem 
Setzen  von  0;  +  — =  2cos  a  ist  eben  ein  Imaginäres  gesetzt  wor- 
den« was  doch  vermieden  werden  sollte* 

Lagrange  würde  aber  seinen  Zwedk  mittelst  einer  ganz  gerin* 
gen  Abänderung  erreicht  haben.  Wenn  man  nämlich  mittelst  jenes 
recorrenten  Gesetzes  allmälig  JE,,  'X,  ....  Xr  und  zwar 

Xr  ^fiir^  H- — !•;  H-  g{^:^  si^h^  •  •  •  • 

■.       ^ 

erhält,  so  muss'  man  "ftf  diüi  aflgemeine  Gliisd  ^der  andern  Reihe 
Jlr  ebenfalls 

Jlr = p(2cos  ay  +  ^(2cos  a)*^^  -h  •  • .  • 

erbalten,  weil  es  durch  eben  dasselbe  recurrente  Gesetz  entsteht 
Folglieh  ist 

Xr-Jr=      p|(^+-iK-(2cosa)-j 

-»-«'l(^+4-)'^^  — (*C08  0)'-l} +.... 

Wird  nun  rechts  und  links  mit  af  mukiplicirt,  so  hat  man 

^»r  _  2a:^  cbs  «+ 1  =i=      />t(^'  •+- 1)"  t  (^  cps  ay\ 

+  jr^f(^»  4- !)>-»-- (Ar  cos  a)*^» }+ ^.M, 

• 

wo  anf  der  fechten  Seite  jedes  Glied  durch  (4r'«*Hl)  —  (2«eosa) 
theilbar.  ist,  was  mithin  ai^ch  für  die  link^  Seite  .gilt 
ll|an  erhält  auch  dnrcih  eine  theilweise  Di?isipo: 

■   .      ■    '  .    •'    ■  ' 

a^  —  2a:»*  cos  ra  -f.  1 .   .    - 


jr*— 2d?  cos  er 4-1    ' 


.  A               iFfl»-Hi  — . ar»^l  eosfr  — 1)d;  +  1 
+  a^«>aa . 0:^^20:  coBa^l 

;r2rHl-r-2d?'"-»  cosCr  — 2)a-f.l 
lii?*  — 2a?  cos  «-4-1 


Wenn  also  irgend  zwei  muH  einander  folgende  Glieder  der  Reihe 

Y     Y     Y     Y 

WO  Yr  allgemein  den  Ausdruck  ai/^  —  %3S^  cos  ra  +  1  bezeichnet, 
dnrdi  ^*— 2^7  cos  a-|-l  theilbar  sind,  so  ist  es  auch  das  näch- 
ste, mithin  alle  übrigen.    Nnn  ist  es  aber  das  erste  y»,  welches 


104 

NdH  ist ;  nni  das  iweite  Fi ,  welches  or*  —  2;r  cos  «i  +  1  w\hü 
ipt ;  folglich  ist  avch  a^  —  %v^  cos  ra  + 1  darcb  ^'  —  ^  cos  a + 1 
tbeilbar. 


XV. 

Bemerkangen  Ober  die  Lehre  Ton  den 
geometrischen  Progressionen  ^). ' 

Von 

Herrn  E.  Heis^ 

Oberlehrer  an  der  höheren  Bürger-  und'  ProYinsial-Gewethsehule 

zu  Aachen. 


Bekanntlich  lassen  sich,  wenn  von  den  fdnf  Grössen:  Aufangsr 
glied  a,  Endglied  t^  Ansahl  der  Glieder  «,  Exponent  e  und  SnnoMir 
aller  Glieder  s  einer  ffcometrischen  Proffression  drei  gege^ 
ben  sind,  die  beiden  übrigen  leicht  finden.  Die  Lehrbücher  der  AI* 
gebra  geben  zu  den  20  möglichen  Aufgaben  die  Resultate  theils 
direct  an,  theils  stellen  sie  die  Gleichungen  auf,  deren  Wurzela 
zur  Bestimmung  der  gesuchten  Grössen  dienen;  so  wird  zur  Be» 

Stimmung  von  e  aus  #,  »,  #  die  Gleichung  V* -^ — e+ =0, 

zur  Bestimmung  von  t  aus  0,  »,  #,  so  wie  zur  Bestimmung  von 
a  ma  ty  n^  s  die  Gleichung  ^(*--f)*-i  — a(*  —  a)«--i  =  0,  und 
endlich    zur    Bestimmung    von    e    aus    «,    t^   s    die    Gleichung^ 

^  —  - — i««-i  H ;  =  0  aufgestellt.     Diese  drei  Gleichungen 

vom  Jtten  Grade  enthalten  aber  jede  einen  Wurzelwerth ,  welcher 
der  Gleichung,  nicht  aber  den  Forderungen  der  Aufgabe  zukommt. 
Zur  VereinfacbuDic  des  Ausdruckes  sind  nämlich  die  ursprüo glichen 
Gleichungen  .vom  (js  —  l)ten  Grade  durch  Multiplication  mit  einem 
binomischen  Factor  In  Gleichungen  vom  Mten  Grade  verwandelt 
worden,  erhielteo  aber  ^ben  durch  diese  Multiplication  einen  War^r 
i;elwerth,  welcher  als  Antwort  auf  die  gM^ehene  Aufgabe  ganz  und 
gar  nicht  passt.    Um  e  aus  a,  j»,  s  zu  bestimmen  dient  nun  die 


*)  S.  iDein&  Sammlung  von  Beispielen  und  Aufgaben  aus  der  allgemeinen 
Arithmetik  und  Algebra,  dritte  vermehrte  Auflage.  Köln.  1844. 
Seite  271. 
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eiclmiig  des  (» — l)tcn  Grade«  «*-i  +  e*-»  -f-  «•»-•  . .  • .  -f- 1  —  •— 


:0,  welche  auch  unter  der  Form  -7 — z ir  =  ^  **^^  darstelleo 

wt.  ( Multiplicirt  man  diese  letstere  Gleichuug--  mit  e  —  1  y  so  er- 
It  man  die  Gleichung  e^  —  —g-f*    ^     =  0  ¥om  «ten  Grade, 

Blche  in  den  Lehrbüchern  ffewöhnlich  angefiilirC  wird,  die  aber  den 
^arzelwerth  «=1  in  sich  entbätty  welcher  in  Besug  auf  diePordemnr 
sr  Aufgabe  nnrichtig  ist  Die  Gleichung  lf#— y^t«-.ii(«.^«rUi-4 
B  0  zur  ^Bestimmung  von  m  oder  $  enthält  den  Wnnehrerth  $issm^a\e»t 
leichong  ist  demnach  zu  verwerfen  und  statt  ihrer  die  Gleichung 

ifti  («— l)ten  Grade  y^*4-y*-«4-y^« +  1  — i  =  0  oder 

•;^r — ---=rO  aufzustellen,  wo  y:^|/-— ,  deren  Wurzeln  alle 

m  Forderungen  genügen.    Die  Gleichung  ««  —  TZlY^*~^  "^  T^t 

sO  endlich  giebt  den  Wnrzelwerth  es  1,  welcher  eben&lls  nur 
tr   Gleichung    genügt;    statt   dieser  Gleichung  vom   iiten  Grade 

t  daher  die  Gleichung  «•»— i(l — 7-) -!-«*-• -!-«•»-•.... -f-tf+l 

=  0  oder  ,  — r«*^*  =  0  aufzustellen.  In  einem  ganz  beson- 
dren Falle  kann  zwar  0  =  1  und  a=st  sein ,  aber  alsdann  liefert 
ich  die  Gleichung  vom  (1» — l)ten  Grade  diese  Werthe  und  die.Glei* 
lung  vom  isten  Grade  würde  diese  Werthe  doppelt  geben. . 


XVI. 

Uebungsaufgaben  für  Schiller. 


'  ■     >    i 


Es  ist   ■■■... 

Vi»t  =  («1  +  »1)* -^  (»I  —  «1)' 
id 


im 

Lassen  sich  ähnliche  Gesetze  für  Produete  mit  mehr  ak  drei  Facto« 
ven  angehen? 


'  :      ;    :'.l 


Wenn  die  Selten  sweier  Dreiecke  einander  parallel  sind;  ni 

lag,  eipe ..^iesjü*  beiden  Dreiecke  in ^  das  andere  nm  ein  diittes 
Dreieck  Jbmhrieben  ist^  so  ist  der  Flächenraom  dieses. letztef^ki 
D|reje|i;k|i{,Q^'e  mittlere  Pfp|iortionale  zwischen  den  'FlächiBdyS|DumM 
der  beiden  ersten  Dreiecke.  :  ^ 


I  ■ '.  f 


» '■ . 


Zusats.su  den  s«  beweisenden  SStzen,    Tbl..  V.    S.  33Sk 

Von  Herrn  A.  Göpel  sn  Berlin. 

1)  )f  OB  dir  Reihe 

.      «'—!'    .    ■  («*~l'>(w»-.«')   , 

ist  fdr  jedes  ,0»  .  -  „.. 

die  Summe  der  ersten  m  Glieder  = 


2».4»,...(2»— 2)».2if  ' 


j»- 1.  ■» 


also  die  Summe  sämmtlicher  Glieder  = 
2)  Von  der  Reihe 


2  cos  —TT 
71(1— !»»)• 


iw»— 2»     .    ,    («•»  — 2») («»*  —  *')    . 


3» 


ist  für  jedes  4ft.^ 


fy         .  .  .  -   .       .    . 

die  Summe  di?r  ersten  n  Glieder 

_      1  1         (2»->iw«)  (4>— i»»)....(4it«— m«) 

~«i»— 1      «1»— 1'       3»,5*.—(2«-.lJ»(2i»-|.l)     ' 

■a  1       .      ff» 

\  1 sin  -rr-n 

also  die  Summe  sämmtlicher  Glieder  = — ,   "■  , 

3)  Wenn  i»  ieine  gerade  Zlthl  ist,  so  ist  die  Summe  der  Reihe 


*^ff»»-.2»'^ 


(—  1)» .  1» 


(«»»— 2»K«»*— *•) 


.3 


(— 1)».P>3V 


.   V  ^"^   .... 


^  (i»>  —  2»)  («»»  —  4»)  («1»  -  6») 

# 

bis  zu  den  unendlich  werdenden  Gliedern  fortgesetzt: 
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WO  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nebmen  ist,  jenacbdem  -r- 

gtrtde  oder  ungerade  is. 

Welehee  ist  ihre  Sumne  fUr  ein  beliebiges  m9 

4)  Wenn  m  eine  ungerade  Zahl,  grösser  als  1,  ist,  so  ist  die 

Sime  der  Reibe 

Ui  lU  den  unendlich  werdenden  Gliedern  fortgesetzt: 

«»»  — 1  —  55=1  •  1.I....M— 4.ffi— ;i' 

we  das  obere  oder  untere  Zeichen  zn  nehmen  ist,  jenacbdem  -^ — 

gwade  oder  ungerade  ist 

Welches  ist  ihre  Summe  für  ein  beliebiges  mV 


xvn. 

Miscelien« 


Acad^mie  des  sciences  de  Saint -P^tersbonrg. 

(S^anees  des  moit  de  janTier,  feTiitr  et  mars  1844.) 

'  Ott  rapport  a  M  fait  a  rAcad^sue  snr  nne  ddcaurerte  fiaite  en 
^tiMorolagia  par  H.  Nervander,  prefeseeur  a  Helsingfors;  lea  an- 
^'Nrs  de  ce  rapport  acut  UM.  W.  Struve,  B.  Lenz  et  Hess.    Bn 
^^  In  texte  mtee: 

^      ,^  Ner?ander,  ^rofesseur  k  Helsingfors  et  membre  cerrespon- 

9Mt  de  l'Acad^mie,  vient  de  lui  eommnaiqaer,  sous  forme  de  lettre, 

f^  jrdattltat  d'an  traTail  sur  la  m^orologie,  ^i  contient  Texposi- 

5ien  d'un  ^h^iom^ne  tellement  important,  et  si  parfaitesMat  ignor^ 

■^ifn'k  ee  jour,  que  aous  «¥ods  cru  de  notre  deroir  de  raeomman« 

4  Paltentieii  de  l'Aeaddmie. 
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Les  travaux  m^orologiques  qui  oot  rapport  anx  ph^Domen 
de  la  chalear  datts  ootre  atmosph^re  ODt  6t6  tottjoara  dirig^  ve 
le  but  de  trouver  la  loi  qui  r^git  certaines  variations  d^pendantei 
d'une  caose  manifeste,  comme  par  exemple  les  variatioDi  de  ten 
p^ratare  qui  r^sultent  de  la  position  de  la  Terre  par  rapport  ai 
Soleil,   ou  die  la  rotation  de  la  Terre  mdme  aatoor  de  iod  exe. 


Mais  ces  lois  devaient  ^tre  d6daites  de  pb^nom^nes  variables  el 
coDstammeDt  modifi^  par  Pinflaenee  de  caases  pertorbatrieea  qoi  Itm 
faisaient  paraitre  irr^guliers.  Le  mpyen  dont  on  B*est  aervi  pelr 
ddconvrir  quelqae  r^gularit^  dans  la  masse  des  variatioos  prodaitei 
par  les  diff^rentes  oauses  perturbatrices  a  ^t^y  comme  oo^  le  aeity 
rapplication  du  principe  des  grands  oombres.  Ponr  appKqeer  ca 
principe,  on  distribue  les  observations  en  groupes  qui  embraaaent 
une  Periode  d^termin^e,  comme  par  exemple  un  joury  une  aoB^ 

On  prend  alurs  la  moyenne  des  observations  correspondante 
au  mime  mois  ou  k  la  m^me  heure,  selon  la  dur^e  de  la  p^riode. 
En  se  servant  d'un  grand  nombre  de  groupes  y  les  variatidns  irr^ 
gulieres  se  d^truisent  rdciproquementy  et  il  ne  reste  plus  d'apparent 

3ue  les  variatioos  essentielles  provenant  des  causes  qui  agisaen^ 
ans  le  mime  sens.  Dans  cette  sorte  de  recbercbesy  qui  ont  poai 
but  la  marcbe  de  la  cbaleur  pendant  une  p^riode  d'un  jour  on  d^onc 
ann^e,  on  est  toujours  sür  de  parvenir  a  un  r^sultat  ditermin^ ;  car 
il  ne  peut  y  avoir  aucun  doute  sur  Pexistence  de  la  p^riode.  La 
loi  ou  la  marcbe  chercb^e  de  la  temp^rature  uoe  fois  d^termin^y 
on  est  convenu  de  consid^rer  comme  des  irregularit^s  toote  d^vie- 
tion  de  cette  marcbe  indiqu^e.  pur  les  observations  isol^s«  Per- 
sonne ne  pouvait  cependant  douter  que  ces  irr^gularit^  elles  mtees 
ne  fussent  la  cons^uence  n^cessaire  de  causes  d^termin^ts,  coame 
il  en  est  pour  le  ph^nomene  dont  la  r^gnlarit^  a  6t6  reoonnue.  Lei 
autres  pb^nomenes  ne  nous  paraissent  irr^g^liers  que  par  ngnorance 
oü  nous  sommes,  tant  de  causes  aux  quelles  il  faut  les  attriboer 
quey  par  consdquent  aussi,  des  p^riodes  qui  suivent  ces  irr^[iilari* 
t^s,  On  voit  par-la  ^u'il  n'y  a  d*antre  mojen  de  parvenir  a  eette 
connaissance  que  celui  de  soumettre  les  diffi^rents  pb^nom^nea  de 
p^riodicit^  que  presente  notre  Systeme  solaire  k  un  examen  com* 

{iar6  avec  les  variations  que  pr^sentent  lea  pb^nomlnes  de  la  cha- 
eur,  d^termin^es  par  de  bonnes  exp^riences,  Mais  on  voit  ausai 
que  cette  voie  POur  parvenir  au  but  est  tres  laborieusey  et  il  est 
d'autant  plus  dimcile  de  se  r^soudre  a  la  suivre^  qu'il  eat  imposai* 
ble  de  pr^voir  si,  parmi  toutes  ces  recbercbes,  il  en  existe  rMle- 
ment  une  qui  doive  Itre  couronn^e  de  succ^s. 

Quoi  qu'il  en  seit,  c'est  le  seul  mode  de  proc^der  que  Boas 
offre  la  science.  D'autant  plus  ffrande  est  notre  sadsfaction  ea  vo- 
yant  se  vouer  k  ce  travail  un  physicien  aussi  consciencieux  et  d'oae 
perspicacit^  aussi  reconnue  (|ue  l'est  M.  Nervander y  et  nooa  noas 
t^icitons  sinc^rement  de  vöir  ces  recbercbes  couronn^es  d'uo 


c^s  aussi  Evident  que  celui  qui  r^sulte  du  präsent  travail. 

M.  Nervander  avait  d^couvert  ant^rieurement,  par  une  recherebe 
sur  le  temps  de  la  debäcle  de  quelques  rivieres,  que  ces  ^poqnes 
manifestaient  une  p^riodicit^  de  sept  aus  qui  se  reprodnisait  avee 
une  assez  grande  regularit^.  Supposant  que  cette  pdriode  devrait 
se  retrouver  dans  la  marcbe  des  temp^ratures ,  il  tkcba  de  la  ren* 
dre  Evidente 
ans. 


^idente   en   groupant  les  observations  par  p^riodes  de  sept 
Cela   le    conduisit  a   examiner  la   pMode   d'une   r^volotioa 
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<la  Soleil  autour  de  snn  bslc.    Le  femps  iIa  rette  r^volutioDe   pour 

■n  observnteur  plac^  au  ceDtre  de  la  Terre,    ou   le  temps  de  la 

rotatioD  ^eocentrique,  a  ^t^  ^x6  en  deroier   lieu  par  M.  Laug^ier 

«  27,  23  jours.    M.  IVervander  ordoooe  les  observations  tbermom^- 

triqaes  de  Parii  en  gronpes  d'apr^s  cette  p^riode,  et  obtient  pour 

f^ulUit,  qo'il  eziste  r^ellemeot  une  p^riode  eemblable  pour  les  ten- 

p^atares.    La  dur^  n'en   ^tait  pourtatit  pas  absolomeot  la  ndme; 

ea   la  Bodifiant  jusqu'a  ce  que  la  p^riodicit^  te  maoifestÄt  de  la 

■ani^re  la  jplus  proDonc^e  par  les  temp^ratures,  il  obtint  une  da- 

T^e  de  27,2o  jours.    Cette  dur^e  approcbe  beaucoup  de  celle  trou- 

yi4m  par  M«  Luugier,  et  si  Poo  coDsidöre  que  la  d^termination  de 

cette  dnrde  au  moyep  d'observations  astroDoniiqueB  laisse  tonjours 

«ne  incertitude  k  cause  de  la  mobilit^  des  taches  du  8oleil,  on  ue 

peut  hdsiter  k  admettre  pour  la  dur^e  de  la  rotatiou  du  Soleil  le 

Boabre  fonrni  par  le  raeilleur  accord  des  observations  m^teorolo« 

Nons  voyons  donc,  pour  la  premi^re  fois,  ce  fait  remarqnable 
^n'gn  pb^nom^De  appartenaot  a  notre  Systeme  solaire  a  ^t6  d^ter- 
«nd|  par  la  m^t^orologie,  la  plus  vague  des  scieoces  physiques, 
«rec  une  pr^ision  plus  grande  que  celle  qu'il  ait  6t6  possible  d'at- 
teindre  par  des  observations  nstronomiques. 

La  superficie  du  Soleil  offre  donc  des  endroits  qui  ^mettent 
ylaa  oa  moins  de  chaleur,  de  mani^re  que,  selon  le  cotd,  que  nous 
prdaente  le  Soleil,  la  Terre  en  re^oit  plus  ou  moins  de  cbaleur,  et 
efoe  pendant  la  dur^e  de  notre  ^t^  la  marcbe  de  la  temp^rature  est 
mamiae,  k  la  surface  de  la  Terre,  au  moins  deux  fois  a  un  abals- 
«eaeat.  La  limite  de  cette  Variation  e«t  de  0^,6  C.  Mais  ce  qui 
pronva  que  le  rdsultat  obtenu  n'est  pas  du  a  une  cause  fortuite, 
«aia  ä  nrie  cause  bien  d^termin^e,  cVst: 

,,!•  ^ne  les  observations  de  Paris  et  les  observations  faitei 
yeaJaot  50  ans  a  lusprock  donnent  la  mdme  marcbe  p^riudique. 

S.  Qne  la  premi^re  noiti^  des  observations  d*lnspruck,  calcn- 
Me  de  la  mdme  mani^re  que  la  seconde  noiti^»  offre  le  mime  n^ 
■ritat 

S.  Qne  si  Pon  combine  ensemble  les  premiers  semestres  de 
«haqne  ann^e,  et  de  m^me  les  seconds  semestres  de  cbaque  ann^, 
Ui  coadnisent  encore  a  la  m^me  marcbe  p^riodique. 

L'importance  du  r^ultat  obtenu  pour  la  science  mdt^orologiqne 
est  dvidente,  et  il  ne  nous  reste  qu'ä  ^mettre  le  voen  de  voir  cette 
dfconverte  publice  par  M.  Nervander  dans  tous  ses  d^tails.  Neos 
MfiroDs  le  voir  ^tendre  ses  rechercbes  a  d'autres  p^riodes;  tonte- 
Ml  il  serait  indispensable  qu'on  lui  fournit  les  moyens  n^cessaires 
Mr  dviter,  dans  un  travail  de  cette  importance,  cette  partie  fastl- 
WM  et  purement  m^anique,  m^s  n^anmoins  absolument  in- 
^hpeaiable,  comme  l'arrangement  et  la  copie  des  nombres,  leur 
lation  etc.'* 
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Sats   vom  Trapezium. 

(Von  Herrn  Lebelin,  ^leve  du  College  de  Dijon.) 

1d  Taf«  I.  Fig.  5.  sei  AB  CD  ein  Trapezium  mit  den  b 
parallelen  Seiten  AB  und  CDy  und  E  aei  der  Durcbachnittai 
seiner  beiden  Diafironaleo.  Zieht  man  von  Ei  aus  mit  AC  und 
die  Parallelen  EF  und  EF^ ,  so  sind  die  Dreiecke  ABCy  < 
und  ACD^  DEF  einander  ähnlich,  und  man  hat  also  die  fol 
den  Proportionen: 

ABiACzzuCFiEF^ 
ACiCD=EFiCD  —  CF', 

an«  den^B  sich  nach  einem  bekannten  Satse 

ABxCD^rz  CFi  CD-^CF, 

also 

ABiAB-^CD^CFi  CD, 

folglich 


AB^CD 
ergiebt«    Ganz  eben  so  ist 


Also  ist  CFssDF^,  und  augleicb  siebt  man  bieraus,  dan,  so  1 
diip  iSrtese  der  beiden  Murallelea  Seiten  des  Trapeziums  sieb  i 
hadert«  wie  aieb  aneb  die  beide«  auderen  Seiten  desselben  an 
mögen«  die  einander  frleicben  Linien  CF  un4  DF^  c^nstAnt  i 
Führt  man  den  gefundenen  Wertb  \  on  CF  in  die  Proporti 

ABxAC^CF^^Er 


ein«  und  bestimmt  EF^  an  eib&tt 


und  |MkU«  eben  »e  iu 
\We  i»t 

KF  -^  FF^  rn  Vl^  *  jjk  ,^~|^* 

\n»  allem  \eirber^ebeudee  e^i^Wbt  «wb  <iee  f^Lprede  Satz: 
IWr  ne^metir^vvhe  MM    der  Unrvl^iicaeiccsspnnkce 

cs»ii«lanc  i«V  Mn^d  de\y«  ^e^de  «ed^cen  Setc^a  «ine  c 
»taute  Stumme  b^beu^  i««  e^ue  Klhps«' 
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Die  Brennpuokte   und    die  Hanptaxe   dieser  Ellipse  sind  nach 
dem  Obigen  leicht  zu  bestimmen. 


Sats  vom  regulären  Octaeder. 

(Von  Abilard  Serredieu  Lery*).    Bewiesen  Ton  Herrn  H.  Breton.)    - 

Wenn  der  körperliehe  Winkel  jS^  (Ta£  I.  Fig.  6.)  eines 
regnlftren  Octaeders  von  einer  beliebigen  Ehentui'B'C'JV 
geiehnitten  wird,  so  ist  immer 

S^  ^  SC  ~SB'  "^  Sir' 

Beweis.  Die  zu  beweisende  Belation  wird  bewiesen  sein» 
wenn  man  die  Bichtigkeit  der  Gleichung 

SÄ + SC  _SR^Siy 

SÄ. sc    —  SB-.SI/  ' 

oder  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

Sä. SC    SB'. Sir 

SÄ^sc  — sir^sjDt 

hweiitn  kann.  Nun  überzeugt  man  sich  aber  leicht,  dass  die 
ClriiBen  auf  den  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  die  Seiten 
fcr  ii  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ASC  und  BSD^  so  beschrie- 
ksea  Quadrate,  dass  ein  Winkel  dieser  Quadrate  mit  den  rechten 
Wiokeln  A'SC*  und  B'SD'  zusammenfällt,  ausdrücken.  Daher 
hsimft  der  Beweis  darauf  zurück,  die  Gleichheit  dieser  beiden 
Ondrate  zu  beweisen,  was  leicht  auf  folgende  Art  geschehen  kann, 
w  Linie  SO^  welche  als  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen  A8C 
Ud  BSi^  nothwendig  durch  den  Durcbschnittsjpunkt  0'  der  Dia- 

Bnalen  des  Vierecks  AB' CD'  gehen  muss,  halbirt  die  rechten 
hkel  ASC  und  BSD.  Also  balbirt  die  Linie  SO^  die  rechten 
Wiakrf  der  Dreiecke  A  SC  und  B'SD'.  Da  nun  aber  die  Diago- 
ul^  einet  auf  die  oben  näher  bezeichnete  Weise  in  ein  rechtwink* 
figes  Dreieck  beschriebenen  Quadrats  den  rechten  Winkel. dieses 
Dreiecks  offenbar  halbiren  muss,  so  ist  SC  sowohl  die  Diagonale 
te  in  das  rechtwinklige  Dreieck  A'SC,  als  auch  die  Diagonale 
te  in  das  rechtwinklige  Dreieck  B'SD'  auf  die  angegebene  Art 
Vewliriehenen  Quadrats,  und  diese  beiden  Quadrate  haben  folglich 
gloiehe  Diagonalen,  sind  also  einander  gleich,  w.  z.  b.  w. 

*)  A.  S.  Livy,  geboren  den  14ten  November  1795  tu  Paris,  vrar,  nachdem 
er  lieh  lange  in  England  und  Belgien  aufgehalten,  zuletzt  Professor 
der  Mathematik  am  College  Cbarlemagne  zu  Paris,  und  starb  am  21sten 
Joni  1841,  wegen  seiner  Kenntnisse,  seines  ausgezeichneten  Lebrtalents 
ud  seines  trefflichen  Charakters  allgemein  geachtet. 
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Berichtig  Q^n  g. 


In  neinem  Aufeatze  No.  Till,  id  dieiem  Hefte  bitte  ich  S.  51. 
UDten  und  8.  52.  oben  die*  eine  CDrichtigkeit  eothaltendefi,  Worte 
von  „Nun  ist  aber  offenbar  «•< 2,  €f^|/^2,  «r^^/^,  a.8.w. 
bis  und  folglich  um  so  mehr  —  u  +  tf  +  f0^jc'^2,  d.  L 
X^2'^  zu  streichen^  und  dafür  Folgendes  zu  setzen. 

Nun  ist  aber  offenbar  AiE:=za:  als  die  Sehne  von  ^  derPe« 
iipherie  kleiner  als  die  Seite  des  regulären  32eGk8,  und  ^iZ)  =  V| 
als  die  Sehne  von  -f^  der  Peripherie,  kleiner  als  die  Seite  dea  ie- 
gulären  3eck8.    Die  Seite  des  32ecks  ist  bekanntlich 

V/(2  —  V/(2  +  V/(2 -h  1/2)))  =  0,1960343 

und  die  Seite  dea  3ecks  ist 

.  V/3  =  1,7320508. 

Daher  ist 

f9<l»7320508  und  ar< 0,1960343 

also  «r  +  ar<C  1)0280851,  d.  i.  te^  +  ^'<2,  und  folglich,  weil  of- 
fenbar —  ti  +  tf  negativ  ist,  um  so  mehr  — « +  €^  +  f9--|»^^2, 
d.  i.  -X<2. 

Man  kann  dies  aber  auch  auf  folgende  Art  zeigen.  Wenn  AB 
(Tt^t  1.  Fig.  7.)  die  Seite  des  lOecks  und  AB  die  Seite  des  SOeeka 
ist,  so  ist  in  dem  Dreiecke  ADF^  wie  man  leicht  findet,  -K^ADF^ss 
<  AFD  =  Wy  also  AD'sszAF  und  folglich  offenbar  die  Seit» 
des  SOecks  kleiner  als  die  Hälfte  der  Seite  des  lOecks.  Also  ist 
um  so  mehr  o;,  als  die  Sehne  von  -f^  der  Peripherie,  kleiner  ala 
die  Hälfte  der  Seite  dea  Zehnecks,  d.  i. 

Ferner  ist  ir,  als  die  Sehne  von  -h  ^^^  Peripherie,  kleiner  als 
die  Sehne  von  -^  der  Peripherie.  Da  nun  bekanntlich  y  "■!  ■ 
die  Seite  des  Fünfecks  ist«  so  ist 

die  Sehne  von  -^  der  Peripherie,  also 

V/S-f-1 

Weil  aber  offenbar  •f-<2,  «•<2  ist,  so  ist 

^o   a   V^H-1    V/5  — 1     .    .  ^A 

«rr»J?<2.2.— -^2--.  ^^— r — ,  d.  i.  MVfMS'<^% 

und  folglich  der  absolnte  Werth  von  Z  kleiner  als  2.  Für  X  =  8 
ist  aber  Fs  —  2,  also  Z=  —  3,  nach  der  dritten  der  Gleichun- 
gen II),  was  gegen  das  Vorhergehende  streitet. 


■lerechnuiis  des  KSrperiiihaltes  der 

Prismen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  W.  Matzka 

an  der^k.  ki  philosophischen  Lehranstalt  zu  Tarnow  in  Galisien. 


Die  HerleitUDg  des  Ausdrucks  für  den  Kürperinhalt  der  Pris- 
men,  wie  sie  in  den  mir  bekannten  Lehrbüchern  gegeben  wird, 
vermag  durchaus  nicht  mich  zufrieden  zu  stellen,  weif  die  ihr  zu 
Grunde  liegende  Untersuchung,  unter  was  für  Bedingungen  Pris- 
men gleich  sind,  überall  mehr  oder  weniger  mühselig  durch  aller- 
hand particuläre  Fälle  und  Verwandlungen  sich  hindurchzieht ,  und 
die  Beweise  der  Proportionalität  der  Prismen  entweder  nur  obenhin 
oder  gegentheilig  schleppend  gegeben  werden.  Ich  will  hier  zei- 
gen, wie  sich  diesem  Mangel  der  Stereometrie  gründlich  abhelfen 
lässt,  und  zwar  nach  zwei  Verfahren ,  von  denen  das  erstere  neu 
und  entschieden  kürzer  ist,  und  das  zweite  mehr  an  das  übliche 
sich  anschlieast. 


Erstes  Verfahren, 


A.    Vergleichung  der  Prismen. 

§  1.    HaüptiehrsaU,    L  Prismen  von  gleichen  Seiten  und 
congruenten  Querschnitten*)  sind  gleich. 

Beweis.  Man  erweitere  die  (prismatischen)  Seitenflächen 
der  Prismen  ACEace  und  A'CEa'c'e^  (Taf.II.  Fig.  1.),  führe  ganz 
ausserhalb  der  Prismen  Querschnitte,  und  bringe   diese,    da  sie 


*)  Die  Durchschnittsfigur  einer  Ebene,  welche  eine,  also  auch  sämnit- 
liehe  Seiten  einer  prismatischen  Fläche  oder  eines  Prisma  schneidet, 
nenne  ich  kurz  einen  Querschnitt  oder  Schrägschnitt,  je  nach* 
dein  die  Ebene  auf  den  Seiten  senkrecht  oder  schief  (schräg)  steht. 

Theil  VI.  8 
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der  Annahme  gemäss  congruent  sind ,  dergestalt  mit  einander  über— 
ein  5  dass  die  Prismen  selbst  auf  verschiedene  Seiten  dieses  ge^ 
meinschafflichen  Querschnittes  apybs  zu  stehen  kommen.  Dann 
fallen  9  weil  in  einem  Punkte  aui  einer  Ebene  nur  eine  einzige 
Gerade  senkrecht  sein  kann^  die  auf  dem  gemeinsamen  Querschnitte 
senkrechten  Seiten  ^  also  auch  die  durch  sie  gehenden  Seitenebenen 
und  sofort  selbst  die  prismatischen  Seitenflächen  der  Prismen 
überein;  und  es  entstehen  zwei^  im  Allgemeinen ,  nicht  parallel 
abgeschnittene  Prismen  ACEA'^OE'  und  acea'c'e' y  deren  Con- 
gruenz  sich  leicht  nachweisen  lässt. 

Denn  1)  weil  die  Seiten^  Aa  und  A'a',  der  Prismen  ffldch- 
lang  vorausgesetzt  worden  sind^  müssen  ^  wenn  man  zu  jeoer  Ten 
zweien  in  einerlei  Geraden  liegenden  solchen  Seiten  y  wie  Aa  nnd 
A'a'y  das  zwischen  ihnen  befindliche  Stück  aA'  addirt^  die  ab 
Summen  entstehenden  Seiten,  AA'  und  aa'y  welche  in  einerlei 
Geraden  liegen,  einander  gleich  sein;  alsa  AA'^=^aa!  und  ebenso 
BB'  =  bh'y  CC  —  cc*,....  Ferner  sind  2)  die  parallelen  Gnindkan- 
ten  der  üirsprünglichen Prismen  gleich,  wie  AB^^ah,  Bc=rbc,  ••.., 

A'B'  =  a'b' ,  B'  a  =  f/c', t)aher  sind  3)  in  den  nicht  parallel 

abgeschnittenen  Prismen  ACEA'C'Ef  und  acea'c'ef  die  29eiten- 
und  Grundkanten ,  paarweise  verglichen ,  gleich  gerichtet  und  gleich' 
lang;  mithin  müssen  auch  die  Winkel  jedweder  zwei  Paar  gleich^ 
gerichteter  Kanten  gleich  sein,  wie  ABB'  =  abb',  B'BC=b'b€9 
ABC=abc,,...  Endlich  4)  sind  an  ihnen  auch  die  Winkel  der 
gleichgestreckten  Ebenen  gleich,  wie  die  Grandkantenwinkel  an 
AB  und  ab,  und  wie  die  Seitenkantenwinkel  an  AA'  und  aef» 
Denkt  man  sich  daher  die  beiden  nicht  parallel  abgeschnittoin 
Prismen  ACEA'C'E'  und  acea'c'e'  dergestalt  zu  einander  gebraebt, 
dass  zwei  gleiche  Kanten,  AA'  und  ac^y  und  ihre  gleichen  Kanten- 
winkel  überein  fallen ;  so  kommen  auch  die,  diese  Kanten  bildendes 
Seitenebenen  und  die  an  den  Grenzpnnkten  derselben  befindRchen 
Ecken,  wie  jene  an  A  und  a,  an  A'xmA  a!,  und  überhaupt  jeden  xwel 
parallel  gestellten  Ecken ,  mit  einander  überein :  ein  smches  PrisiBS 
acea'c'e'  wird  gleichsam  zwischen  der  sie  beidfe  einhüllenden  pris' 
matischen  Fläclie  Ab'Cd'Ea'y  um  die  Länge  einer  l^ite  Aa  oder 
A'a'  der  ursprünglichen  Prismen,  von  a  nach  A  geschoben  nnd 
füllt  sonach  das  andere  Prisma  ACEace  ganz  ans.  Weil  nun  io 
dieser  Lage  der  nicht  parallel  abgeschnittenen  Prismen  ACEA'OE 
und  acea'c'e'  jedweder  Unterschied  zwischen  ihnen  aufgehoben  er- 
scheint, so  sind  sie  congruent.  —  Zieht  man  demnach  von  densel- 
selben  das  ihnen  gemeinschaftliche  eben  solche  Prisma  aceA'  OE', 
oder  sie  selbst  von  dem  ganzen  Prisma  ACEa'c'e'  ab;  so  müssen 
die  Reste,  welche  eben  jene  mit  einander  zn  vergleichenden  ur- 
sprünglichen Prismen  ACEace  und  A'OE'a'c'^  sind,  gleich 
gross  sein, 

§.  2.    Lehrsatz,    IL      Prismen    von  gleichen    Seiten  und 

Querschnitten   sind  gleich. 

Beweis.  Können  die  gleichen  Querschnitte 
1)  entweder  als  Aggregate  oder  als   Unterschiede  con 
gruenter  Vielecke  dargestellt  oder  dadurch  erzeugt  werden, 
dass  einige  stückweise  congruente  Vielecke  vereint  und  andere  da- 
von abgetrennt  werden;  so  lege  man  durch  die  Geraden,   welche 
die  gleichen  Querschnitte  als  /Zusammensetzungen  oder  Ueberreste 
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^soBgrneDter  VMeicke  vorstellen ,  Ebeneo  za  den  Seiten  der  PrUuneD 

lE^anJIel,  bis  sie  in  die,  wo  nOthIg  em-eiterten^  Gnindebeoen  ein- 

•sclmeiden«  Dann  erscheinen  auch  die  Prismete  selKist  auf  die  nem- 

liche  Werne  als  Summen  oder  Reste  von  gleichlangen  Prismen 

mit  cengmenten  Qoerschnitten ,  also  vermöge  §,  1.  von  gleichgrossen 

Prismen  9  und  sind  daher  gleich. 

2)  Sind  die  Querschnitte  Dreiecke  oder  Parallelogramme^ 
folglich  die  Prismen  dreiseitig  oder  Parailelepipede^  und  haben 
^e  Querschnitte  a)  eine 'Seite  gleich ,  also  wegen  ihrer  eigenen 
Gleichheit  auch  die,  der  Seite  als  Grundlinie  angehurige.  Hohe 
gleich;  so  können  sie  bekanntlich  leicht  als  Summen  oder  Diffe- 
renzen congruenter  Dreiecke  oder  Trapeze  vorgestellt  werden*), 
daher  sied  die  Prismen ,  vermöge  1),  einander  gleich.  Haben  aber 
b)  die  als  Querschnitte  vorkommendfen  zwei  gleichen  Dreiecke  oder 
nraUelogramme  keine  Seite  gleich;  so  kann  man  zur  Hilfe  ein 
drittes  Dreieck  oder  Parallelogramm  construiren,  welches  beiden 
gl«cht.  und  mit  jedem  eine  Seite  gleich  hat  **)  Bildet  man  dann 
über  diesem  als*  Querschnitt  ein  eben  so  langes  Prisma  wie  die 
zwei  verelieheBen;  so  sind  diese  einzeln^  vermöge  a)>  ihm  gleich, 
also  auch  einander  selbst  .gleich. 

S)  Sind  die  Querschnitte  der  Prismen  Vielecke,  die  sich 
io  einder  verwandeln  lassen;  so  können  sie  nicht  bloss, 
weftD  durch  solche  Verwandlung  zunächst  nur  eine  Seite  wegge- 
bracht wird,  sondern  auch,  weil  dies  sich  wiederholt«  ganz  aUge- 
naefei  als  Summen  oder  Unterschiede  thetls.  von  congruenten  Viel- 
ecken^ theils  voa  gleichen  Dreiecken  oder  Parallelogrammen  darge- 
stellt werden«  Mithin  sind  auch  die  Prismen  selbst  gleich,  da  sie 
als  eben  solche  Summen  oder  Unterschiede  von  Prismen  die  ver- 
möge l)^und  2)  gleich  sind,  sich  vorstellen  lassen. 

4)  Seien  endlich  die  gleichgrossen  Querschnitte  Q,  Q*  zweier 
gtelchlanger  Prismen  P,  P'  was  immer  für  Vielecke  von 
gleich-  oder  iingleiehviel  Seiten.  Man  denke  sich  diese 
gleichen  Querscluiitte  nach  und  nach   in  Dreiecke  oder  Parallelo- 


*)  Für  Parallelognunme  enieht  maa  die«  aus  den  gewohnlichea  Lehr- 
bfldkem  nach  Eakhd.  Ülem.  L  35,  oder  einfacher  nach  Letlie  ans  Tega^s 
Torles.  Aber  Bfath.  7.  Infi,  verbessert  y.  Matzka.  2.  Bd.  $.389;  für  Drei- 
ecke aus  Gerwien's  simireidier  Zertheilnng  gleicher  Dreiecke  In  con- 
riente  Stucke,  in  GieUe's  Journal  Bd.  X.  S.  228,  oder  im  Archiv. 
TheiL  S.  237. 

**)    Diese   plaafiaetcisdie  Hllfsanfgabe  lässt  sieh  wie  folgt  ein- 
fiMfa  lösen. 

Denkt  man  sich  (Taf.n.Fig.  2)  zu  dem  einen  Parallelogramm  ABCD 
des  gleiche  so  gebracht,  dasa  eine  Spitze  A  derselben  nbereinfalle,  eine 
Seite  Ah  längs  der  anderen  AB  liege  und  das  Parallelogramm  selbst 
zum  Theil  au  das  erstere  in  die  Lage  Ahcd  komme ,  so  mnsste  Ab  und 
AB  angleicfa  sein.  Sei  Ah  die  kleinere;  dannmnss  das  über  ihr  zwischen 
den  BemHchen  Parallelen  AB  und  CD  -wie  ABCD  liegende  Parallelo- 
graaim  Ah^^ABCDy  also  auch  ^Abcd  sein,  folglich  die  ans  A  aus- 
gehende Seite  Ad  die  CD  in  t  schneiden.  Der  um  A  mit  dem  Ualb- 
laesser  Ad  beschriebene  Kreistiogen  schneidet  demnach  die  CD  in  zwei 
PaalcteB,  Ton  denen  einer  dL  Fumrtraan  nnn  die  AS,  welche  ■=3iAd,  und 
Bf\\Ad^  MtytABrSimM  geforderte  Parallelogramm;  denn  es  igt=^fiCD, 
daftler  auch  =.Abcd^  oiä  hat  mit  jenem  die  Seite  AB  und  mit  diesem 
die  Seite  AdzrzAS  gleich. 

1' 
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grämme  q^  ^  verwandelt,  die  demoach  ebenfalls  gleich  werden 
müssen ,  una  stelle  sich  über  diesen  dreiseitigen  od^  paraUelo- 

frammischen  Querschnitten  q^  q'  eben  so  lange  JPrismen  jp,  p'  vor. 
^ann  ist  vermöge  3),  wegen  q=Q  und  q'=iQ',  auch  p=P  und 
p*=P'.  Allein  wegen  q=^q'  ist  nach  2)  auch  noch  p=zp',  daher 
muss  auch  P=^P'  sein. 

Der  behauptete  Lehrsatz  gilt  demnach  vuUig  allg^nein. 

B.    Proportionalität  der  Prismen. 

§.3.  Lehrsatz,!,  Prismen  von  gleichen  Seiten  sind  ihren 
Querschnitten  direct  proportional. 

Beweis.  Man  denke  sich  zwei  den  Querschnitten  Q,  7  ^ 
gleichlangen  Prismen  P,  p  congruente  oder  gleiche  Vielecke  fy,  qf 
mit  einer  Seite  oder  einem  Theii  derselben  an  und  neben ,  jedoch 
ganz  ausser  einander  gelegt,  so  dass  sie,  wenn  man  diese  gemein^ 
schaftiiche  Seite  auslässt,  zusammen  ein  Vieleck  ^=zQ'-\-u'  aus- 
machen. Nimmt  mian  nun  dieses  Vieleck  zum  Querschnitt  eines 
eben  so  langen  Prisma,  so  muss  der  durch  die  wiederhereestellt 
gedachte  gemeinsame  Seite  gehende  Diagonalschnitt,  das  Prisma 
m  zwei  Prismen  iP,  p*  von  den  Querschnitten  Q',  q'  zertheilen, 

P,  p  gleich  sein  müssen,  weil  si< 


welche  den  Prismen  P,  p  gleich  sein  müssen,  weil  sie  mit 
die  Querschnitte  und  Seiten  gleich  oder  congruent  haben.  Das  dea 
Querschnitt  Q' -{- q' =  Q -{- q  enthaltende  Prisma  P'-\'p'  ist  also 
=rP+p^  d.  h.  zur  Summe  der  Querschnitte  Q,  q  gehOrt  bei  slei' 
<^en  Seiten  die  Summe  der  ; zugehörigen  Prismen  P,  p;  mithin 
sind  die  gleichlangen  Prismen  ihren  Querschnitten  dire<^  proportio- 
nirt,  nemlich  P:p=:Q:q.  *) 

§.4.    Lehrsatz  IL    Prismen  von  gleichen  Querschnitten 
sind  ihren  Seiten  direct  proportional. 

Beweis.  Seien  P,  p  irgend  zwei  Prismen  von  gleichen 
Querschnitten,  und  S,  s  ihre  Seiten.  Man  denke  sich  eine  pris- 
matische Fläche  von  einem  eben  so  grossen  Querschnitte,  auf 
ihrer  unbestimmt  langen  Seite  die  Seiten  S  und  s  nach  einander 
abgetragen,  folglich  in  ihre  Summe  S+s  vereint,  und  endlidh. 
durch  die  erhaltenen  drei  Auf  tragepunkte  parallele  Ebenen  geführt 
Dadurch  erhält  man  an  der  Seite  S+s  ein  Prisma,  das  aus  zwei 
Prismen  besteht,  welche  den  Prismen  P  und  p  einzeln  gleich 
sind,  weil  sie  mit  ihnen  Querschnitt  und  Seite  gleich  haben,  und 
das  daher  z=zP+p  ist.  Zur  Summe  jeder  zwei  Seiten  gehört  dem- 


^  Diese  kurze  und  grandliclie  Beweisführung  über  die  dirocte 
portionalität  zweier  zusammengehöriger  Gattungen  von  Grössen  scheint 
den  mathematischen  Schriftstellern  und  Lehrern  nur  wenig  bekannt  sa 
aefai,  da  ich  sie  bloss  in  La  Place  M^canique  Celeste.  toL  1.  pag.  15 
angedeutet  und  in  Dr.  Jos,  Knar's,  Prof.  der  Mathematik  ander  Grätzer 
UniTersität,  Anfangsgründen  der  reinen  Mathematik,  2  Theile.  Arith- 
metik und  Geometrie.  Grätz,  bei  Damian  und  Sorge.  1829,  im  §.  59S 
des  1.  Theils  erwiesen,  und  in  den  §§.  260,  261,  399,  6T0,  6T1  des  S. 
Theils  angewendet  finde.  Dieses  kleine  österreichische,  ja  sog^  mnr 
steyerische,  Werkchen  übertrifft,  besonders  in  der  Gründlichkeit  und 
Systematik  der  Behandlung  seines  Gegenstandes,  sehr  viel»  derartige 
Schriften,  und  ivrdient  daher  mehr  gelaunt  und  nachgeahmt  zu  werden. 
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nach  bei  deichen  Querschnitten  die  Summe  der  zugehiVigeii  Puh- 
nen;  mithin  sind  Prismen  von  gleichen  Querschnitten  ihren  Seiten 
dlirect  proportional,  nemiich  P:p  =  S:s. 

j  5.  Hauptiehrsaiz.  Prismen  überhaupt  sind  ihren  Quer- 
jschnitten  und  Seiten  zusammengesetzt  direct  propor- 
tional; oder:  Prismen  überhaupt  stehen  im  zusammen- 
gesetzten geraden  Verhältnisse  ihrer  Querschnitte 

und  Seiten. 

Denn  sie  sind,  nach  6.  3.,  bei  gleichen  Seiten,  ihren  Quer- 
schnitten, und  nach  6.  4.,  bei  gleichen  Querschnitten,  ihren  Seiten 
direct  proportional,  daher^*)  überhaupt  ihren  Querschnitten  und 
Seiten  zusammengesetzt  direct  proportional. 

Haben  demnach  die  Prismen  P,  p  die  Querschnitte  Q,  q  und 
die  Seiten  jS,  f ,  so  ist 

Pi  p  =z  Q  i  q 


;?i 


{.  6  Folgesatz.  Prismen  überhaupt  verhalten  sich  zu 
einander  wie  die  Producte  der  Zahlwerthe  **)  ihrer 

Querschnitte  und  Seiten. 

Denn  behält  man  wie  üblich  die  gewählte  Bezeichnung  der 
Querschnitte  und  Seiten  auch  für  ihre  Zahlwerthe  bei,  so  gitt  die 
angesetzte  Proportion,  da  man  in  jedem  Verhältnisse  von  (^eich- 
artigen)  Grössen  anstatt  dieser  ihre  (auf  einerlei  Messeinheit 
bezogenen)  Zahlwerthe  einsetzen  darf,  auch  jetzt  noch.  Da  aber 
lassen  sich  die  beiden  Zahlenverbältnisse  durch  Multiplication  zu- 
sammensetzen, und  man  erhält  die  behauptete  Propoition 

P  \  p  =z  QS  i  qs. 

C.    Messung  des  Raumes  eines  Prisma«* 

§.  7.  Körpereinheit  Zur  Messeinheit  der  Körper  setzt  man  ge- 
wöhnlich ein  Prisma  fest,  dessen  Seite  die  Einheit  der  Längen 
und  dessen  Querschnitt  die  Einheit  der  Flächen  ist.  Fast  durch- 
gehends  nimmt  man  dazu  den  Würfel,  dessen  Seite  die  Längen- 
einheit   ist,    oder    die   sogenannte    cubirte   Längeneinheit. 

§  81    Messung  oder  Ausdruck  des  Inhalts  der  Prismen,     Der 
Rauminhalt  eines  Prisma  gleicht  dem  Producte  der 
Zahlwerthe    des    Querschnittes    und  der   Seite. des- 
selben. 

Denn  lässt  man  in  der  letzten  Proportion  die  Zeichen  der 
Räume  der  Prismen,  wie  es  erlaubt  ist,  auch  die  Zahlwerthe,  die 
Raum-  oder  Körperinhalte,  der  Prismen  vorstellen,  und 
nimmt  man  jenes  Prisma   zur  .Körpereinheit,    also    seinen  Zahl- 


•)    nach  Knar  Arithmetik  §.  532. 
**)    gewöhnlich,  jedoch   grammatLich    unrichtig,    Zahlenwortbc ,   und 
wohl  eigentlich  Werthiahlen? 
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fr«rtli  P==:l,  dessen  Querschnitt  den  Zafalwerth  Q=l  nnd  die 
Seite  den  ZaUwerth  5=1  hat:  so  geht  diese  Proportion  in 

1  :  p  =z  1.1  :  qs 
über,  und  daraus  folgt         p  z=z  gg. 

D.    EinfOhruiig  der  Gmndebene  und  Höhe  der  Prismen. 

§,  9,  Leitender  Lehrsatz,  in  Jedem  Prisma  verhält  sich 
der  Querschnitt  xur  Grandebene  wie  die  Höbe  zur 
Seite;  oder:  in  jedem  Prisma  ist  das  Prodnct  ans  den 
Zahlwerthen  des  Querschnittes  and  der  Seite  gleieh 
dem  Producte  aus  den  Zahlwerthen  der  Grandebene 

und   Hube. 

Denn  führt  man,  da  in  einer  prismatischen  Fläche  alle  par- 
allelen Schnitte  congnient  ausfallen  müssen,  in  einem  Prisma 
ACca  (Teil  11.  Fig.  3.)  den  Querschnitt  otßyS,  so  dass  er  eine 
Grundepene  desselben,  AB  CD,  in  der  Geraden  KL  schneidet; 
so  ist  er  jederzeit  die  (winkelrechte)  Protection  jeder  Grundebene 
auf  einer  auf  den  Seiten  des  Prisma  senkrechten  (Projections-)EbeDei 
Projicirt  man  nun  auf  die  Durchschnittslinie  aer  Grundebene  und 
ilver  Projection  —  des  Querschnittes  «-^  sämmtlicbe  ihrer  Spitzen ; 
se.  haben  die  Smtzen  o»  ß,  7»  £  des  Querschnittes  mit  denienigen 
Spitzen  A,  JB,  C,  JD  der  Grundebene,  deren  Projectionen  sie  'sind,  einer- 
ki  Projectionen  a,\b,c,  h,  und  die  Projicienden  a(i,^,;^r,  8b  der  erstereil 
Spitzen  sind  selbst  die  Projectionen  der  Projicienden  Aa,  Bf>,  Cc^ 
JDb  der  letzteren  Spitzen  auf  der  Ebene  des  Querschnittes.  -^  Ihirch 
diese  Projidrenden  werden  beide  Vielecke  in  einerlei  Weise  als 
Agnegate  oder  Unterschiede  theils  von  rechtwinkligen  Dreiecken, 
theus  von  rechtwinkligen  Trapezen  dargestellt.  Jedes  solche  fie- 
standstück  des  Querschnittes ,  wie  Eaa ,  aaö^,  ist  zugleich  die  Pro- 
jection des  analogen  Bestandstückes  EaA,  aADb  der  Grundebene, 
mit  dem  es  in  der  Durchschnittslinie  KL  eine  Seite  gemein  hat 
Daher  verhält  sich  jedes  rechtwinklige  Dreieck  EaA  der  Gnmd- 
ebene  zu  seiner  Projection  Eaa^  wie  seine  projicirte  Katbete  tfJ 
zu  ihrer  Projection  da;  und  jedes  rechtwinklige  Trapez  aADb  der 
Gmndebene  verhält  sich  zu  seiner  Projection  aaSb  wie  die  Summe 
aA  +  bD  seiner  parallelen  Seiten  zur  Summe  aa-|-öfi  ihrer  Pro- 
jectionen. •—  Allein  diese  projicirten  Seiten  der  Stücke  der  Grand» 
ebene  bilden  mit  ihren  Projectionen,  mit  denen  sie  insgesammt 
auf  der  Durchschnittslinie  £^L  der  Grundebene  und  des  Querschnittes 
senkrecht  sind,  den  spitzen  Winkel  dieser  zwei  Ebenen;  mfthfai 
auch  den  spitzen  Winkel  jeder  zwei  auf  diesen  Ebenen  senkrechten 
Geraden,  wie  der  Höbe  AH  mit  einer  Seite  Aa  des  Prisma, 
deren  Projection  sie  ist  Ferner  sind  unter  einerlei  Winkel  pro- 
jicirte Geraden  ihren  Projectionen  proportional.  Mithin:  so  wie 
sich  die  Seite  Aa  des  Prisma  zu  dessen  Höhe  AH,  ihrer  Pro- 
jection, verhält,  eben  so  verhält  sich  jede  projicirte  Seite  jeg- 
lichen Stückes  der  Gmndebene  ^—  oder  beziehnch  jede  Abtliei- 
lungslinie  der  Gmndebene*-^  zu  ihrer  Projection ;  daher  auch,  dem 
Obigen  gemäss,  jedes  Stück  (rechtwinkliges  Dreieck  oderTrwez) 
der  Grandebene  zu  seiner  Projection  auf  dem  Querschnitt;  mithin 
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verhält  sich  aiich  eben  so  die  ganae  Gnmdebeiie  AB  CD  za  ibrer 
Projection,  dem  Qaerschiiitt  a^yS\  nemlich  iia:ili7=:  ABCDiaßySf 
oder  auch  aßydiABCD=zAH:Aa. 

Bezeichoet  man  nifn  den  Zahlwerth  (FlScheninhalt)  des  Quer- 
schnittes mit  qf  jenen  der  Grdndebene  mit  6,  dann  den  Zahlwerth 
(die  Länge)  der  Höhe  mit  a  und  jenen  der  Seitenkaate  mit  s;  so 
gibt  diese  Proportion,  durch  Einführung  der  Zahiwerthe  ihrer 
Glieder,, die  folgende  q  i  b  =^  a  :  s,  daher  die  Glcs^hung, 

^f  =  ab. 

$.  10.    GewöAnKcher  Ausdruck  des  Raummhaites  der  Prismen. 

Der  Rauminhalt  eines  Prisma  gleicht  dem  Produete 

der  Zahlwerthe  der  Grundebene  und  der  Höhe* 

Denn  vermöge  §.  8.  ist  des  Prisma  Rauminhalt  p=:fs,  und 
nach  $.  9.  das  Product  qs^ab,  daher  auch  p^=^ab. 


Zweites   Verfahren« 


A.     Vergleichung  der  Prismen. 

{f.  I.    Hauptiehrsatz.  1.    Wie  oben  im  ersten  Verfahren.  }•  L 

§.  2.    Lehrsatz.  IL  Parallelepipede  von  gleichen  Grund 

ebenen  und  Höhen  sind  gleich. 

B  e  w  e  i  sl  1)  Haben  die  Parallelepipede  ACEG 
und  aceg  Craf.n.Fig.4''u.4/')  Buch  noch  die  Grundkanten 
AB  und  oo,  und  daran  die  Kantenwinkel  |a^leich;  so  sehe 
man  sie  als  Prismen  an,  deren  Seiten  diese  gleichen  Kanten  und 
deren  Grundebenen  die  von  .ihnen  ffeschnitteoen  Begrenzungsebenen 
AH,  BG  und  oA,  bg  sind,  und  mhre  auf  denselben  Seiten  senk-* 
recht  die  Querschnitte  KLMN  und  klmn,  endlich  noch  aus  den 
gleichliegenden  Spitzen  N  und  n  die  nothtrendig  in  die  Ebenen 
der  Querschnitte  lallenden  Hüben  NP  und  np ,  weil  jene  Ebenen 
und  diese  Geraden  durch  einerlei  Punkt  gehend  auf  den  (ursprfing- 
liehen)  Grundebenen  AC,  ac  zugleich  senkrecht  stehen.  •^  Diese 
Querschnitte  nun  sind,  als  Schnine  in  parallelepipedischen  Flächen, 
Parallelogramme  und  aus  folgenden  Gründen  einander  congruent 
Die  \VinkeI  an  jE,£  sind,  weil  ihre  Ebenen,  also  auch  ihre  Schen- 
kel, auf  den  Kanten  AB ,  ab  senkrecht  stehen,  die  Winkel  an 
diesen  Kanten ,  also  der  Annahme  gemäss  gleich ;  daher  haben  die 
Parallelogramme  sämmtliche  Winkel  stückweise  gleich.  Die  nach 
der  Voraussetzung  gleichen  Höhen  NPy  np  sind  auf  den  Grund- 
ebenen  ACy  ac  senkrecht,  folglich  auch  auf  den  durch  ihre  Fuss- 
punkte  gehenden  Geraden  KL  und  kl  dieser  Ebenen,  und  sonach 
an  P  und  p  rechte  und  desswegen  gleiche  Winkel.  In  den  Drei' 
ecken  NPK  und  npk  sind  demnach  NP=^np,  K=ky  Pz=p^ 
nemlich  eine  Seite  und  zwei  Winkel  gleich ;  daher  sind  sie  selbst 
congruent  und  die  Seite  jKZV=  kn.  Endlich  sind  die  auf  den  Sei« 
ten  oder  Grundlinien  AB^  ab  der  Parallelogramme  AC,  ae  senk« 
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rorhton  GeradeD  KL,  kl  die  H5hen  dieser  Parallelogramme.  Die 
8oU»en  Parallelogramme  AC,  ac  sind  aber  die  Dach  der  Annahm« 
^loiohcn  Cwriiiidebeiieii  der  Parallelepipede ,  und  haben  der  Vorau» 
setzuiiff  genWisR  die  (iirundlinien  AB ,  aO  gleich ;  also  müssen  sii 
ancii  tue  Höben  AX,  /*/  gleich  haben.  Mithin  sind  in  den  par 
aiielogrammischen  Querschnitten  KM,  km  zwei  zusammenstossendi 
^ieitell  KL,  KM  und  kl,  km  einander  gleich;  daher ,  weil  Dact 
dem  Friihere%aurh  alle  ihre  Winkel  stückweise  gleich  sind,  müs- 
sen diese  Parnllelogramnie  und  respective  Querschnitte  KM  und 
km  selbst  congruent  sein.  —    Die   parallelepipedischen  Prismen 


1>)  Haben  die  Parallelepipede  .:frA^&^  und  acct)(Taf.n.Fig.4«u.4r) 
die  Cirundobenen  .-f^.".  ac  und  die  Höhen  gleich^  ohne  dass  dei 
vorher  in  1)  befrachtete  Fall  eintritt:  so  construire  man  erstens 
7.U  den  zwei  gleirhen  Parallelogrammen  ^ICac  ein  drittes  ihnen  glei- 
ches w\  (Taf.  II.  Fig.  4/0«  das  mit  jedem  aus  ihnen  eine  Seite  gleiefa 
hat,  nemlicb  ah  --AB  und  ^=br.,*)  und  führe  dazu,  als  zu  einei 
Cinuidebene.  in  dem  der  Höhe  yP  gleichen  senkrechten  Abstände 
/m  eine  unbestimmt  weit  ausgedehnte  Ebene  nh  parallel;  zwei- 
tens übertrage  man  den  auf  der  Grundkante  AB  senkrechten 
Querschnitt  KM  an  die  gleiche  Grund  kante  ah  als  Querschnitt  km, 
o«ier  auch  nur  den  AVinkel  -j-)  AA'xV  der  Kante  AB  an  die  Kante 
ah  in  den  Winkel  Ikn ,  und  lege  durch  ah  und  kn  die  Seitenebene 
af.  dann  zu  ihr  |Kirallei  durch  cd  die  Seitenebene  dg;  endlich 
drittens  übertrage  man  eben  so  von  der  Kante  bc  an  die  gleiche 
ftc  entwetler  den  Querschnitt  qr  nach  qr  oder  den  Kantenwinkel -|-) 
q  nach  9.  und  liihre  durch  hc  unter  dem  Winkel  q  =  ^  ^egen  ac 
geneiirt  die  Seitenebene  hg  und  dazu  parallel  durch  ad  die  £bene 
nk.  t^ann  begrenzen  die  durch  diese  drei  VorgSnge  erhaltenen 
drei  Paar  |>araUclen  F.benen  ein  neues  Parallelepiped  are^.  Mit 
diesem  hat  nun  jedes  der  zu  vergleichenden  Parallelepi]iede  ACEG 
und  acca  •  ausser  der  Cinmdebene  und  Höhe  auch  noch  eine  Grand- 
kante und  daran  den  \Vtnkel-j|^)  gleich,  daher  sind  sie  ihm  ein- 
zeln, nach  dem  ersten  Falle,  folglich  auch  einander  selbst  gleich. 

*>    nach  «Irr  Noio».''^'^  tu  il  in  obiirem  §.  2. 

\\  Kriliitchc  lirsrr  fühlen  |rc«is«  mit  mir  an  diciser  Stelle  dlie  bereits 
^on  11.  Wolf  im  Ai\'hi«.  Thti.  X  Hoft  4.  Soitr  44d.  anceregte  \oth- 
iKrnilijtiril^  A\c  \bwcichiinjr  «nlor  Vci^chiodcnhrii .  welche  fcei  nwei  Gera- 
«trn  an  ihiviii  Our«rh&chnici«|tuniir  ..Winkel'*  hoiM4.  liei  rvei  Ebenen  an 
ihrrr  l>ur«rh«rhnin»lin(>  «ndrr«.  aber  vief  m  ncanea.  so  wie 
ft.  H.  4n«.  WS»  bri  firmdcn  Richtnnc»  bri  Vran»ai  Linien  Sinn 
Kei»«l«  bri  Fb<Hirn  i^lr^^cinn^  o4er  (Kr  S irr i eben  grannnt  wird. 
\oii  lim  a.  a.  O.  oniriY«  IWwicnnunjpm  canci  »rblrdim^Ainc«  keine.  Viel- 
Irirbl  it^nlr  iin«l  «ii^Um*  rinnr  imwHnrr  KM^pbäcn  «nirr  den  Spmch- 
f^^MN'brm.  ri««  (Irrt  f«raff  an«  »rinrm  'frri«.«iirdi^Y9  ..alihoch- 
4rnt»«^bm  S|f>^««'bM'^.«19r*'  mu  <^ncm  Mi««<HBdcn  cta>  «4«r  höchstois 
•«t^ilbiiern  W  urf rliMmon  ^rn  (i<s^mcftm  bclfrm.  —  IrJi  brsäne  sogleich 
dir  ({^lr;(riiboi(  k  uiu  ^.u^Aiif  A;;tmr.lsAm  sn  n^Arhcr. .  da»  rbra  so  in 
drr  aiwil^^lJMhon  *i<\«iowoii-i^ .  %»«'riT;  war.,  tirc-rcf  Wl^M-jMrliJiftlichkeit 
rwjrrbrnd .  a\\%  d«n  W  inVrli»  «^or;  Vl^fl*^rtti*i4Y•^.  Krtf-iftb4^cf-T.  brrsnswirft« 
f«r  »Ir«  faM  iuim«)  »nlJM^bvrU^-.t^  ÄUKir.b^^ii  sn(«rr.i>ü  cflrsfm  Winkel 
«'inr  I^Mnli%^r  Br«e«ian«je  >eib  lb«<.   Ivr^V^bnlfob  Kr^inrnnt  nan  Um  da- 
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Anmerkuff^  Wie  mau«  ohne  Berufoug  auf  $•  1.  oder  vielmehr 
(Heseo  in  den  oeweui  eiDfiecbtend,  die  Gleichheit  von  Paraliele- 
pipeden  nachwelseb  kOnne^  habe  ich  bereits  im  4.  Bande  des 
Arcliivs.  Heft  a  S.  302.  gezeigt 

§.  3.    Begonderer  Fall    Ein  Parallelepiped  wird   durch 
jed'e  Diagonalebene  in  2wei  gleiche  dreiseitige  Pris- 
men  zertheilt 

Denn  denkt  man  sich  in  dem  Paralielepipede  ÄDEHBCFG 
(Tat  II.  Hg:  4«. )  die  Diagonalebene  CDEF,  so  schneidet  diese 
oen  Querschnitt  KLMN,  aer  bekanntlich  ein  Parallelogramm  ist,^ 
in  iler  Diagonale  LN,  und  diese  theilt  den  Querschnitt  in  zwei 
congraente  Dreiecke  LKN  und  LMN.  Die  beiden  dreiseitigen 
I^ismen«  in  die  das  Parallelepiped  zerlegt  wird,  haben  demnach 
di«  Querschnitte  congruent  und  die  Seitenkanten  gleich;  mithin 
sind  sie  nach  §*  h  einander  gleich. 

B.    Proportioualität  der  Paralielepipede. 

i*    Bei  gleichen  Höhen. 

$*    4.    Paralielepipede  von  gleichen  HShen  sind  ihren 

Grundebenen  direct  proportional 

^  .  Denn  verwandelt  man  die  als  Grundebenen  irgend  zweier 
'^^rallelepipede  p,  P  vorkommenden  Parallelopamme  b,  B  zuerst 
^o ,  dass  sie  eine  Seite  oder  die  Hohe  gleich  iiaben ,  nachher  aber 
*^och  so,  dass  sie  einerlei  Winkel  besitzen;  so  kann  man  die  ent- 
stehenden ihnen  gleichen  Parallelogramme  b^,  B'  an  jener  gleichen 
^elte  oder  zwischen  zweien  um  die  gleiche  Hohe  abständigen 
l^aralleUinien  dergestalt  an   einander   rücken,  -dass   sie   nur  ein 

nach 
0  die 
'  von 

einerlei  Winkeln  verwandeln  und  in  ein  Prarallelogramm  vereinen, 
dessen  eine  Seite  oder  ein  Winkel  wählbar  ist.  Legt  man  dann 
durch  die  Seiten  des  zusammengesetzten  Parallelogramms  b'  -[-B'y 
als  einer  neuen  Gründebene,  und  durch  seine  jreunungslinie. 
Seitenebenen  paarweise  parallel ,  und  in  einem  der  Hohe  der 
Pat'allele])i[^ede  p,  P  gleicnen  Abstände  von  ihm  die  zweite  Grund- 


durch,  dass  der  Kreisbogen  desselben  seinem  Halbmesser  gleicht;  er 
kann  aber  bei  solchem  Vorgange  —  mrovon  ein  anderes  Mal  —  als  dio 
Grenze  des  Quotienten  eines  unendlich  abnehmenden  Winiccis  durch  sei- 
nen Slnu«  oder  durch  sejne  Tang^ente  criclärt  werden.  Diesen  Winkel  nun, 
mdchte  ieb,  in  Anbetracht,  datfs  er  YöUig  bestimmt  und  ungleich  spitz 
•ein  innsa,  so  wie  man  das  Nennzigstel  des  rechten  Winlccls  ,, Grad'' 
nennt,  mit  dem  Icurzen  veralteten  Nahien  „der  Gehren'-  (francöa. 
le  chanteau)  bezeichnen.  Man  lese  über  dieses  Wort  die  Wörterbücher 
von  Adelung,  Heinsius,  Heyse,  n.  a. ,  nnd  Ich  hoffe,  man  werde  ec 
passend  -finden.  Neue  angemessene  wissenschaftliche  Benennungen  schaf- 
fen ist  zwar.  Weil  sie  nicht  jedermann  gefallen,  misslich;  allein  sie 
ganz  entbehren  oder  unpassende  gebrauchen  müssen,  ist  peinlich. 

•)    Van  Swinden  Geometrie.    Buch  2.   g.  »1.     Telllcampf  Vorscbule. 
Geometrie.  Cap.  9.  $•  269.    7. 

Thcil  VI.  8« 
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ebene  parallel,  so  entsteht  ein  Parallelepiped ,  das  tins  £%rei< 
znsammengesetEt  ist^  welche  einzeln  den  raraUelepipeden  p,  i 
gleichen,  weil  sie  mit  ihnen  Gnindd^ene  «nd  il6he  efeich   mtim 

i§.  2.).  Der  Summe  b-\-B  jeder  zwei  Gmndelyenen  6,%  eDtspricfr 
emnach  hei  einerlei  Höhe  die  Summe  p  +  P  der  ihnen  ang^ehOrigei 
Paralieiepipede  p^  P;  mithin  sind  gleiche  Parallelepipede  ihren 
Grundebenen  geradezu  proportional,  nemlicfa  p:P=b:jB. 

.IL    Bei  gleichen  Grundebenen. 
g.  5.    Parallelepipede  auf  gleichen  GrundebdneD  aiid 
ihren  Höhen   direcf  proportlonaL 

Denn  von  was  immer  für  zwei  ParaUel^ipedeD  p,  P  ilb«i 
gleichen  Grundebenen  trage  man  die  Hdhen  a,  A  nnmittelbar  lutel 
einander  in  eine  Gerade  a-\-A  zusammen;  e^rlehte  asf  dieeer  li 
den  aufgetragenen  drei  Punkten  Ebenen  senkrecht,  also  unter  siel 
parallel;  construire  in  einer  solchen  Ebene  rin  den  gleichen  Grund 
ebenen  gleiches  Parallelogramm;  und  lege  endlich  durch  desse 
Seiten  paarweise  parallele  Ebenen.  Bei  solchem  Vorgänge  entstel] 
über  der  Höhe  a-\-A  ein  Parallelepiped,  das  aus  zi^eien  zusam 
mengesetzt  ist,  die  mit  den  beiden  gegehenen  p,  P  GnmdebeD 
und  Höhe  gleich  haben,  also  ihnen  stückweise  gleich  sind  {§.  2.^ 
ßei  gleichen  Grundebenen  gehört  demnach  zur  Summe  a-f  ^ 
jeder  zwei  Höhen  a,  A  die  Summe  p  +  P  der  zugehörigen   Fai 


ailelepipede    »,    P;    mithin    sind    Paradlelepipede    iher  j(leiche 
Grunaenenen  ihren  Höhen  direct  proportiontrt,  ikendichpiP^atA 

HL     XJeberhaupt 
§.  6.    Parallelepipede  sind  überhaupt   im  sttsaniBieii 
gesetzten    Verhältnisse   aus    den    geraden    Verhftlt 
nissen  ihrer  Grundebenen  und  HOh^n; 

oder:  Parallelepipede  verhalten  sich  wie  di^Produet 
der  Zahlwerthe  ihrer  Grundebeoen    und  tEöhen» 

Denn  sie  sind  nach  §•  4.,  bei  gleicher  H((he,  ihren  Grand 
ebenen,  und  nach  §.  5.,  bei  gleichen  Grundebenen,  ihren  HOhr 
direct  proportional;  mithin  überhaupt  ihren  Grundebenen  un« 
Höhen  zusammengesetzt  direct  proportionirt. 

Haben  demnach  die  Parallelepipede  ^,  Pdie  Grundebenen  6,1 
und  die  Höhen  a,  A^  so  ist 


P=  b 


b  :  B) 
a  :  A) 


Benützt  man  die  Bezeichnung  der  Grundebenen  und  Höhei 
auch  fi3r  ihre  Zahlwerthe,  so  darf  man  in  der  noch  bestehendec 
Proportion  die  beiden  Zahlenverhältnisse  mittels  MultipliGatioc 
zusammensetzen,  und  man  erhält 

p  :  P  =z  ab  :  AB. 

C.    Messung  des  Raumeis  eineiä  Prisma. 

.  7.    Körperemheit   7im  Einheit  der  Körper  wählt  man  gewöhn- 
ich  ein  Parallelepiped  5  dessen  Höhe  die  Linieneinheit  und  dessen 
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GnuidebeDe  die  Flächeneinheit  ist.    Fast  immer  ertheilt  man  ihr 
die  Gestalt  des  Würfels^   deinen  Seite  die  Längeneinheit  ist 

{.  &    Messunff  des  Parallelepipeds.    Der  Rauminhalt  eines 
Parallelepipedsgleieht  dem  Producte  der  Zahl  wert  he 
der  Hohe  und  Grundebene  desselben. 

Denn  bedeuten  in  der  letzten  Proportion  die  Zeichen  der  Par- 
alfelepipede^  wie  es  verstattet  bleibt^  ««ch  die  Zahlwerthe,  die 
BttDv-  edet  KOrpefishalt»  der  Parallehpipede,  und  Bimnit  man 
tadMge  PtotUflepiped  zur  Kürpereinheit  >  also  «rinen  Zahlwertt 
P^y«.  4fs«eft, Hiibe  die  Länge  A=^l,  md  dessen  Gruadebeiie 
•nnfe&entehalt  B=l  hat;  so  verwandelt  sich  die  Proportion  in 

P  :  1  =  ab  :  1 .1, 
iolgUch  ist  p  =  ab. 

{.9.  Mesmng jedes  Prisma.  Der  Rauminhalt  eines  Prisma 
iit  das    Preduct    der    Zahlwerthe    seiner    H5he    und 

Grundebene. 

■ 

Denn  ist  das  Prisma 

1)  dreiseitig  und  seine  Gnfndebene  b,  so  kann  es  vermSge 
i.  i  als  Hälfte  eines  eben  so  hohen  Parallelepipeds  über  der 
«npelteD  Grundebene ,  2b ^  dargestellt  werden ^  dessen  Inhalt  also 
«V»«;«  dabtr  dtt  aebÜMre  :=::  a6  ist. 

i)  Jedes  andere  Prisma  aber  lässt  sich  in  eben  so  viele 
jmB^ifyg^  Pvismen  als  iseine  Gnindebeie  b  in  Dreiecke  zerlegen. 
1min  iSt  sein  Inhalt  p  die  Summe  der  Producte  der  gemeinsamen 
nMb  ä  aller  dreiseitigen  Prismen  in  gesammte  Grunddreiecke , 
abo  auch  das  Product  des  gleich  bleibenden  Factors^  der  Hube  a 
diftiFrifnifr,  ip  die  Simnae  der  Gninddreieke,  d.  i.  In  die  Grund- 
i  ÖM  Priamf ;  folglich  p^ab* 


'       i '  •  '  ! ' 
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Beweis  und  Berieliti«:iijic  des  Im  4* 
Bande  des  ArehiTS,  3.  Heflt,  0.  339-« 
mr.  XX3LT,  Satz  2,  Yonrelegten  Iiebr* 

Satzes. 

Von   dem 

■ 

Herrn  Professor  W.  M atska 

an  der  1c.  k.  philosophischen  Lehranstalt  zu  Tamow  in  Galisien. 


; 


Der  Inhalt  dieses  zum  Erweise  vorgegebenen  Satses  ist  Ion 
folgender: 

Eine  dekadische  Zahl  D=:10N+4  M  dntch  eine  dbeo 
solche  d=10njra  theilbar«  wenn  An^aN  dadurch  theil« 
bar  ist. 

B  e  we i  s.  Durch  die  Zahl  d  ist  offenbar  ihr  Vielfiidies  ^Nd  theü- 
bar,  daher  auch  der  ihm  gleiche  Ausdruck  iV(IOii  j^o)-|-^n  — /In 
=  n(lON+A)±aN--An=nD--(AnTaN).  Ist  nun  An^aN 
.  durch  d  theiibar,  so  muss  dies  auch  nD  sein.  Wenn  demnach 
n  und  d,  also>  weil  d=lOn4za  ist,  auch  n  und  a,  keinen  ge- 
meinschaftlichen Theiler  besitzeq,  muss  sicher  Z>  durch  d 
theilbar  sein. 

AI  lein!  falls  n  und  a,  daher  auch  n  und  d,  einen  gemein- 
samen Theiler  haben,  folgt  daraus,  dass  nD  durch  d  theilbar  sein 
muss,  keineswegs  nothwendig,  sondern  nur  etwa  zufällig,  die 
Theilbarkeit  von  D  durch  d. 

So  ist  z.  B.  der  letzte  a.  a.  O.  gebrauchte  Theiler  68  von 
dieser  bedenklichen  Beschaffenheit,  weil  6  und  8  zugleich  durch 
2  theilbar  sind.  In  der  That  ist  zwar  die  daselbst  gewählte  Zahl 
816  durch  68  theilbar,  allein  374  ist  es  nicht,  obgleich  37.8—4.6 
=296-24=272  durch  68«  theilbar  ist. 

Mithin  ist  in  den  aufgestellten  Lehrsatz  die  berichtigende 
Einschränkung  aufzunehmen: 

„wofern  a  und  n  keinen  Theiler  gemeinschaft- 
lich haben.'^ 

Berechnung  solcher  untheilbaren  Zahlen.  Derlei 
Zahlen  D=10N+A,  die  durch  eine  vorgelegte  Zahl  d=l(hi:^Of 
in  welch  r   n  und   a  einen  grOssten    gemeinschaftlichen    Theiler 
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E  >1  haben/  nicht  thetlbar  sindy  obwohl  JfitfaiV  eo  ist,  kdntieD 
9Mf  folgende  Weise  berediaet  werden. 

Es  sM  An^^mUr  dwch  d  ithtUhw»  also 

^reben  nun ,  wenn  man  die  congraenten  Zahlen  und  den  Modul 
«lurch  ihren  grOssten  gemeinschaRlichen  Theiler^^  theilt,  die  Zah- 
le*-a«']ij  d  -durch  t  getheüt^  die  Quotienten  om^,  ^  so  verwiindelt 
minth  di«  Congruenr  in 

■aN'£=.±vA,  mod  fi. 

L&s't  man  diese  Congruenz  in  Bezug. auf  i^,  indem  man  A  flb«- 
babpt  eine  4er  zehn /Ziffern  0,  I,  ...9  gelten  iSsst^  nach  eirieim 
der  bekannten  Verfahren  auf;  so  sei ^AT  ein»  die  Zahl  d  nicht 
über;9!te^gende^>  W^rtb  von  2V^    Dann  ist  :. 

t^enn  z  durchlaufend  sämmtliche  absoluten  Anzahlen  vorstelll. 

Weil  in  S=d:t=(10n±a):i=lfh}±a  die  ZaMen  a  und  i» 
keinen  Tfaeiler  mehr  gemdnschafUich  besitzen  ^  muss  die  Zahl 
i!bN'  +  A  =  D',  dem  geführten  Beweise  eemSss»  durch  6  theilbar 
sein.    Da  humnehr  D^=D' -{-lOd'Z  und  d^^tS  i^,  so  wird 


Demnach  ist  D  allemal  zugleich   mit   D'  ilurch  d  theilbar^  oder 
untheilbar,  so  oft  entweder 

1.  t=i2  oder  5  ist»  oder 

2.  fSr  «  bloss  Vielfache  voo^  eingesetzt  werden ,  oder  endlich 

D' 
3..  2  so  gewählt  wird,  dass  -j--f-l(k  durch  t  theilbar  oder 

untheilbar  ausfällt 

Beispiel.  Bei  dem  Theiler  e{=68=6.10-f-S  hat  man 
11=6,  a=:8,  also  t=2  und  S=M,  i;=3,  a=4;  mithin  soll 
4iV=3^,  mod  34  sein.  Da  4  und  34  durch  2  theilbar  sind,  muss 
es  auch  A  sein.  Setzt  man  daher  A:2=^A'  oder  A=2A',  und 
theiit  man  sowohl  die  Zahlen  als  den  Modul  durch  2,  so  wird 
2JV=3^',  morf  17.  Dazu  findet  sich  leicht  2x-8=-16=l, 
mod  17,  folfflich,  wenn  man  mit  —8  multiplicirt,  iV=i\r'  =  10-4', 
mod  17,  wobei  N*-^  34.  Sofort  ergeben  sich  folgende  zusammen- 
gehörige Werthe: 

Hilfszahl  A'=0,      1,      2,      3,      4 

Ziffer  der  Einer  A'=zO,      2,      4,      6,      8 

kleinste  Zehnernienge  iV'=  0,    10,      3,    13,      6 

17,    27,    20,    30,    23 
kleinste  Zahl  />'=  0,  102,    34,  136,    68 

170,  272,  204,  306,  238. 
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Schllesst  mas  hUevaa  die  duvtb  68  tbeUbaren  Zabiea  «8,  136, 
204,  272  aus  9  und  vermehrt  man  die  Zehner  der  Abrigen  bo  eft 
man  will  widerhoit  um  34 ;  so  erhält  mao  folgende ,  trotz  der  erßUl- 
ten  BediDguDg,  duidi  ßß  ulchl  tbeilbaie  ZalleD: 

Z>^    34,    102,    170,    238,    306, 
374.    442,   ßlO,    678,    646, 
:.   TM,    782/ 850,.  fll8,    986,  u.«.  f. 

Leichtere  Bestimtniiiigsweise.    Sufht  man,  aatiricjiw 
mitteis  einer  Tafel  der  YieifacheD  der  ganzen  Zahlen  oder  dureh  WliK 
derholte  Addition ,  sämmtUcbe  nach  einander  folgenden  Viel&ciMiL 
von  d:t=^S,  und  iSsst  matt  der  Reihe  nach  jedes  fte  solche  Viel- 
laiche  >  desisen  Multiplieatpi*  ialso  «elhst  ein  Vielfaches  von  ^  iat*. 
hinweg,  oder  herecnnet  man  erstlich   alle  Vielfachen  Um  k  'tor* 
^nm  iCaiJien,  jmd  vers^ehrt  sie  dann  wiederholt  um  dlesek  ^fcdi4^ 
sb  sind  alte  sich  ergebenden  Vielfacbeü  yon  ß,  weil  ihr  MultipBr- 
cator  durch  i  nicht  theilbar  ist,  derlei  durch  d  vntheilbare  ZaUenlL. 


Denn  je  nachdem  inD=  md=7*'/IS^Tr^  ^^  Multiplicator 

durch  i  iheillMur.  ist  pdet  uiebk,  wird  das  Viel£iu;he  D  dmch,^ 
Iheilbar   «der   nicht  ^-*    Weil  ferner  ^^lQii4:  a  und  D:=ni^ 
k;si}ßhnfvi±mtih  ialso,  wenadb^nof^^^-^d:  10wBau«^ÜÜtt,J0;==l^ 
«=ijr>tf  ^  l«t;  so  findet  man  Anfarf^Avt±atN^^t(Av^aiF^ 

=  <[v(dbmaTM)B)+a(iiiii±J»)l==TÄaOif±a><^T-BfiC 
=  ^Bdy  folglich  die  Bedingung,  An-f-aN  sei  durch  d  theilbar  , 
jederzeit  erfüllt 


I  •■  .  r. 


.    •      ■ 

>    •' 


/. 


/         .. 


.     • 
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B 


Uelier  dlelToniialeii  der  Keselsclmltte« 

ffach  drei  Ao&ätzen  des  Herrn  Gerono,  Professeur 
de  Bf  ath^matiques ,  in  den  Nouvelles  Annales  de  Ma- 
thänatiques.  Journal  des  candidats  aux  ecoles  poly- 
tedmique  et  normale ,  r^dig^  par  Terquem  et  Gerono« 
T.  n.  Paris.  1843.  p.  16.  72.  170.  frei  bearbeitet 

von 

dent  Herausgeber. 


Mit  den  Normalen  ^  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  an  einen 
Kegdschniit  gezogen  werden  kennen  ^  hat  sich  bekanntlich  8chon 
ApoUonius  in  dem  fünften  Bache  seitaes  berühmten  Werks 
iber  die  Kegelschnitte  beschhftigt,  worüber  man  den  Artikel  Nor- 
aale in  dem  mathematischen  Wtlrterbuche.  Tbl.  IH.  8.  688.  nach- 
geben kann.  Vorzüglich  wichtig  ist  aber  ferner  eine  Bemerkung 
^Legendre  über  die  Kriterien,  mittelst  welcher  sich  die  Ab- 
tthl  der  Normalen  bestimmen  lässt,  die  in  den  verschiedenen 
iB5gBchen  Fällen  durch  einen  gegebenen  Punkt  an  eine  Ellipse 
icwgen  werden  können,  welche  man  in  dem  Traitö  des  fonc- 
tiODs  elliptiojues.  T.  II.  Paris.  1825.  p.  349.  findet.  An  diese 
Bemerkung  schliesst  sich  unmittelbar  dfer  AufsatjE  des  Herra 
Gerono  an,  dessen  wesentlichen  Inhalt  wir  im  Folgenden  mit- 
tteilen  .werden. 

1. 

Die  Gleichung   einer  Ellipse,  welche  wir^  zuerst  betrachten 
''"ollen,  sey 


>  (f  )'+a)*=>. 


I^o  a  und  h  ihre  gewohnliche  Bedeutung  haben.    Sind  x^ ,  y^   die 
^'Oor^Qaten  «Ines  beliebigen  Punktes   in  dieser  Ellipse ,  so  ist 
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2)j,-y,=J^(a:-a:,)*) 

die  GleichuDg  der  durch  diesen .  Punkt  an  die  Ellipse  gezogenen 
Normale.  Bezeichnen  wir  daher  jetzt  durch  a,  ß  die  Coordmaten .  ^ 
eines  beliebigen  Punktes  in  der  £bene  der  Ellipse »  und  durch  a^^jf 
die  Coordinaten  des  Durchsoh^Httspiinkts  einer  durch  den  Punkt 
(aß)  an  die  Ellipse  gezogenen  Normale  mit  der  Ellipse **) ;  so  ha- 
be«!' niittl  IMUmitmg^tmaPt^^UAiwi^i^^ 


*  •  • 


• 


:h     "h 


6»x 


oder-' 


.     ■•   -  .       \      •  •  :  ■  .  -Ir  ■       I  ■  ' 


4) 


oder^  wenn  wie  gewöhnlich 
gesetzt  wird: 

.  .  ••         '  •        •  • 


--'.\  .      .■  r- 


Setzen  wir 


5,  j  (fy+(fy=i. 


• 


.  1  '■ 


6)  r  ^:=/,    M=:=Ä; 


SO ^ird  die  2weit^  der  Gleichungen  6): 


t. 


*)    Wenn  man  ?  -^=i  und    a*.— &*==«*    setzt,    so  kann    man   d!« 

Gleichung  der  Normale  der  Ellipse  attch  unter  der  folgenden  bemerken^ 
werthen  Grestalt  darstellen:  ' 


I        •■'    '  ... 

wo  man  das  obere  oder  untere  Z<$ithen  %m  nehmen  hat,  jenacbdem  Xi 
eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist  (Comte :  Trait^  ^l^m«  de 
giäom«  anal«  p<  356.).  -i.         ' 

**")    Wo  ixjr)  immer  der  Punkt  der  Ellipse  Ist,  in  welchem  auf  der-' 
iielben  die  durch  den  Punkt  (afl)  gezogene  Normale  senkrecht  steht.  Z'    ' 
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7)    bkx—iify+xy=0. 

Die  erste  der  Crleichungen  5)  kann  auf  folgende  Form  gebracht 
i^erden : 

8)    j_^=*ifi:i£), 

und  wenn  man  daher 

b{a+x)  ay 

0 

^«tzt>  so  hat  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

10)    ay—bzx^^abz,  ba:  +  azy=ab; 
«uis  denen  sich  ohne  Schwierigkeit: 

■ 

,,.  1-«»  26* 

11)    *=aj^.y=j-j^ 

«rgiebt.    Führt  man  diese  Werthe  von  x  and  iy  in  die  Glelchune 
Ty  ein,    so  erglebt  steh    nach  einigen  Mchten  Rednctionen  die 
Gleichung 

12)  ,.*+L^+ll,.+^0^,-i=o, 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

13)    A=:l(qil,  B=^-it^ 

I 

gesetzt  wird»  die  Gleichung: 

14)  ;s*+A»+B«-i=a 

Weil  das  letzte  'Glied  dieser  Gleichung  des  vierten  Grades 
n^ativ  ist,  so  hat  dieselbe  nach  einem  bekannten  Satze  von  den 
Gleichungen  *)  jederzeit  zwei  reelle  Wurzeln  mit  entgegengesetzten 
VorzeicheEt;  und  da  nun  wegen  <ler  Gleichungen  11)  jeidem  reellen 
Werthe  von  z  reelle  3^erthe  von  x  und  y  entsprechen ,  so  sieht 
man  zuvorderst,  dass  sich  durch  jeden  Punkt  immer 
mindestens  zwei  Normalen  an  eine  Ellipse  ziehen 
lassen. 

Bezeichnen  wir  die  vier  Wurzeln  der  Gleichung  14)  überhaupt 
durch  9»,  n,  /I9  q;  so  haben  wir  zwischen  denselben  bekanntlich 
die  vier  folgenden  Gleidinngen: 


^    f9«fplei|iente  nun  mathenrnticchen  Worterbnche.    Thl.-  IT.  ArtiM 
Qleich^mg.    S.  896; 

TheU  VI.  9 
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mnp + wnqr -f- mpqr -f- ifpy  =  —  Ä , 
mnpq  =  —  1 ; 

,  und  kuDnen  nun  mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  leicht  die  Gleichung 
des  dritten  Grades  finden,  deren  Wurzeln  die  drei  Grössen 

mn-\-pqy  mp-^-nq,  mq-\-np 

sind.^  Weil  nämlich  die  Summe  dieser  drei  GrOssen  nach  15)  ter- 
schwindet,  so  hat  die  in  Rede  stehende  cubische  Gleichung  di« 
Form 

16)    tt»+.4itt+Äi=0. 
Ferner  ist  nach  der  Lehre  von  den  Gleichungen 

» .      ■ 

Ai=  (mn-^pq)  {mp-{-nq) 
(wi«+/?})  (;mq-{'np) 
{mp-\-nq)  {mq-\-np). 

Durch  Multiplication  der  ersten  und  dritten  der  GleichiutfWD 
]f )  erhält  man  aber  ohne  Schwierigkeit  nach  einigen  leichten  Ke* 
ductionen :  ■  ■  ., 

AB=:^imnpq-\-(jnn-\'pq)  {mp-\-nq) 

Tf(wn-f-py)  {mq-{-np) 
+  (jnp  +  nq)  (mq  -f-  np). 

Also  ist  wegen  der  vierten  der  Gleichungen  JS) 

und  folglich 

Ai=AB+i. 

Endlich  ist  nach  der  Theorie  der  Gleichungen 

Äi  = -*  (win +jp5r)  (wip -f- nqr)  (wqr + np). 

Entwickelt  man  das  Product  atif  der  rechten  Seite  des  Gleldi' 
heitszeichens,  so  erhält  man,  mit  Rücksicht  auf  die  bekannteRdatioD 

?iwip^=-^l, 

ohne  Schwierigkeit 

Quadrirt  man  aber  die  erste  und  dritte  der  Gleichungen  16),  und 
zieht  dann  die  letztere  von  der  ersteren  ab,  so  erhält  man,  mit 
Rücksicht  auf  die  Relation 


ohne  Scbmeci^^it 

"(m^n^p*  -\-m*n^q*  +m*p*y*  +  »'p^qr*  ) 
Also  Lst 

und  die  cubische  Gleichutig  16),  deren  Wurzeln  die  Grossen 

mn+pq,  mp-i-nq,  mq-\-np 
sind  i  wird  dalier 

17)    M«+(^+4)tt+J*-JB*=a 

BeaBeichnen  .wir  die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  durch  ifi^tfa»»,; 
so  können  wir 

|tti=  mri'i'pqy 
u^=  mp+nq, 
tt»=  niq  +  np 

setzen,  und  erhalten  hieraus  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

tt.~u,  =  (w-n)(p-9), 

M»  —  Ml  =  (Wl  —p)  (gr  ~  n). 

Wenn  nun 

4(JJB+4)»+27(J«-.Ä*)*=0 

ist,  so  sind  nach  der  Theorie  der  cubischen  Gleichungen*)  die 
drei  Wurzeln  tfi,  »2»  »»  reell,  und  zwei  derselben  sind  einander 
gleich.  Sind  also  z.  B.  wi  und  n  die  beiden  reellen  Wurzein  mit 
entgegengesetzten  Vorzeichen,  welche  die  Gleichung  14)  jeder- 
zeit nothwendig  haben  muss,  so  ist  wegen  der  zweiten  der  Glei- 
chungen 19^  die  Differeiiz  p—q  eine  reelle  Grosse.  Wären  nun 
aber  p  una  q  zwei  imaginäre  Wurzeln  der  Gleichung  14),  so 
müssten  dieselben  nach  der  Theorie  der  Gleichungen  von  der  Form 

p=zs  +  tV^^,  q^s  —  tV^^ 
sein,  und  es  wäre  folglich 

« 

^ese  Differenz  also  imaginär,  was  gegen. das  Obige  streitet.    Da- 


«)    M.  irergl.  s.  B.  Archiv.  ThI.  VL  S.  6. 
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her  sind  auch  die  Wnrseln  p  und  q  reell,  und  die  Gleichling 
14)  hat  folglich  in  diesem  Falle  vier  reelle  Wurzeln.  Weil  aber 
eine  der  Differenzen  u^  —  u^y  u^  —  u^,  Uz—U\  versch windet ,  wp 
müssen  wegen  der  Gleichungen  19)  unter  diesen  vier  reeUeo 
Wurzeln  zwei  gleiche  vorkommen. 
Wenn  ferner 

4(Ji?+4)«+27(-4«-i?«)«>0 

ist 9  so  sind  nach  der  Theorie  der  cubischen  Gleichungen*^  von 
den  Wurzeln  Ui^  v«?  u^  eine  reell  und  zwei  imaginär.  Weil  die 
beiden  imaginftita- Wurzeln^vtm  der  Form  v+«>V— T  wid  e— «I^T 
sein  müssen^  so  sind  die  Differenzen  Ux—u^^  u^.—u^,  u^ — «l 
offenbar  alle  drei  imaginär.  Sind  nun  wieder  z.  0.  m  und  n  A» 
beiden  reellen  Wurzeln  mit  entgegengesetzten  Voizricfaett,  welohe 
die.  Gleichung  14)  nothwendig  haben  muss,  so  ist  wegen  der 
zweiten  der  Gleichungen  19)  die  Differenz  p  —  ^  imaginär^  und 
da  9  weil  die  imaginären  Wurzeln  der  Gleichungen  immer  paarweise 
vorhanden  sind^  nicht  bloss  eine  d^  beiden  GrOssetf  p  JSfA  q 
imaginär  sein  kann,  so  müsi^en  dieselben  beide  imagtoät*  cieio) 
folglich  hat  die  Gleichung  14)  in  diesem  Falle  zwei  reelle  und 
zwei  imaginäre  Wurzeln« 
Wenn  endlich 

4(^i?+4)»+27(^*- i?«)«<0 

ist,  so  sind  nach  der  Theorie  der  cubischen  Gleichungen^  die 
Wurzeln  u^y  Uii^  u^  alle  drei  reell,  und  unter  einander  ungleich. 
Daher  sind  zuvörderst  wegen  der  Gleichungen  19)  die  vier  Wurzeln 
m,  n,  Pi  Q[_^offenbar  sämmtlich  unter  einander  ungleich.  Sind  aber 
wieder  z.  d.  m  und  n  die  zwei  reellen  Wurzeln  mit  ent^genge* 
setzten  Vorzeichen,  welche  die  Gleichung  14)  nothwendig  naben 
muss,  so  ist  wegen  der  zweiten  der  Gleichungen  19)  die' Differenz 
p  —  q  eine  reelle  Grösse,  woraus  man  ganz  wie  im  ersten  Falle 
schliesst,  dass  die  Wurzeln  p  und  q  beide  reell  sind.  Daher  hat 
im  vorliegenden  Falle  die  Gleichung  14)  vier  unter  einander  un- 
gleiche reelle  Wurzeln. 

Rücksichtlich  der  Normalen  der  Ellipse  ergiebt  steh  hieiaitfi 
niHi  unmittelbar  Folgendes: 
,    Wenn  / 

4(i4i&+4)»+27(^«-Ä*)*=0 

# 

ist)  so  lassen  sich  durch  den  gegebenen  Punkt  (aß)  drei  NomialeD 
an  die  Ellipse  ziehen. 
Wenn  dagegen 

.     ,  4(^i?+4)»+27(-4*-J?*)«>0 

ist,  so  lassen  sich  durch   den    gegebenen  Punkt  (aß)    nur  zwei 
Normalen  an  die  Ellipse  ziehen. 
'  Wenn  endlich 


♦)    A.  a.  O.  S.  6.      ♦*)    A.  a.  O.  S.  T. 
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4(itB+4)»+27(^*-i?M"<0 

ktj  so  klbmen  durch  den  gegebenen  Punkt  (oiß)  vier  Nonnalen  an 
die  Ellipse  gezogen  werden. 

Die  ix^rhergehenden  Bedingungen  lassen  .  sich  aber  auf  einen 
eleganteren  Ausdruck  bringen. 

Setzen  wir  nämlich 

WO  X  und  fi  offenbar  positive  Grössen  sind,  so  ist»  wie  man 
kiekt  findet: 

■In 

4(^B+4)«+27(J«-B«)* 

=256{(A»-/»»+l)»+27A,V| ' 

1 

md  die  Bedingungen 

■iadlol^ch  offenbar  erfOllt,  wenn  respective    die  Bedingungen 

a»-iu»+i)»+27;iV'$o. 

od«  die  Bedingungen 

oiflDtt  sind.  Weil  nun  aber  —  SA^n^tiv»  und  die  dritte  Potenz. 
▼•■  >,*— /i'-f-l  positiv  oder  negativ  ist^  jenachdem  diese  Grosse 
•dbst  positiv  oder  negativ  ist,  so  sind  die  vorhergehenden  Be- 
dhgungen,  wie  leicht  erhellen  wird,  jederzeit  erfüllt,  wenn  respec- 
ttve  die  Bedingungen 

d*  L  die  Bedingungen 

;.»--^» +1+3^^0 

«filUt  sind.    Weil  aber 

'vfc»  so  kann  man  an  die  Sfelle  der  vorhergehenden  Bedingungen 
^  Bedingungen 

Htien,    Nun  ist  aber 


und  die  vorfaergehendeD  Bedingungen  werden  also  jederzeit  ei 
seid^  wenn  respective  die  Bedingungen 

a-^+l)|(A-vi)»~(A-^)+i+3;i|ii|^0 

erfüllt  sind.    Wenn  A—/i. negativ  ist,  so  ist  die  Grosse 
offenbar  positiv;  ist  aber  A—ju. positiv,  so  ist,  weil 

(A-^)»-a-ja)+i=(x-^-i)«+u-^) 

gesetzt  werden  kann,  die  GrSssfe 

ebenfalls  positiv;  und  diese  Grosse  ist  daher  stets  positiv, 
nun  3A/t  positiv  ist,  so  ist  auch  die  Grosse 

stets  positiv,  und  die  Bedingungen 

können  daher  jederzeit  durch  die  Bedingungen 

d.  \*  nach  dem  Obigen  darch  die  Bedingungen 

ersetzt  werden.  Daher  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  j 
Folgendes : 
Wenn 

ist,  so  lassen  sich  durch  den  gegebenen  Punkt  (aß)  drei  ] 
malen  an  die  Ellipse  ziehen. 
Wenn  dagegen 


(^M^)'+»» 


ist,  80  können  durch  den  gegebenen  Punkt  (a|3)  nur  zwei   I 
malen  an  die  Ellipse  gezogen  werden. 
Wenn  endlich 


lad&taa 
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ist,  so'  lassen  sich  durch  den  gegebenen  Punkt  vier  Normalen  an 
die  Ellipse  ziehen. 

Nach  dem  Obigen  ist 

A^B  _f      aa 

4      ""Ä-Äß' 
A^B  _1  __ea, 

4      '^'h'^b?' 


abo 


fider 


I 

Qfid  an  die  Stelle  der  Bedingungen 

ktoen  folglich^  weil  (6ß)   eine  positive  Grosse  ist^  die  B.edingungen 

gttetit  werden.     Daher  erhalten  wir  endlich  den   folgenden  be- 
Qteikenslverthen  Satz: 

An  die  durch  die  Gleichung 


Cf)'+Cf)'=« 


^hjirakterisirteEllipse  können  durch  einen  gegebenen 
.Punkt  (aß)  zwei^  oder  drei,  oder  vier  Normalen  ge- 
bogen werden,  jenachdem,  indem  wie  gewohnlich 
«*^6«  =  ea  gesetzt  wird, 

oder 

oder 


Dieser  Satz  ist  aber  auch  einer  bemerltenswertheii  geometrS 
sehen  lotrepretation  föhig. 

Aus  der  höheren  Geometrie  ist  nSmiich  allgemein  bekannt*) 
dass 


oder 


(a:p)*  +  (%)'=(e*)' 


(aa?)*  +  (%)'-(e*)'==0 


die  Gleichung  der  Evolute  der  durch  die  Gleichung 

charakterisirten  Ellipse  ist^),  und  durch  eine  ganz  einfache  R^^ 
trachtung  wird  auf  aer  Stelle  erhellen ,  dass  der  Punkt  {xy)  aussev- 
halb,  in  oder  innerhalb  dieser  Evolute  liegt ,  jeuachdem* 


oder 


(aa:)'  +  (Äy)*~(«a)'>0, 


(aa;)^+(%)*~(««)'=0. 


oder 

(a^)'+(%)'^(e2)5<0 
ist.    Daher  hat  man  das  folgende  merkwürdige  Theorem: 

Durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  einer  Ellipse 
lassen  sich  an  dieselbe  zwei^  oder  drei^  oder  vier 
Normalen  ziehen^  jenachdem  dieser  Punkt  ausser- 
halb^ oder  in,  oder  in.nerhalb  der  Evolute  der  Ellipse 
liegt.  • 

I 

Die  Gleichung  einer  Hyperbel  sei 

80  hat  m,an,  wenn  x^  y  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts 
einer  durch  den  Punkt  {cS)  an  die  Hyperbel  gezogenen  Normale 
mit  derselben  bezeichnen  ^**) ,  zur  Bestimmung  von  Xy  y  die  beiden 
folgenden  Gleichungen: 

*)    M.  8.  z,  B.  meine  Elemente  der  Differential  -  und  Integralrechnung. 
Thl.  I.  Leipzig.  '  1837.  S.  291. 

**)    Eine  Zeichnong  der  Evolute  einer  Ellipse  a.  m.  Archiv.  Tbl.  IV. 
Taf.  n.  Fig.  ö. 

***)    Wo  \ocy)  Immer  dei*  Punkt  der  Hyperbel  ist,  in  welchem  auf 
dendben  die  durch  den  Puidrt  (a/9)  gezogene  Normale  senkrecht  steht« 


tl9 


2) 


(4T-(0'='- 


P-»=-ii^<«'*^5 


3)  i    .  G)" -©•=•' 

Ij^i^.^.v^po  wie  gjei^^^^ 


;''*■  ■■V'.-    ••  HS ^-4«:==«« 


»M       ,.      ♦•    J 


e)'-a)'='' 


4)    . 
Setzen  wir 

^  yv\ri  iie.zw|eUe  ^r  ([Uichangeb  4): 

IMe  erste  der  QleidiiuigeD  4)  kaon,,auf  folgende   Form  ge- 
»iracht  werdieti:  i  .■  .  ^  *  '      /   ^    . 

7)        qy     ■      6(a:-o) 
und  wenn  man  iah^  .  .^ 

setzt .  so  hat  man  die  {leiden  /olgen4€^  Gleichungen : 

9)  ay—.&M;=afa,  bx—a%y^ab\ 
aiis  denen  sich  ohne  Schwierigkeit:  w .      . 

10)  *=»yfp,  y^rr^ii 

ergiebt    Führt  man  die^e  Werthe  von  x  und  y  in  die  Gleichung 
6>>  eiii^  SO >' ef hMt-  lükin   tiddi  einigen)  lefehlen  Reductknien '  die 

CMeibhMg*:  <    •■.  •  i  v   .  > ;  .•    :  • .      ^  '.■■,.».:  ■■  . .  .   r  *  ,  .  .  .: 

ITieil  VI.  9^» 


oder  ,•  wenn  der  Kürze  wegen  •     •  ■ 

12)    A  =  -liqil,  B=^i£^ 

'  h  h  ••    • 

gesetzt  wird^  die  Gleichung  r*    y      '  • 

,     13)  z*+jiz?+i?2-i==:^a 

. . .       ^  '  ■■''■■.'  - 

Aus  dieser  Gleichung  lassen  sich  nun.  durch  ganz  gleiche  jB^— 
trachtungen  wie  bei  der  Ellipse,   die  Wii*  hief  mclit ' wtedc(rhöKslrlf^ 
wollen ,  ganz  dieselben  durch  dier  GfOssien  A  und  B  ausgedrucictetm 
Bedingungen  wie  dort  für  die  Anzahl  der  Normalen ,  welche  durch, 
den  Punkt  (aß)  an  die  Hyperbel  gezogen  werdea  k5nnMV  abkilHnk^. 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

♦  ^       ^^.    ^•-    4  ,     ~        Ä        Aß'    . 

A  —  B_      f__aa 

4      -^  h-bi'  ■'     *-^ 


I    » 


also  |i 

(A  +  By    rA-B\l.  y_    /apcy  ,  ^g' V , ,  I« 

...  I* 

oder,  '-'^A  ■      •  •        ' 


und  an  die  Stelle  der  Bedingungen,  ; 

•    i '■■:'•         \--         .    .' 

können  folglich,  weil  (bßy  eine  pooitive  Grosse  ist,  die  Bedingangeo 


\^.  -  '•  '  ■  ' 


^ aber  erhalten   wir  endlich   den   folgenden  b*- 

merkenswerthen  Satz:   ^  ;.  :i-,i|i    ."  ..j-i .  Ji->;-  ;. .  » il«  wUi, 

An  die  durch  die  Gleichung 


■  (f)'-(fr=' ' 


ciärakl^irlliftrieHyp/Srb^el  V^njien  d,ttt;ehi0iik«nig«gj(ib0 
nen  Punkt  (aß)  zwei^  oder  drei,  oder  vier  NojCfl»Al:en) 


h 


»  '    '       !  I 
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g«ffoieii   w«vH^if/jenaclideni,  Indem  ivie  gewChii'licb 
9ß^0^^^  genetzt  wird. 


oder 


•([er 


■  I 


<««)'- (Äß)'-:(««.)'=0, 


(«a)^ -(6p)' -(««)'>  b 


iit 


Die  Gleichung  der  Evolute  der  Hyperbel  ist*) 

(«w:)'-(%)5=(c»)* 


«der 


(ai:)'-(ey)'-(e«)*=0. 


Worms  sich  leicht  ableiten  Iftest,  dafis  die  Evolute  der  Hyperbel 
1119  vier  gegen  ihre  Axen  syjnniietriäch  liegenden ,  sich  in's  Un- 
MHIelie'  eräreckenden  Zweigeo  besteht,  ^'elche  gegen  die  Haupt^ 
ue  der  Hyperbel  convex  sind.  Betrachten  wir  nun  den  zwischen 
4Mm>vier  iSvreigen  lif^gendea  /uneudllchea),  aus  zwei  ganz  von 
MhiDder  >  •getrennten  Tlieilen  bestehenden  Rauni,  welcher  durch 
A, Hanptozie  der  Hyperbel  halbirt  wird,  als  den  'raneren^  dagegen 
den  zwischen  den  vier  Zweigen  liegenden  (unendlichen)  Haum; 
weicber  durch  die  Nebenaxe  der  Hyperbel  halbirt  wird,  als  den 
iuuereo  Raum  der  Evolute;  so  wirct  durch  eine  ganz  einfache 
Betrachtung  auf  der  Stelle  erhellen,  dass  der  Punkt  (ay)  ausser« 
kalb,  in  oder  innerhalb  der  Evolute  liegt,  jenachdem 


oder 


oder 


i-» 


(«u:)'-(fty)*-(c«)'<0. 
(ajr)*^(fr^)»-(e»)'  =  0, 

(««)'-(6y)'-(e«)S0 


t  . 


*ti  Vetgieieht  man  dies  aber  mit  dem  Vorhergehenden ,  so  ergiebt 
^ das i folgende  merkwürdige  Theorem: 

'.  'pnV^,^  einen  Punkt  in  der  Ebene  einer  Hyperbei 
liVveii  fliich  an  dieselbe  zwei,  oder  drei,  oaer  vier 
ll^tmia^len  ziehen,  jenachdem  dieser  Punkt  ausser- 
■tlD.'öaer  in,  oder  innerhalb  der  Evolute  der  Hyper- 
bel liegt  ■ 

*)  'lia,iiieiiwElemsute  der  Difforelitlai  -  und  Into^rMlrDohsung  a.  a.  O. 

9»' 


Da6S  diMcx^  SaU  mit  dem  0kw  y«n  der  Ellipse  . 
Satze  gaoz  identisch  ist,  und  daher  ¥09  der  EUip«e  und 
gilt,  fält  auf  der  Stelle  in  die  Augen. 

in. 

Für  eine  Parabel,  deren  Parameter  S^  tot,  müssen  die     ------- 

dinaten  x,y  des  Punktes,  in  welchem  eine  durch  den  Punkt  (ftP^tlK) 
gezogene   iVormale  ^  der  Parabel   auf  derselben    senkrecht   0teU 
aus  aen  beiden  Gleichungen: 

P  ■  ■      .    . 

oder 

2)  y2=2par,  ^y-(a-p)y-pß=0 

bestimmt  werden.    Durch  Elimination  von  x  erhält  man  aber 
diesen '  beiden  GleiehuBgeo  die  Gleichung 

Uq4  Mtft^gt.PJip  hierdurch  mit  Hülfe  der  Theorie  d^r  cudsd^iVft 
)Gr||»iaHU[igf ^^  ^ehr  li^icht  zu  dem  folgenden  Resultate:  ^ .  ,  *    . 

'  An  die-  durch  die  Gleichung  y^^ipx  cbar%«kt#ff  X* 
«trte  Parabel  können  durch  eineuf  gegebenen  PusBiB't 
(otfä)  eine,  oder  zwei,  oder  drei  Normale«  g^ibg^i 
werden,  jen^chdem  .'^^' 

oder 

oder 

27/>ß*~8(a~;>)3<0 
ist. 

Die  Gleichung  der  Evolute  der  Parabel  ist**) 

27i^2^8(a:-p)»=0,  ' 

woraus  sich  leicht  ableiten  l^sd,  das«  dif  Evolute  aus  zwei  gegen 
die  Axe  der  Parabel  symmetrisch  liegenden  unendlichen  Zweigen 
beisteht,  welche  gegen  die  Axe  convex  sind«  Befarachteil'  wir  dhI 
den  zwischen  den  beiden  Zweigen  auf  deren  convexen  Selten  liegenr 
den  .  unendlichen  Raum  als  den  Innern,  d^n  auf  den  coufaven 
Selten  der  beiden  Zweige  Hegenden  unendlichen  Raüni  dägegep 
als  den  äusseren.  Raum  der  Evolute,  so  wird  leicht  erhellen,  oai^ 
der  Puntt  (^).  ausserhalb  4  Iq  oder  Innerhalb  der  Evolülfe  Uegt^ 
jenachdem 


*)    M.  8.  Archiv  Tbl.  VI.  S.  6. 

'*)    M.  i.  «Mine  EleuMiite  der  Dübvenllal^iiiid  l^ltogfBlfeduiung4u  «.  0. 
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27/»y«-8(,r-p)«<0 

I  ■ 

iit^  ond  ifbr  eripaltien  daher  das  folgende  Theoren': 

Durch  einen  Punkt  in  der  Ebene  einer  Pärab«/| 
liieen  eich  an  dieselbe  eine,  oder  xwei,  oder  drei 
|i>#rmnfeii  zl«hen,  jenachdem  dieser  Punkt  ausser- 
halb» oder  ip,  oder  innerhalb  i^t  Erelytl^e  der  Pmrs« 
hei  liegt. 


Im 
.  1 «  ! 


Uviclitraire  Eur  Ansglcsiehiuiirs 

Becimuiis» 


Von  den 


Herrn   Professor  Dn  Gerliag 

in  Msrbovg^ 


,  I      .  ■  , 


...Iq  der  Vorrede  zu  meiner  Ausgleiehunffs  -  Rechnung 
AXIIL)  habe  ich  bereits  die.  Erwartung  enffedeutet,  dass  sich 
M4  l4acbtrftge  «od  Berichtiffungen  finden  würden ,  wenn  nur  ver^ 
^mge  Praäiker  erst  hSunger  von  der  Ausgleichung  Gebrauch 
^iMen.' '  Diese  Erwartung  hat  sich  jetzt  schon  dadurch  yerwlik- 
Kit,  dass  Herr  Land-Messer  Coester  ^dermalen  bei  der  unter 
I«itnng  des  Herrn  Obristlleutenant  Wiegrebe  Toi^henden 
tipotraphischen  Vermessung  Kurhessens  angestellt)  mir  kürzlich 
>||er  wesentliche  Umstände  mittheilte»  welche  in  meinem  fiuche 
hcrichQgend  nachzutragen  sind. 

Herr  Coester  ist  nämlich  beschäftigt  nein  grosses  Triangel- 
System  mit  kleineren  Dreiecken  auszufällen »  besorgt  dieses  Gecnäft 
^t  eben  so  viel  Eifer  als  Intelligenz  unter  dem  Gesichtspunkt ,  dass 
^•iae  Messungen  und  Rechnungen    nittelst  der   Ausglelchnngen 
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Abprall  den  Prühtein  ihrer  Richtteknl  m  Mch  tneen.  und  hat  dai- 
dfirch  «ine  GeleceDbeit  zo  den  reicriisten  Erfahrons»  über  die  Ein- 
M#:haltnnj<ff' Metbodeo.  welche  mir  bei  den  sr^ssen  Dretecken 
nur  auMnahmMHei.<>(e  v#ifluuiie«L  Hierauf  Imieheo  Mcrfa  denn  auch 
Meine  iMittheiluniseD.  ich  kaoo  dieselben  nicht  besser  Terdank^j 
u\h  indem  ich ,  die  Erlaabnl«»  ihre»  Urheber»  beDotzeod .  das  We- 
«entliche  davon  hier  fvelbiitotSndig  darstelle,  und  dadurch  den 
l'ractikem,  welche  etwa  ähnliche '  Geschäfte  betreiben  muchten, 
diene  nützlichen  ?(achtrSee  empfehlend  hiekannt  mache.  Diese  wer- 
den «ieh  dsm  Einselne  leicht  selbst  weiter  entnickeln. 

Ich  setze  dabei  auch  hier  ftanter  ebene  Flenrcti  Torans ,  iaden 
jedenfidls  eine  rorlinfiee  Rechnung  die  etwa  m  berfidksichtiyian 
sphärischen  Eiseesee  lii  ' 


Erster  Nachtrag. 

Ffir  solche  Fälle,  wo  ein  einzelner  Punkt  zwischen  meh- 
rere  andere,  b\h  absolut  eenau  betrachtete,  einzuschalten  ist,  an 
bloss  an  ihm  selbst  Winkel  gemessen  sind,  und  wo  also  we — 
nigstens  vier  gute  Punkte  angeschnitten   sein  müssen,   wenn  mai». 
fll^erhaupt  ausgleichen  will ,  r^eth  ich  (8. 903.)  die  Bestimmung  def 

Segebenen  Punkte  auf  rechtwinkBche  Coordinaten  zu  reduciren,  umL 
ann  nach  der  Methode  der  vermittelnden  Beobachtungen  zu  yct — 
fahren , .  wie  lofaDelun  Xfir.  -^e   P  oiheo  otach«-  .Anl^be  vorge- 
schrieben zu  werden  |)fiegt^  Dieser  fiatkJst  aber  nicht  allge— 
mein  der  zweckmftssigs&.  * 

Kommen  nämlich  rfille  vor,  wo  man  zunächst  die  Distanzen 
des  einzuschaltenden  Punktes  von  den  gegebenen  sucht,  und  sinA 
dann  überdies  alle  Winkel  und  Seiten  zwischen  den  gegebenen 
Punkten  schon  fertig  berechnet  (wie  dies  z.  B.  in  meinem  grossen 
nNystem  der  Fall  ist);  so  kann  man  ohne  rechtwink  liehe 
t^'Oordlnaten  bequemer  zum  Ziel  kommen ,  indem  man  die  Auf- 
gabe als  eine  bedingte  behandelt. 

Man  wird  auch  hier  zuerst  aus  den  Richtungen  auf  drei 
(zweckmässig  gewählte)  von  den  vorgegebenen  Punkten  den  Orten- 
tirungs- Winkel  einer  Visirlinie  gegen  eine  der  gegebenen  Verbin- 
dungslinien zu  berechnen  haben,  und  zwar  aus  Gründen ,  die  sofort 
erhellen  werden,  in  scharfer  Rechnung. 

Hiezu  würde,  ich  vorschlagen,  etna  auf  folgei^de  Weise  zwei 
vorliegende  Seiten  und  ihren  elngeschlösseneo  v^nke!  zu  betintzen. 
Bezeichnen  wir  den  eibzuschaltienden  Punkt  mit  0,  die  drei  g^e- 

bepaB  mit  1;  3;  3;  und  suchen  die  Winkel  q^^^    «°^  r  ^^g' 
aus  den  gemesaenen  ^A^  und    A  ;  so  ist  die  Gleichung  ,    : 

i.a   •  2.3 


tn  erfnileh     Diese  glebt  zunächst 


<  ■ 


u» 


■  ''/^<      •"  •^|■•■U:   ■?-.  ■'._j^i  •i'fc;;-^     ■  ||""ii   '.  . 


' l  ■  ■   «1 


I  ■ ■    •■  ■ 


-.:»     ■      ..-.  '     »^ 


WO-  dcr-Htifs^WInkbl  w  also  leicht  bereebnot  wtrdl 
'''    Daltaiis  Whfelt  inftn^<  weil  nach  der  VoraüimetzQiilif/ 


■<. 


f.     ..  , 

.■'.';■■.;,;.»■■•'.  .  ^'•.      » t       ."  ■  ■  ■  • ' 

und  somU  q  und,  r., ,  .  ^        ....  ■ , 

* :  Fern JE<r  Vird'  Uian  nun  die 'Glei^Bung  äüfzuj^nchen  haben ,  ivet- 

che  zmscfaeii  den  Ricfatungs- Verbesserangen  f  Aj;  HDr  Co^"***^ 
der  Verbesserang  der  berechneten  Richtung  m  besteht.    Da   nun 

(^)  =  ~Q23  ""*  (*')=^+Q2y***»  ***  erhält  taan  diese  Gleichung 

und  zugleich  eine  Prflfung  fQr  die  vorige  Rechnung ,  wenn  man^ 
mit  Benutzung  der  iogarithmischen  DilTerenzen  ^  die  OleichuQg  (1) 
berechnet    Es  muss  dann  polhwendigder  log  0.»2  auf  beiden^i- 

"ten  übereinstimmen ,  was  zur  Prüfung  dient ,  überdies  aber  muss 
er  einerseits !  die  Correctionen  Cfkjl  (oy'vSJ*  anderetseits    die 

Cori'ectiohenQQ^ ;  Qojl;  \j2y  *""*  *^*^  ßhi'en;,  wodurch  >Bich  al«o 

die  Gleichung 

■  •  ■ 

oder  durch  eip^  leichtß  Umgestaltung 

ergiebig  Mm  bat  tAm ,'  sobald  demn ächst  (g^  i  y^ ;  ^q^  bekai»»^ 

«iod^.fuKh,  scbon  .^n,  defipitiyen,>Vertb  YO^Jag.  O.S#  wenn  man 
ibP^d«Uc|l)$ubstiitttlMi  zu vfioden  vorzieht,  •  ,»,,        .:    :..  ; .^  ;, 

,.  ;Wllr«si.:nini  idie.dfßi  Pupkie  1^  %  3  alleii)  angeschjBitteo^  um. 
also  niclit$uAu&usugleic)^9,'  /s^o. würde  die  Reclinu^g.  docli',et»Qii:B.ör 
genmobt.weFdta  m.üs«|€im wenn. |nan. den Einflufüs  z\l  wissen -viilqschtey 
welchen  die  uttyernv^^dlichen.FeJtiler  dei;  Vi«|iifinien  ;auf}djbe  Qrieii- 

tfaiing ausütiten.  -..i  ,:;:•..  i  .;-.;..:•.>    •  ::•  ■ 

SoUeiiiiiun^  abtt(;;tveit(Btr  4ie  übrigeii  ai^ges^^tt^nqo  Punkte' 


i!*.  i  tt 


•  1 


liberal!  den  Prfifsle'm  ihrer  Ri<:hti| 
durch  eine  Gelepenheit  zu  den  ri 
schaltiings-Alethodi^D.  welj 
nur  ausnahntsiveise  vt^ametL 

e  Mlttbeilunsen.     Ich  kaoo  d 
als  indem  it;h,  di«  Erlaubnis» 
sentlich«  davon   hier  '»elhststX^ 
Practikern,   welche    etn»  ähnli^lj 
diese  nötülichen  Nachtrhj^e  eni]if« 
den  8iuli  dan  EiBzelne  leicht  selbj 

Ich  setze  dabei  auch  hier  li 
jedenfalls  ein*  vnrläuJig«  llecli 
epbärUcfavD  Esceisse  liefert. 


Für  solche  Falle, 
rere  andere,  als  absolut  üenau  t 
bloss  an  ihm  selbst'WinkeI.| 
nigstens  vier  gnte  Punkte  an^ee 
fiherhanpt  ausgleichen  will,  rietl^ 
se^ebeiien  Punkte  auf  rechtwiokl" 
dann  nach  der  Methode  der  verniiti 
fahren,  wie.  olHkQhin  'jTüt  di«  Pot 
schrieben  zu  werden  pflegt.  Dies« 
mein  der  zwecknSssigst«. 

Kommen  nündich  Ffille  vor,  wi 
des  einzuschaltenden  Punktes  von  d 
dann  überdies  alle  Winkel  und  Se 
Punkten  schon  fertig  berechnet  ( wie 
•System  der  Fall  ist);  so  VaiiB  n 
Coordinaten  bequemer  ünni  Z'iei 
gäbe  als  eine  bedingte  behandelt 

Man  wird  auch 
(zweckmässig  gewählte)  von  den  vor 
tiiungs-Winkel  einer  Visirlinie  gegt 
dungslinien  zu  berechnen  haben,  und 
erheliep  werden,  in  scharfer  Rechnu 

HIezu  i<'ürde  ich  vorschlagen,  k 
torliegetde  Selten  ^nd  ihren  eJngesc 
"  '    "  '  \vir  den  einzuschaltende! 


^hen  dt< 
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t 
/ 

Die  ohnelnn  fil>thige  PrüfiingsrechnuDg  giebt  dann  die  deii 
n&  tiven- Distläffzen,    so  'wie   auch    aus  dem    ausgeglichenen 
W'inkel  die  definitiven  Azimut  he  des.  Punkts  in  jedem  ge- 
gebenen Punkte  folgen. 


Zweiter  Nachtrag. 

Wenn  auf  einem  einzuschaltenden  einzelnen  Punkte  keine 
^■^inkel  gemessen  sind^  sondern  derselbe  bloss  von  meh- 
'^^iren  eegebeneb  Punkten  aus  angeschnitten  ist^  deren  also, 
^^^nn  Ausgleichung  stattfinden  soll^  wenigstens  drei  sein  müssen; 
^^^  kann  es  allerdings  vorkommen^  dass  man  nur  die  Richtungen 
^^ischen  je  zwei  und  zwei  der  gegebenen  Punkte  benutzen  kann. 
I^ieser  mögliche  Fall  wird  aber  in  der  wirklichen  Praxis  nur  höchst 
^«Iten  vorkommen.  Vielmehr  wird  man  hier  fast  immer  ein  voll 
^  t  ä  n  d  i  ff  gegebenes  System  zum  Grunde  zu  legen  und  mit  Rück- 
sicht aiu  gegebene  Richtungen  und  Seitenverhältnisse 
desselben  auszugleichen  haben. 

Es  ist  in  dieser  Beziehung  also  (zu  S.  304.)  nachzutragen,  dass 
man  höchtens  ausnahmsweise  sich  mit  einer  solchen  Bedingungs- 

Sleichung  wird  begnügen  dürfen,  als  welche  in  dem  Recbnungs- 
(eispiel  S.  202.  vorkam ,  vielmehr  in  den  regelmässis  eintretenden 
Ställen  nach  derselben  Weise  einzuschalten  hat,  wie  ich  (Beiträge 
»S.  173.)  den  Frauenberg  z^vischen  vier  Hauptpunkte  einschaltete. 
VorausgesetsEt  also,  dass  eine  beliebige  Anzahl  von  Punkten 
in  einem  vollständigen  System  von  Richtungen  und  Distanzen 
vorgegeben  und  nun  ein  einzelner  bloss  angeschnittener  Punkt  0 
mit  Ausgleichung  einzuschalten  sei ;  kommt  es  zuerst  auf  Abzah- 
lung der  Bedinguogsglelchungen  dritter  Klasse  an. 

Hier  findet  sich  leicht ,  dass  allgemein  für  n  gegebene  Punkte 
71  —  2  unabhängige  Bedingungsgleichungen  bestehen  (wie  auch  bei- 
spielsweise Ausgl.  R.  IS.  20&.  und  Beiträge  S.  173.  und  174.  vor- 
kommt). Denkt  man  sich  nämlich  in  dem  gegebenen  System  dieje 
nigen  Linien  gezögen ,  welche  zur  Bestimmung  desselben .  durch 
lauter  Richtungen  ausreichen  ^mit  Weglai^sung  der  überschüssigen), 
so  sind  deren  2n  —  3.  Hierzu  kommen  nun  die  n  Anschnittsrichtun- 
gen; also  hat  man  in  ».58.  (S.  277.)  zu  setzen:  /=37t — 3^; 
p=n-f  1,  und  erhält  also 


zj3  =  /-2/>+3=w-2. 


Dasselbe 
zwei  und  zwei 


cro^iebt  sich,  wenn  man  dieliinienverbindung  zwischen 

«„^. ^,,J\  der  gegebenen  Punkte  als  Polygon  betrachtet ,  in 

welchem  alle  Seiten  und  Winkel  gemessen  sind.  Kommt  dann  der 
Punkt  0  mit  seinen  n  Anschnitten  hinzu,  so  hat  man  in  n.  59 
(S.  326.)  zu  setzen  /p=2w;  /;t=w;  jp=w  +  l;  f=0  und  erhält  also 
zusammen  ri  Bedinguogsgleichungen ,  von  welchen  aber  nach  der- 
selben Formel  (/(>  =  w;  h=n;  p^=n;  t=0  gesetzt)  zwei  dem 
gegebenen  System  angehörige  als  erfüllt  vorausgesetzt  werden;  so 
äass  fflr  die  Einschaltung  nur  n-^2  übrig  Meiben. 

TheU  VI.  10 
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Was  DUD  die  Aufsuchung  und  Darstellung  betrifft,  s^c: 
ist  es  auch  hier  wieder  im  AllgemeineQ  unter  den  obigen  Umständexi^ 
am  bequemsten,  von  den  (als  absolut  genau  vorausgesehen)  Distam  ^ 
z  e  n  der  gegebenen  Punkte  von  einander  auszugehen,  una  die  L«ga.^ 
rithmen  der  Distanzen  des  einzuschaltenden  Punkts  von  jenen  z^zi 
suchen,  um  deren  Differenzen  für  die'  Bedingungsgleichungen  zm^ 
benutzen,  wie  dieses  im  Besonderen  für  drei  gegebene  Punkte 
(8.  305.)  vorgeschrieben  ist. 

Wäre  also  z.  B.  .der  Punkt  0  von  fünf  gegebepen  Punkten  ac^« 
geschnitten,  so  hätte  man  etwa  die  drei  endlichen  Gleichungen: 

1.2  .    2.0  2.3     .    0.2 

2.3  •    3.0  3.4    .    0.8 
0.3_      .   >  ^?    2  .    .  ^    4       , 


8  ^        •"•  V  8 
0.4  .   .^^'^    3  .   .«^    6 


m(*i«+V)      sinef  +  '^i^ 


5 


logarithmisch  auszufuhren,  und  erhielte  dadurch  die  dfei  BeSlB 
S^iDgsgleichungeD  '  ' 

Es  bedarf  keiner  Erinnerung,  dass  man  eben  so  gut  den  doppdiw 
Ausdruck  von  0.2;  0.4;  0.1  oder  jeder  beliebigen  Dreizahl  von 

Anschnittslinien  zum  Grunde  legen  konnte ;  und  dass  sich  die  Aus- 
wahl nach  den  bewussten  practischen  Rücksichten  bestimmt. 


reber  die  Terwandlnnf?  der  ilnadrat- 
wurzeln    fn    unendliche    periodische 

Kettenhrttche. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  O.  Scblo milch, 

PrlTEtioceBtcB  OB  der  UniTenität  ia  Jena. 


Es  iSsst  sich  bekaontUch  jede^  Quadratwurzel  aus  einer  posi- 
flrai  ganzen  Zahl  in  einen  unendlichen  und  periodischen  Ketten- 
kneh  wflOsen ;  die  lüerzu  n5thigen  Operationen  sind  leicht  aus 
shcm  einzelnen  Falle  zu  ersehen.  Um  z.  >B.  V2ß  in  einen  Ketten- 
iinieh  zu  verwandeln ,  bemerke  man  zuvorderst^  dass  V^=5  plus 
siiiem  Bruche  sein  müsse»  und  setze  demnach 


^1 


^voiaos  folgt: 

«m  «bO'  ZShleff  und  Nenner_jnit  V^-f  5  multiplicirt  und  im 
Heuer  den  Satz  ('VcT-/?)  (y"a+/?)  =  «  — /^  anwendet.  Da  nun 
19=5.  phs  einem  Bruche  ist,  so  muss  der  Zähler  VI»  -f  &  =  10 
fhs  rininm  Bruche,  folglich  der  Quotient =3  plus  einem  solchen 
sihfc   DiMhalb  sei  weiter 

^onms  folgt: 

*      Vä— 4  12       ""      4      * 

^  der  Zfthler'  hier  =  9  phis  einem  Bruche  Ist ,  so  setzen*  wir 
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4  /  ■        ■ 

woraus  folgt: 

V^— 4         .12  3       ' 

! 
1.         ■     ■  •  I 

Der  fernere  Gang  der  Rechnung  ist  jetzt :  ,    . .. 


0;*=; 


Hier  ist  aber  ir9=ari-,  folglich  wird  bei  weiterem*  Verlauf  a:6=a:„ 
Xy^=^x^,  u.  s.  f.  in  inf.  Substituiren  wir  jetzt  von  allen  gefundeoeo' 
Gleichungen : 

1^28=5+^,      a;x=3+-l,      x^^2\X-, 

•  ..".  .:.     .     "^^  .•^» . .    f  .      ■  ^  '■;  ■;■■  .\.-w} 

jed^  in  die  Torhergefaendq»  ^  erhalten  wir 


3+— ^j 


3  +  — i— 1 
10+ 


3+ 


1 


£  "l"  •  •  •  • 

also  V28  in  Form  eines  unendlichen  periodischen  Kettenbrucfaest 
.  So  bekannt  nun  Dieses  ist,  so  wenig  schehit  maii  sich  um  die 
Eigenschaften  der  einzelnen  periodisch,  yorkommie.nden  IVennei; 
bekümmert  zu  haben.  Eine  pur  Süchtige  Untersuchung  dies^ 
Gegenstandies ,  welche  für  anderweite  2wc^e  unternommen  wurden 
gab  folgende  bemerkenswerthe  Resultate. 

X)  Ist  die  Periode  zweigliedrig,  also  der  Kettenbruch  von  der 
Form 

i 

1  •■■•:«• 


a+— L_ 


I  j  I       «    ■ 


nm 


b 


ifit  b  eine  gfradeZäbl-  und  «  ein  Theiler  von  b,  ako  — ganz, 
!  z.  B.  ii^  »  ;  ;  a 

■     « 

2+           I                                  3+           I 
10+ ^1  12+ ^1 


40+....  '  12+.... 

2)  Bei  einer  dreigliedrigen  Periode  wie 

1 
«4     *     ' 


6+_» 


.+--1 


t  6=0;  e  gerade  und  zugleich 

De  ganze  Zahl.  Da  hier  wegen  des  geraden  c  der  Zähler  immer 
igerade  ist,'  so  mus»  folglich  a  .ii|^|iier  gerade  sein,  weil  sonst 
Jr  Nenner  gerade  würdje.         .^  '  . 

Beispiele: 

2+^—1  6+ 1 

12+ 80+ 


I  . 


^-1-  •  ß-i- 

A  ^r  •  •  •  •  ^4  \ß^^  •  •  •  a 

3)  Ist 'die  Periode  viergliedrig,  also  der  Kettenbruch  von  der 
wrra;  ^ 

1        •   ■    ■ 

^1  i 


«4 


♦  "1 


•      t 


I  fli '  •  t     » •  ' '  * 


■  _jP  .^ r-i^- ■ 

•    '       •  ■  ■  •        .  _  ^ 

Di  ist  c=fi5  ferner^d  gerade  inui  der  A«fifdrttck''"- • 

g6rf+6+cg 
a«6+2a 

ine  ganze  Zahl,  wie  z.  B..  in'  dem   oben  entwickelten  Ketten' 
ruche  für  Väs  und  den  folgenden : 


IM 


2+ — i— ,  17+ 


30+-i —  70+ 


t 

4}  EtitMIt  die  Periode  fünf  Glieder«  jlfelit  also  der  Kettenbndi 
unter  der  Form : 


6+^ 


c+- 


e+ — i 


SO  ist  e  eine  gerade  Zähl^  femer: 

abc+a+&=^jb€d  +  b+d 

ff 

und 

bede+bc  +  be  +  de+I 
abcd+ab  +  ad+ cd+ 1 

eine  ganze  Zahl,  was  man  z.  B.  an  den  Kettenbri|chen : 


1+—^—.  2+ 


1+— i-,  1  + 


6+— 1—  10-h-^ 

1+....  8+- 

bestätigt  finden  wird. 

Ueberfaaupt  ist  in  jeder  Periode  der  letzte  Nenner  das  Doppelte 
der  «inzen.in  der  gesuchten  Wurzel  steckenden  Zahl.  Fürdieibri' 
gen  Eigenschaften  aber  wollte  sich  ^m£  dem  Wege,  welchen  ich 
einschlug,  kein  allgemeines  G<e8etz  «Rdecken  lassen. 

Das  Mitgetheilte  reicht  wohl  hin,  um  zu  zeigen,  dass  Kef 
noch  ein  weites  Feld  zur  Bearbeitung  oJBTen  liegt ,  welches  vielleieW 
auch  für  die  Theorie  der  Zahlen  maache  AusiKwte  gewähren 
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ITelMfr  die  im  Torhertrehenden  Aaflialze 

aatgesteUten  S&tze. 

Von 

Herrn  Richard  Müller, 

StadBrenden  der  Mathematik   zu  Jena. 


Die  Periode  eines  periodischen  Kettenbruches  x  sei  ndiedrig, 
acA  der  tetxte,  p  der  vorletzte  Nenner  der  Perrode  >  so  dass 


;r=_l 


Ä  +  ....  ■ 


P  + 


9  + 


«+^ 


6-|-.... 


.  iMi  die  Petiodenzafal  unendlich  gross  ist,  so  wird  der  Wertb 
iii  jT  nicht  geändert,  wenn  wir  die  erste  Periode  ganz  weglassen 
ftl  den  Kettenbnich  erst  mit  der  zweiten  Perio<le  beginnen ;  es 
it  infthin  der  Theil  des  Kettenbruchs,  der  nach  dem  ersten  q 
^  folgte  selbst  gleich  a;,  und  folglich 


/r~ 


«+ 


+ 


P  + 


y  +  or. 


Atif  diese  Weise  Ist  es  uns  gelungen,  den  onendfiehen  Ketten* 
kdi  in  eine  endliche  Form  zu  bringen,  in  welcher  es  uns  allein 
"*!  wird,  seine  Eigenschaften  zu  untersuchen. 

wir  nun  die  einzelnen  Näheniiigsbrüche  des  Ketten« 
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P       P 

bruchs  der  Reihe  nach  mit— ^,  -j^^eic,  so  wird  der  Näheniogsbruch, 

der  zum  Nenner  p  gehurt,  durch  -^ — ^  und  der  zu  </ gehörige  duitfh 

Vn— 1 

P 

-^  zu  bezeichnen  sein,  da  p  der  (n-^l)ste  und  q  der  nte  Nenner    •' 

des  Kettenbruchs  ist.  Nun  wissen  wir  aber  aus  der  Lehre  von  den 
K^ttepbtlf heb ,  .W4«.  die  jeinsebien  JVIÜl9«n«tigfeil|a$eh4^  '^o^tfriict^ 
Partialnenner  aus  einander  berechnet  werden  >koQQen,  dass  nän^dh 

Pn_q^Pn:-^j+Pn 


Dieser  Nähehingshruch  -^  geht  nun  abet  in  den  wahren  Wertk 

a;  des  Kettenbrii6hi^  über,  wenn  wir  ^ff-^  statt  q  setzen,  nn^ 
es  ist  also 

(q  +  ä:)Qn^l  +  Qn^2' 
Qn-.ia;*  +  (qQn~l  +  Qn~2-P^~l)x=qPn~l+P„-2,. 

4 

I 

da  bekantlich  Pnzt^  qPn^i+Pn-'2  ist.  Wir  haben  auf  diese 
Weise  eine  quadratische  Oreichung  erhalten.  Soll  nun  der  Ang- 
liche Kettenbruch  einem  Ausdrucke  von  der 'Form  —  wit^i;,  wo 
«und  V  gaqze  positive  Zahlen  bedeuten,  el^ichsein,  sio  muss  der 
Coefflcient  von  o:  ganz  und  gei'a4e  sein ,  weu  in  jeder  ouadratischep 
Gleichung  d^r  Coefflcient  der  ersten  Potenz  von  j?  gleich  der  Summe 
der  beiden  Wurzeln,  ateö  hier  gleich  —iStc  ist  iMs  Glied  ohnejr 

ist  aber  immer  gleich  dem  Produete  beider  Wurzeln,  also    /^  > 

=  (— t^+V^)  (— M— t^i;)  =  M*-— v,    also    eine    ganze   Zahl.     Es 

*                       f)            P 
mnss  also  noch  q  -f-  ^^^^ ILnX  ganz  und  gerade  sein.  Da  nun 

q  schon  ganz  ist,  so  muss  also  auch  ^ — i-  ganz   sein; 

es    ist   aber    nothwendig    Qn—i  >  Qn— 2^    ^^so    um    so   mehr 

■^  Q  'Jp 

Q„_l>Q«-»2  —  ^n—i/und  es  kann  also  der  Bruch  V'"~'2 n-^ 

nicbt  anders  ganz  werden,  als  indem  der  Zähler  gleiph  Null  wird, 
also    Qn^  a  —  Ä—  i  =iO   oder   Qn^.2  =  i\i- 1 .   Da  nun  aber  der 
Coefflcient  von  x  auch  gerade  sein  isoll,  so  muss  q  gerade  sein.  * 
Wir  haben  also  die  drei  Haupteigenschaften  gefimden : 
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I.  TT"^^ —  muss  gaDz , 

II-  Pu- 1  =  P«-.  2  «nd 
III.  q  gerade  sein. 

Entwickeln  wir  die' ersten  NSheningsbrüche  fiir  die  Nenner 
^6,  c,  dy  so  finden  wir  der  Reihe  nach 

1  b  bc  +  1  bcd+b  +  d 

a      ab+1*     abc  +  a  +  c*     abcd+ad+cd-fab+1' 

Es  muss  also  für  Kettenbrüche  mit  zweigliedrigen  Perioden  - 
ganz^  b  gerade  9  also  auch  a  gerade  sein;  für  dreigliedrige  Perio- 
den muss  ■     """     ganz^,  b^=a  und  c  gerade  sein;  für  viergliedrige 

Perioden    ^     .    "^     ganz,  bb  +  l  =  ab  +  l  oder  a=c  und  cZ  ge- 
aöc  -i-a+c 

«"ade  sein  u.  s.  w. 

Da  nup  nach  den  Gesetzen  für  die  Kettenbrüche 

Pn-^l   (^n— 2   ~  Pn—2  P«— 1  =  i  1* 

^pd  da  wir  ^n-«a='Pfi^l  gefunden  haben«  so  muss 

*  ■     /     . 

(P,_l  )•  =:P„_2  e„_i  +1, 


Pu^l=VP,-2  Qn-i  ±1 

Scfin;  es  muss  also  dieses  Kreuzproduct  jPii^2  Qn—^  immer 
Um  die  Einheit  grosser  oder  kleiner  sein  als  eine  Quadratzahl. 

Da  Pn  und  Qn  relative   Primzahlen  sein  müssen  und       " 

ganz «.  so  müssen  auch  Qn  und  Qn—i  relative  Primzahlen  sein; 
ebenso  müssen  Qn^i  und  Qn-'2  essein,  da  Qn—2^=Pn—i  und 
Pn^  l  /  prim  zu  Qn—  i  sein  muss. 


Theil  VI.  10' 
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AufliSsungr  der  Olelchiuifir  acv=p»  in 

reellen  Zahlen. 

Von 

Herrn  T.   Wittstein    , 

zii   IlannoYcr. 


1. 

Unter  den  drei  directen  Operationen  der  Arithmetik  zeicEiiel 
sich  das  Potenziren  durch  die  Eigemthümlicfakeit  ans,  dsM  ma^ 
die  beiden  gegebenen  Zahlen^  mit  denen  die  Operation  yoUiogco 
werden  soll,  nämlich  Basis  and  Exponent^  nicnt  aligemein  yer- 
tauschcn  darf^  ohne  zugleich  die  Potenz  zu  ändern.  Diese  för 
die  genetische  Entwickelung  der  efementaren  Arithmetik  so  wich- 
tige Thatsache  führt  aber  zu  der  Frage,  ob  sich  nicht  weoigsteiu» 
isolirte  Zahlenpaare  angeben  lassen ,  welche  der  Gleichimg 

a;»=y*....  (1.) 

Genüge  leisten»  und  sdbUesst  man  dabei«  mebilEg,  dw  AafiSai^ 

ar=y..,.  (2.) 

aus,  so  fShrt  schon  ein  Durchsuchen  der  ersten  Zahlen  der  natiir-' 
liehen  Zahlenreihe  zu  dem  Resultate 

2*  =4«....  (3.) 

Ob  dieses  Resultat  das  einzige  ist,  sei  es  dass  man  sich  aof 
positive  ganze  Zahlen  beschränken  oder  dass  man  auch  negatiT^ 
Zahlen,  Bruche  und  Irrationalzahlen  zuziehen  will;  oder  wie^ 
wenn  es  nicht  das  einzige  ist,  man  allgemein  solche  Zahlenpaare 
angeben  kann,  welche  der  Gleichung  (I.)  genügen:  das  zu  noter^ 
suchen  ist  hier  die  Absicht  Zunächst  soll  vonf  positiven  Zahfei* 
allein  die  Rede  sein. 

Aus  der  Gleichung  (1.)  folgt  unmittelbar 

SL^^.211L....  (4.) 
X      log  J? 
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Hu  wtie  8L=l-fa,  denn  der  W«^  von  2-  muss  nothwendig 

IW  EI08  VejBdueckn  sein,  weil  die  Auflösung  (2.)  aasgesehlossen 
IMI)t;  uBd  ftttsserdeiii  wird  die  Allgemeinheit  nicht  heschrftnht . 
mn  HA«  unter  ex  eine  positive  Zahl  versteht ,  denn  dadurch  wird 
NT  die  Bestnmnuiig  eingeHihrty  es  solle  von  den  beiden  positiven 
\^  ZiUen  y  und  x  jene  die  grössere  sein.    Man  hat  also  aus  (4.) 

^  ^=sl-|"a» woraus  y=a?(l+a); 

X 

_£J:=l-f  a,  woraus  y==a?l+«; 

a;H^=j;(l+o), 

1  1  +  o     f    •  •  •  •  ("•) 

:r=(l+a)8.  y=(l+«)-5- 


^Bch 


Diese  beiden  Gleichungen  enthalten  die  vollständige  Auflösung^ 
ül^SBt  man  darin  a  alle  Werthe  von  a  =  0  bis  a=ao    durch - 
Infeft,  80  erhält  man  alle  positiven  reellen  Werthe  von  x  und  y  f 
\  «cMm  der  Glrichun^  (].)  Genüge  leisten. 

Für  a=0  reduciren  sich  die  Werthe  von  x  xmAy  nach  einem 

t  Uaimten  Satze  beide  auf  die  Zahl  6=2,718 /welcher  Fall 

[ 'lAUn;   als  der  Gleichung  (2.)   angehörig,  ausgeschlossen   wer- 
dnmtaB. 

Cflr  jeden  andern  Werth  von  a  hat  man 

^  l  +  a<c«=l  +  ot+j^2  +  ----* 

« 

(l+a)ä<e,  ar<« 

m 

a<(l+a)Iog(l+a)=a+l,4-+l-jnr?^i+-  ••' 

e«<(l+a)l+«,  «<(l+a)^,  y>e. 
^•nter  ist  für  a=«> 

lim(logx)=Uml2£0±^)  =Ilm  ^    *   ^=0,  liina=l 

liniy=w, 

folglich  liegen  alle  Werthe  von  x^  welche  in  den  Gleichungen 
(B.^  enthalten  sind,  zwischen  1  und  e,  alle  Werthe  von  ^  dagegen 
^^ischen  e  und  od;  oder  mit  andern  Worten,  jeder  Zahl  >«  cor- 

10*' 
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• 

respondirt  eine  andere  <e  und  >1«  die  mit  ihr  TerfonndeD  eine 
Auflösung  der  Gleichung  (1.)  liefert. 

Eine  Folge  hieraus  ist,  dass  zu  keiner  Zahl  <1  und  >Q.eiiie  ' 
corresppndirende  positive  Zahl  angegeben  werden  kann,  die  mtt 
ihr  die  Gleichung  (1.)  lost ;  man  überzeugt  sich  ■  daTon  sbex  audk 
leicht  unmittelbar,  denn  bedeuten  x  und  ly  zwei  Zahlen,  die.>l 
sind,  so  hat  die  Gleichung 

unmittelbar  zur  Folge 

welches  absurd  ist,  wenn  x  und  y  yerschieden  Ton  einander  sein 
sollen. 

2. 

Soll  die  Auflosung  der  Gleichung  (1.)  auf  rationale  po«iti?e 
W^rthe  von  x  und  ^^  t^^schränkt  bleiben,  so  wird  auch  die  H^-* 
zahl  a,  ihrer  Definition  gemäss,  nur  rational  gewlLhli  werden 
dürfen.    Es  sei  deshalb 

1)    a  =  — , 
n 

wo  m  und  n  von  Eins  verschieden  und  ausserdem  relative  Prim- 
zahlen sein  mögen  ^  so  erhält  man  aus  (5.) 

und  sollen  diese  Werthe  rational  werden ,  so  müssen ,  wenn  mw 

i  1 

(m+n)»»=p,    nmz=zq 


;t,  p  und  q  ganze  Zahlen  sein.    Nimmt  man  fen 
;ina  mithin  q  und  r  an  die  Bedingung  gebunden: 


m 


welcher  Gleichung  augenscheinlich  durch  positive  ganze  Werthe 
von  q  und  r  nicht  Genüge  geleistet  werden  kann.    Die  Annahme 

a  = . —  liefert  mithin  keine  rationalen  Werthe  von  x  und  y. 
n 

Es  sei  ferner 

1 
n 
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W0  1t  cfae  fcJiiMge  fßam  ZM  hmitwim  sag,  so  ImI 

welclie  Werthe  munHtelliar  ntkiMd  mmA,  md  lirrinlb  AdWimiafti  n 
der  gegcbcoeD  Angabe  entliaheii.    Man  hat  s.  B. 

«=1,    2,      3,        4,...; 

_^      9      ftl     ©i5 
^~    '    4'    27'    SS''"' 

_.    27    256    3125 

Man  bemerkt  leicht,   das«  alle  diese  Werthe  von  jr  und  jf 
zwischen  den  Zahlen  2  und  4  liegen. 
Es  sei  endlich 

3)    a=iit 
m  eine  beliebige  ganae  Zahl,  so 


1  iH-t 

a:=(l+m)«i,  y=(l+m)   ■•    ...,  (9.) 

and  danut  diese  Werthe  rational  werden,  muss  (l-|-iii}">  eine 
ganze  Zahl    sein.     Aber  zwischen  1  und  e,   in  welchem    Inter- 

Talie  alle  Werthe  von  (1-f  m)>»  enthalten  and>  liegt  nur'  die  ein* 
zige  ganze  Zahl  2,  und  ihr  entspricht  der  Werth  }ft=l,  folglich 
ist 

a?=2,  y=4 

die  einzige   rationale  Auflösung  unter   der  Voraussetzung  a=ifi. 

Dieselbe  fand  sich  aber  auch  schon  vorhin  fiir  a=-. 

n 

Fasst  man  die  Torstebenden  Entwickelun^n  zusammen,  so 
findet  man,  dass  in  der  Tbat  die  Gleichung  0.)  die  einzige  mög- 
liche Auflosung  von  (1.)  in  positiven  ganzen  Zanlen  enthän,  wäh- 
rend der  Auflösungen  in  rationalen  Brüchen  beliebig  viele  möglich 
sind,  die  durch  die  Gleichungen  (8.)  gegeben  werden. 

Nebenbei  kann  man  noch  bemerken ,  dass  die  Werthe  in  (3.) 
zugleich  die  Eigenschaft  haben,  dass  für  sie  auch  die  Potenz 
ay  oder  v*  rational  ausfallt,  welches  für  alle  andern  aus  (8.)  ge- 
zogenen Werthe  von  o;  und  y  nicht  der  Fall  ist. 

3. 

Um  jetzt  die  Auflösung  der  Gleichung  (1.)  auch  auf  negative 
Werthe  der  Unbekannten  auszudehnen,  darf  zunächst  die  Bemer- 
kung nicht  übersehen  werden,  dass  man  itait  einer  Potenz  einer 
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BCgatiyeD  ZaU  nur  daon  eine  bortimmte  Bedeutim^  vcrbindM 
kann,  wenn  der  Exponent  rational  ist,  während  bei  irratioiiallili 
'  Exponenten  das  Vorzeichen  der  Potenz  durchaus  unbesümmhar 
bleibt  Aus  diesem  Grunde. wird  hier,  wo  es  sich  um  die  Gleich- 
heit solcher  Potenzen  bandelt  ,^  nur  Ton  rationalen  Zahlen  die 
Rede  sein  können. 

Es  «ei  noB  zucKst  die  Gleichuflg 

■ 

(-x)-9=(-y)-'....  aa) 

zu  iSsen,  wo  x  und  y  positiv  sein  sollen,  so  hat  man  daraus  so- 
gleich 

welche  Gleichung  in  die  beiden 

a:ir=:y*  und  (—!)»;=(— 1)* 

zerfallt.  Die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  wird  aber  nur  durck 
die  in  (8.)  gegebenen  rationalen  Werthe  von  x  und  y  au&elust, 
und  da  dieselben  Werthe  auch  der  zweiten  Gleichung  Genfige 
leisten ,  so  enthalten  sie  mithin ,  wenn  man  ihnen  das  Minyszeichea 
vorsetzt ,  die  vollständige  Auflösung  der  Gleiehung  (1.)  is  aegi^ÜlWB 
rationalen  Zahlen. 

Es  sei  zweitens  die  Gleichung 

(-a:)!f  =  y-*....  ai.) 

gegeben,  ti^o  wiederum  x  und  y  positive  Zahlen  bedeuten,  so  btf 
merke  man ,  dass  hier  nicht  x='y  sein  kann.  Femer  ist  zur  ReaD- 
sinmg  dieaer  GleicbviE^  nothweiiaig  und  kinretchend,  dasa 

aÄrriy--*;  und  (  — 1)»=1 

sei.    Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen  zieht  man  sogleich 

X  loga:' 

und  setzt  maa  -^^M«  ^ö  M   positiv  luid   yoa  Eins    verscUedes 

X 

sein  muss«  so  hat  man  , 

.    telgUch 


W=:fi     ß-^x,    y=/i^+l....     (12.) 

Sollen  nun  x  und  y  rational  werden,  so  muss  auch  ^i  rational 
sein.    Man  setze  deshalb 

m 
n 

wo  m  und  n  ganze  Zahlen  sind,  jedoch  weder  gleichzeitig  s=l 
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mm,  noch  elneo  von  Eins  yerschiedeneo  gemeinschaftlichen  Divi- 
^  lor  boBltsen  sollen.  Die  Werthe  (12.)  verwandehi  sich  dadurch 
^     farfirigende: 


(n  \    "  /"Jti^   w« 


md  damit  diese  rational  werden  >  müssen 

1  1 

/»m-i-«  =jpundn"»+«=5f 

nnie  Zahlen  sein.  Ist  nun  m>n  (die  Annahme  n>m  findert 
Bieran  nichts  Wesentliches ,  weil  durch  eine  Vertauschpng  von  7/1 
und  n  znglcieh  x  und  ^  vertauscht  werden)^  und  folglich  p'^q, 
und  setzt  man  p^q^zr,  so  sind  q  und  r  an  die  Gleichung  ge- 
hioden: 

( 5^ +  '')"•"*■"  + 5'*""*""= wi+n , 

I 

iK^e  Gleichung  durch  keine  positive  ganze  Zahlen  fSr  o  und  r 
nfeelOst  werden  kann.  Mithin  ist  die  Gleichung  (11.)  in  rationalen 
ZaUen  nicht  tcjshar^  oder  die  Gleichung  (1.)  ist  nicht  lashar  durch 
solche  Paare  rationaler  Zahlen,  von  denen  die  eine  positiv »  die 
andere  negativ  ist  Beiläufig  kann  man  aus  dieser  Entwickelung 
Doch  schliessen ,  dass  die  Gleichung 

aÄ .  y*  =1 

BQ^dSe  eine  Auflösung  ^=y=l  In  positiven  rationalen  Zahlen 
nllast 


Durch  geometrische  Betrachtungen  kann  man  sich  auf  mehr 
*k|  eine  Art  die  vorstehenden  Resultate  zur  Veranschaulichung 
Itringen.  Nur  kann  dabei  keine  Unterscheidung  der  rationalen  von 
den  irrationalen  Werthen  stattfinden  ^  aus  welchem  Grunde  hier 
mch  negative  Werthe  unberücksichtigt  bleiben  müssen. 

Es  sei  ein  Werth  y  =  a  geeeben,  und  man  sucht  den  zage- 
hirigen  Werth  von  «r  aus  der  Gleichung 

.r<*  ~  rt* . . . ,    (13.) 
Man  betrachte 

4=0;*  und  2'  =  a*....    (14.) 

^  Ordinaten  zweier  Curven  filr  einerlei  Abscisse  ^>  so  werden 
^le.Durchschnittsimnktc  dieser  Curven,  in  denen  z=i'  ist,  die  Auf- 
liegen der  Gleichung  (13.)  enthalten. 

&  sei  nun  zuerst  a<l,  so  ist  fSr  .t==0 
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4 

m 

dagegen  für  07=00  wird  Ifan  --^^qd,  folgiicb 

mithin  müssen  sich  die  beiden  Cuiren  in  einer  ungeraden  An- 
zahl von  Punkten ,  also  wenigstens  einmal  schneiden.  Dieses  ge- 
schieht aber  augenschninlich  in  dem  Punkte  x=-a,  und  da  die 
Curven  vor  diesem  Punkte  einander  ihre  convexen  Seiten ,  nach 
demselben  aber  ihre  concaven  Seiten  zuwenden  (wie  man  leicht 
aus  der  Entwickelung  des  zweiten  Differentialquotienten  findet),  so 
können  sie  keinen  zweiten  Punkt  mit  einander  gemein  haben.^  ^ 

Es  sei  ferner  a=l,  so  werden  beide  Curven  in  gerade  Linien 
übergehen,  die  gleichfalls  einen  Durchschnittspunkt  bab^n,  nSm- 
lich  mr  00=^0. 

Es  sei  endlich  a^^l,  so  ist  für  a:=0 

und  für  ar=:ao  wird  lim -7^=0,  folglich 


z< 


j 

M 


mithin  muss  die  Anzahl  der  Durchschpittspunkte«  wenn  es  d«reD 
i(iebt5  gerade  sein.  Nun  aber  haben  beide  Curven  wieder  den 
Funkt  .r  =  a  mit  einander  gemein ,  und  .'aus  der  Betrachtung  der 
Differentialquotienten 

— -=aa:<**^l,  -=—  =  «*  log  a 
dx  dx 

geht  hervor«  dass  beide  sich  nur  dann  für  ^  =  a  auf  einerlei  Werth 
reduciren,  wenn  log  a  =  l  oder  a  =  e  ist.  Folglich  wird  der  Punkt 
a:=:a  ein  ßerührungspunkt  werden,  wenn  a=e  ist,  dagegen  ein 
Durchschnittspunkt,  wenn  a  von  e  verschieden  ist,  mithin  muss 
es  im  letzten  ralle  noch  einen  zweiten  Durchschnittspunkt  geben; 
und  zwar,  weil  für  :r=a 

dz  ^  dJ 
dx      dx* 

wenn  Jog  a<l  also  a<e,  dagegen 

dz       dz' 
dx      dx* 

wenn  a^e  wird,  so  muss  für  a<e  der  zweite  DnrchsebDitts« 
punkt  einer  Abscisse  a:>a,  und  für  a>6  derselbe  einer  Absciase 
X'^a  entsprechen. 

Fügt  man  diesem  letzten  Resultate  nun  noch  hinzu,  dass 
wegen  der  Symmetrie  der  Gleichung  (13.)  in  Bezug  auf  x  und  0 
auch  für  x^e^  a^ x  und  für  a;>ß,  a<a:  sein  muss,  so  folgte 
dass  der  zweite  Durchschuittspunkt  der  Curven  für  a  <  e  einer 
Abscisse  ^ > e ,  und  für  a > e  einer  Abscisse  x^e  entsprechen 
wird. 
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. . . .  Am  diwni .  EntwickeliiDgen  wird  man  scUiesMD,.  jdaw  die 
liUnjCiir^cni  0JL)  immer  einen  Dutchschnittspunkt  besitzen,  der 
«,iler  Abiriepe  j:=a  gehOrt;  daes  sie  aber  nur  dann  einen  zwei- 
M  Darchechnittepankt,  dessen  Abscisse  a:  von  a  verschieden  ist, 
«sitien  werden,  wenn  a  z^visehen  1  und  e,  oder  zwischen  e  und 
D  Defft,  und  zwar  wird  im  ersten  Falle  diese  Abscisse  zwischen 
i>w[>oo.^  im  zweiten  Falle  zwischen  !•  und  e  liegen:  flberein- 
'  ~  mit  9.  L 

5. 


.1-1      .  •» 


i:.ji}    •    .[' 


Eine  andere 'geometrische  Darstelfaimg  der  in  Rede  irtehenden 
Ai%abe  eigiebt  sich,  wenn  man  die  Gleichung  (1.)  in  die  Form 


1       1 
ar*=yf ....  (15.). 


laBsetie 


i  • 


1 


u=ar*....(16.) 


■d  betrachte  diese  Gleichung  als  Gleichung  einer  Curve,  deren 
ikelssen  x  und  deren  Ordinalen  u  sind.  Der  DifferentialqQotient 
dndben 

^=a:i'"*,(l-ioga:) 

■ .  • .  •  1 1 1 .'  / 

«tri  in  dem  Intervalle  von  x=0  bis  a:=(X)  einmal  Null,  nSmiich 
ikr  dr=:e,  wobei  er  aus  dem  Positiven  ins  Negative  Übergeht; 
Ufiidlk  wächst  u  von  ar=0  bis  a:=e,  und  nimmt  ab  von  a;  =  e 
Ui 9=00,  und  hat  ein  Maximum 

u=««  für  J7=c. 

Femer  ist  lim  m=0  f&r  x=0  und  lim  u  =  l  (Üt  x=qd,  mit- 
Ui  wiederholen  sich  nach  dem  Maximum,  nämlich  von  ar=e  ^is 
4*^00,  aüe  die  Ordinalen  wieder,  welche  vor  dem  Maximum  von 
*2gl  bis  .:irp=e.  dagewesen  sind,  dagegen  diejenigen  Ordinalen, 
"|ip3l^.  deQ.'Abscissen  von  ar=0  bis  x  =  l  entsprechen,, kommen. 
%,jfii[  Pap^e  pur  einmal  vor.  ^  ,     * '        '- 

.,1  Belichtet  jman  nun  x  als  Unbekannte  in  der  Gleichung  (16.)> 
f  «ribi  sich  zunächst,  dass  die  Auflösung  nur  mOglich  Ist  für 

^fitbe  Tob  u  zwischen  tt=0  und  tt=:e*«  Dabei  Imt  fllr  alle 
J|Ml|e  von  ü,  wejche  zwischen  tt=0  und  tc=l  licjgen,  die  Glel- 
<Hnr  nüt  eine  Wurzel,  und  diese  liegt  gleiclifalis  zwischen  0  mid  1; 

4tl||eidiett  für  tt=e^   nur  eine   Wurzel  =  e.      Dagegen  tiir   alle 

WnQie.  voll  u  zwischen  u=l  und  tf=;e*  besitzt  die  Gleichung 
*mii  iTeai  eiiMDder  verschiedene  Wurzeln,  von  denen  die  eine 
SMiiidkeo  1  und  e,  die  andere  zwischen  e  und  oo  liegt;  und  UemH. 
«Mi  In  der  Thal  wiederum  die  Ergebnisse  des  $.  1.  zum  Vorscheiti 

TImU  VI.  11 
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gekommen,  da  oKenbar  Ale  Aüffösnng  d^tCrteicbiniie  (Ifli)  idlMh 
list  mit  der  AnfsiBcIlang  deiiehigeii  zusamnlengeaOi^e*  ^¥1^ 
Ton  X  ttnd  y,  welche  der  GleichMg  (15.)  oder  (1.)  GeMge  IMfki 


.i-  .'•! 


&  .  ■  ..:.-..      •  ..-'; 


Was  nun  endlich  (Aik  Aufgabe  botrift»  aü.  einciii  gegebM« 
Werthc  ^>1  der  Gleichung  (1.)  den  zusehurigeri  Westh  koUiSe  i 
finden  4  so  gelangt  man  dazu  durch  Auflösung  der  Gleichung  (1( 

für  Jc,  indem  man  u=yy  als  bekannt  ansehen  hann.    Man  find 
nämlich  leicht  TennkMsi  d«v  Reihe  tob  JUigiiaiiger  ; 

ar=l+logt^+j-2(log«^)*  +lJ2^(^^Suy^''i:^       Gog«)»+. 

Dividirt  man  den  wien  durch  den  (?«  — l)»en  CoeflTieienten ,  um  lil» 
die  Convergenz  der  Reihe  urtheilen  zu  können ,  so  hat  m%m. 


c 


and  du  (ur.  «===.00 

so  convergirt  mithin    die  gegebene  Reihe   liir    alle  Wevthe  f 0 
log  ai  zwisf^ien  .. 

Iogtt=--nndlog«  =  -  •  ,    ;  ' 
oder  für  alle  Werthe  Von  u  zwischen 


u:^e      «und  u=«^ 


■' :   .  >  ■' 


und  da  för  die   vorliegende  Angabe  u  i^or  ziiäitGafli  11=^:11  u 

terrae'  fallen  kann^  so  convergirt  die  Reihe  in  der  Thkt  Ih  jük 
vorkommenden  Fällen.  Aber  sier  liefert  Von  deö  bef&n  WÖRtlt 
welche  die  Gleichung  (16.)  in  dem  gegenwärtigen  Fälle  bJEfslQEtpi  m 
eine,  nämüch  die  kleinere ,  wie  man  daraus '  erdi^tj'  4^  di 
Summe  der  Reihe  zugleich  mit  n  gffgen  1  conVet^tt,  und  b\ 
U^t  mithin . nor  die  Aufgabe:  Zu  einem  gegebenen  yVerÜf^.^ 
den  zugehörigen.  Werth  <,e  m  finden;  nicht  äer  die  umgekfM 
Anmerkung.  Die  vorstehenden  Entwidk,eliipgen .^  so-  f iabfl 
sie  sind,  schienen  mir  der  Beachtung  nicht  unwerth  zu  sein,  theil 

well  die  erörterte  Frage  an  sich  von   Interesse   ist,  thelle  'ifc 

1 

anoh^  weil  dadurch  der  Werth  (l-f-^)^  und  seiae'  GrSbse^  i 
Zahl  e,  in  einen  so  nahen  und  innigen  Zusammealiaiig  mit  d( 
elementaren  Theorie  der  Potenzen  trete»,  das»  ihrer  sehe«  a 
einer  viel  früher»  Unterricfatsetttfe»  als  ee  gefwOhnlibh  der  F»H  h 


1«3 

Imikwc  Mchchflo  latM.  Dwm  lctst«r«  UenietkuMt  bu|I  lunitt- 
dcUlch  PidAgonn  »«agt  seip,  für  nelchc  ich  wobl  nicht  hm- 
■afilg«D  hnncne.  Ahm  für  die  StuTe,  wdisbe  tch  andeutete,  eine 
iM  nwhr  elamentare  DarHtellnng  dea  Cegenstandea  nStbig  nein 
■kd,  il«  i^  hier  gagebeo  habfi. 


XXV. 
AnsEUflT  aw»  einem  Briefe 

Herrn  Professor  Steichen 

•B  ivr  fUoXe  militaira  Bel^fve  >n  BrÖMel 
■  n   den 

Heransgeber. 


g/ti  rho>iiB«ur  de  venu  communiquer  quelques  obaervatiou, 
MCerauit  certaitw  nassa^ea  da  la  theorie  aoalytique  du  Systeme 
^■oode  parMr.  de  Pontecoulant.  Jen  •       ■      ..     • 

ninB  ijas  Toa  ^tablU  babituellement  e 


(fflptiltae  et  Je  mouremeut  d'un  mobile  q)il  oscillc  llririair^ment  de 
.  put  at  d'autre  d'uD  centre  fixe  qiii  attire  avec  une  ^neri^te  inver- 
t    «Wat  importionnelle  as  quuTft  de  la    di^tance,  et  j'aduettrai 

*Km  moiDB  Ich    conelusions   que  lies  auteurs  en  d^diüsent  par.  le 

Iauven  dn  beau  th^oreme  d'Euler  et  de  Lambert  qui  fuit  connattre 
h  ivrie  du  mouvement  an  foDction  de  1&  corde  et  des  ravona  rec- 
imm  extremes  (voir  l'onvrage  äit.  y.  3TT.  et  (t.  201.  (b).)_.  Ponr 
jusHGer  moo  o]>iDion,  Je  resoudrai  directement  ta  question  suivante: 
Va  Corps  ou  an  aimple  point  mat^riel  dabord  au  re- 
pps  rient  a  etre  attir^  par  un  centre  fizede  ina^ae,/k 
Ob  Jemand t!  d'examiuer  les  circonstaDcvs  du  iuout«- 
mcnt  djtns  l'Iiypothise  que  cefte  masse^  laiiise  au 
mobil«  UQ  libre  passage  et  qn«  TattTactioD  soit  en 
riisoD  ioverse  du  ouarr^  iee  diatances. 

'  S  o  I  u  t  i  0  D.  Soit  X'4  raccä^ratioo  de  fiiBite  de  maas^  &  l'iu>>t£ 
^edistance;  ii/'^  «xprimera  donc  Tocc^Uratien  d,u  centre  doov^  C 
kv^Mi  d«  d'iKlance.  ConsidtfroDs  Ic  minivemeBf  pendant  l'laatfint 
dt,  qui  succede  au  temps  t  ä6}k  ^coul^  depuiii  1'e  point  de  d^jiairt 
J  4u  mobile  qi(i  est  parveau  apres  f  en  iin  point  jf  ipterm^diatre 
eiitTe  J  et  C.  Enpnsant  SIC=i,  VÄ^a,  AC=Rx,  on  obUmt 
l^tjquatioo  differ.  secondc: 


lU 

Cette  ^quation  tftant  tet^gräe  wie  preml^re  foUi  Bomr  domMi.t    * 
^=Coii8t+A'«.|U.i=r+^^.    .(1):   '«         • - 

Si  Ton  detenmne  la  constante  d'apres  la  conditioo  de  ^^=01  ^ 
de  x=Riy  il  Yiendra: 

Od  prend  dans  cette  öquatioo  -7-  aVec  le  signe  —,  parceqae  ks 
öUments  ili;*  A  Tarient  en  een»  contnAe  Fiui  de  I'autre;  m  Ton 
pose  eocore  pour  simplifier  k^y  -^=1^,  F^quatioii  trouy«^  derient: 

Si  Ton  integre  et  ^ae  ron  nomrae  c'  la  constante  amen^  ptr 
cette  Operation,  on  obtient: 

J5r.t=c'+VjBit-x«+jBi.arc(tang=y^j?iIl?\ 

et  comme  ^  comptant  le  temps  d^  llnstant  dn  däpart.  en  J  od 
doit  ayoir  k  la  fois  ^=0,  %='Ri ,  il  vient  r^=0  et  . 

De  \k  on  condut  facilement  pour  la  dnr^  im  nuxiveineiit  de 
chdte  de  A  jasqaeD  C  la  valeur: 

Dans  des  cas  d*attraction  atialogaes  k  celni  que  Ton  examii^ 
ici  de  certains  auteurs  ont  condu  oae  le  mobile  ne  sanrait  jamäis 
descendre  au  dessous  da  centre  C,  parceqae  alons  les  qoantftife 
Ri,  z  devenant  n<^gatives,  l'ezpression  de  la  Tit»sse.aa  d^siMiiis  dn 
centre,  donnäe  par  l'^qoation  (2),  deyenait  selon  ^ax  imagiiudie. 
Mr.  de  Pont^oalant  a  admis  arecnuson  qa^il  doit  y  ätdir  uii  motiifc»- 
ment  oscillatoire  ^gal  de  pi^  et  d*autre  da  centre  d'attraction.:  ,en 
-effet  non  sealement  les  qoantit^s  12.  etx.doiTent  cbanger  de;8tffiie 
an  dessoos  de  C;  mais  il  fietut  affuter  da  mtoechangement  Ja 
foice  ^'iu,  miisqae  dans  le  cas  contraire  on  sappoisenüt  avec 
Eider  et  d'ao&es,  et  sans  s'en  apperceroir  qa  aadessoas  de  Cla  fortse 
attikctive  devienne  repalsive.  Or  en  faisant  ce  chanffement  complet 
de  signes»  la  fonnale  (2)  reste  ce  qa'elle  est»  et  elfe  donnera  pov 

—  -y.  une  valeor    rd^Ue   dans  Tun    6t  Fautre  cas.    Mais   rerrenr 
at 
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««OB  viebt  de  si^alcr  est  d'autant  piiM  diffieile  k  ^viter  qae  dan» 
M'Botatloiis  ordinalres  od  prend  pour  unit^  la  qaantiM  qiie  nous 
aomioBS  i^*;  ce  qni  revlent  en  quelqne  sorte  k  eftioer  ta  trace 
flMe  quantit<^  qui  doit.chaDgerde  sign^^  Au  raste  cette  Observation, 
(e  Botre  part  k  ktqaelle  nous  avoDS  i^t^  natarellemeat  amen^  par 
■otre  Systeme  de  notatioDs  dans  le  mouvement  elliptique  des  pla- 
■MM,  a  4M  d^jk  pr^sent^  sous  uoe  forme  diff^rente  par  d'Alem- 
bert  dans  ses  opascules.  Mais  celui  -  ci  n'a  pas  resolu  toutes  les 
Aficult^s  de  la  question ,  et  noas  oous  proposons  d'y  revenii:  plus 
btd«(  de  les  ^laircir  |e  plus  qne  possible.  Pour  liiieül  ^vlter 
Unt  embarras  Dpininons  z'  la  distaoce  du  mobile  au  point  C,  quaiid 
l^eB  <ksarte-en  dessous;  on  aura  donc  en  obsefVänt  qne  t'  ang- 
ü^  UFee  le  temps,  et  par  f^uation  (2) : 

Crile-ci  donnera  donc  par  fjnt<$gration,   en  nommänt  tf  la  con- 


'lir.l'=c'-1^K7^=?^-fii  .  arc(tang  =  ^^iZ:f)....(A') 

ur'ponr  Tinstant  du  passage  par  le  centre  les  equations  {A^  A') 
(ioircnt. subsister  ala  fois:  mais  alors  onaz'^Oi  x^O»  <'  =  t--7; 

„,,.'/ JMurtant:  15r.r=c'— JB|.arc(tang=«)  =  c'— ;r..jBi. 

BÜBfitoant  daiis  cette .  derni^re  la  valeur  de  r  fournie  par  T^galite 
(^  OD  pbtient  c'=^iC'R,,  et(^')  deviendra  par  Substitution: 

^H.1f=zicR,-^VR,2'-^2'^  -  JB,  .arc  (tang=  V^^)..,.(B). 

&tt  ii  est  d^niontre  1)  que  le  mobile,  oscille  de  part  et  d'autrc 
oftntre  et  que  ses  excursions  extremes  de  ce  point  spnt  Egales 
«tr*elles ;  2)  que  la  dur^e  7'  d*une-  oscillation  entiere  qu  on 
itfnit  de  (JB)  en  posant  z'=Ri  a  la  valeur: 

^«Da  vant  par  cons^quent  le  double  de  la  dur^e  de  chüte  de  A 
wikä  Cf  partant  que  les  dürres  des  demi  -  oscUlations  ascendantes 
H  dcecendantes  sont  isochrones. 

f-  Les  r<^sultats  pr^c^ents  ötant  une  fois  trouv^s,  nous  sommes 
ii  Mal  d'appr^cier  le  plus  ou  le  molns  de  validit^  des  assertions 
Ijl'llr.  de  Pontöcoulant  L'auteu^  affirme  d*aprös  Laplace  '^qu^tone 
MB^te  apr^  avoir  atteint  Textreniit^  du  grand  axe  revient  au 
Mnt  d*ou  eile  etait  partie;  que  dans  le  mouvement  rectUigne  au 
^üitraire  le  corps  parvenu  au  foyer  d'attraction  passe  au  omi  et 
foTd  s'en  toirte  ä  une  distance  ^gale  ä  celle  dont  il  est  d'abord 
«sacendu;  desorte  que  ce  n'est  qu  apres  deux  revdutions  de  la  pla- 


IflB 

D^te  quil  «Ml  tetroiiv«  JM  mtoie  p^iot  de  44^1  avee  el|a^^  Mt^ 
dipcoi^  pMponitioii  e«!  iiiexactercaf  en  «uiipofiMMia  fehlte  de  Jn 
planet^  hb  demi-graud  «se  m,  et  wie  «soentrieit^  «»  ei  «fiiieevft 
partir.  a  k  foi$  ia  plaa^te  et  iK  mebitei^tt  pi^riii^li«» ,  ia  1»«  mm 
aa^viteaae  propre »  et  l'aufape  «vee  uoe  yiteaae  litüie»  ia  pkuaete  .y 

j  ■  ■■:■■■     Ä  W   ■ "       ■'■•"■      ■  ■  T '  •  ; 

r^vtendra.  i^ar  ce  ^!oa..flajtnifffi^s  lu  tempa  ■   ^lü»  tandifltqiie  ie 

mobile o'y .'evieadra qa'afr.^ od tenpa  ,^'"j'  pJ^^ Oette, d^mite 

dyräevaym4ra  a^^olemeqt  I4  dur^  4e4euxreyo|iitioD8  de  la  plaaifeto  dafii 

le  cas  particuUer  DU  Tod  aarait  <l---^)''==9^  ^iqpiation  afcmdi^  |kHk^ 
les  cas  imagiDables  dir  ^  -iü-x»  ._  ■      ■     ^^    _xi_ 

mobile  se  retrouveroat 

revolution  et  üne  doiAle 

car  alors  l^es  dürres  de  monvement  deTiennent  ägafes.  On  n'äebappen 

paa  ä  inöa  objaetHims  eo  pi^tendanti^'ü  faut  fake  partir  le  iMUk 

d une  distance  2a  du  centre;  car  alors  la  duräe  d'une  double  oacü- 

2  2a^2a 
lation  du  mobile  aera  «.  — — 7=r->  tandisque  celleduae  double  tifo- 

lution  de  la  plannte  resule — ^-=r-*  D'ailleura  les  mobiles  aui^ient  dafii 


la  fermiie  {%)  denae  iieiir  cette   dxMe  Ja  yaleür  ^  •         "^rz 

..  .-i.     ■   ,         ■    .  ^  \  -...31.    ^ICl^ 

9C .  a*1^2  :.  Ä/ V*/»-  Mais  puisque  ces  conclusions  sont  inexactes,  il 
importe  d'assigoer  la  source  premtire  d'ou  dies  d^oalent  Or.en 
GODsidäraat  aTec  Tauteur  la  chüte  rectiligne  d'uo  corps  attir^  par 
le  centre  fixe  et  partant  d'une  distance  2a  ^  on  trouve  selon  lui  que 
la  dur^e  du  nottvement  sur  un  espace  ^'-^q  est  exprim^e  par  |a 
formale  (p.  90S):     ' 

'  ■  * 

t-t—^-^.  («'i-«,-sinz\+sin2;,)...,(0 


I.« 


dana  laquelle  on  fait  pour  abr^ger: 

;.      ■  :  .-*■.      .  .     ■;       =        ^        ■  ;  ■,:.■:    .■■-      ;.  ■     •     ,      ■  :.■  •  i.js 

'■■■■■■■    *t:«-^-cos^i',  ■?:i:?=-coaiL.-  ■''•'■■  ;"^ 

:.    ,m11  noua    re^e  .doac  h  v^ifiet  at  en  effet  eette  .formale  est 
/UfiiKUqus  ä  Celle. que. peutfourair  notre  i^qnatioD  (^)  ou  (JS)w'Daas 

'f^y  faSsohs  d'abord    — ^ =:  tang*9,  ce  qui  donne  ;;=;=£.  coa  •^ 

KÜUt.coa  "9,  et  jBj  «— «'i=4a*8iB  "Vy  partant: 

...  ' .     '  .,     ■.  ,  ■     . . 

ir«i=s2a..'aaD9ooa9-|-2a.q)=:a(2<p-f  BiD^ip).  ' 


«TMtyk  tiW|w'(]M  b  idoUle  cmplU«  jli  MutM.  tta-^i/;  w 

'''■'''partwilV,!jlärtf-t>=«(V-r%»+«ÄV4«^  ■ .' ' 

fi  CD  ramettant  ponr  H  sa  valeur : 

C  _  (=  ^L*^ .  (  2,,' _  29+Bin  2q.'- do  2<j.) . :.  (O) 

Or  itinai«  cette  formule  ne  «kurait  ^tre  ideafiG^e  dans  I«  sens  de 
hnwor  ili  U  formule  {O,  i)ui  donne  la  duT^e  du  mouvement  sur  nn 

,   Ifc.ftccand  ,    „ 

les  Sinus  BiD2ip',viinll^Mt  Jto  Mjnies  cootnlres  ü  ceax 


VC  eÜlpfique  par  la  corde  et  les  rayons  vecleurs  extremes:  1)  par- 
vofu  rirratiuiinel  V"^  aatt^AuM  Ifc.ftccand  membre  de  {D);  et  2) 
MKsqne  lea  sinus  %\a2^' ,-Aaw?  Uli  Jka  Mjnies  cootralres  ü  ceax 
In BtuuitU^B  siot',,  sin  :,  de  la  formule  (C)  de  Lambert;  aiDsi  la 
^mt^.  (CT  JBpKhU*  «;i-<i«lya*iQo  .<«  l»-^»^  d«  jn 
9f*llff**l*"ftt*  "  ^t-  n^  -üiacte.  ppiK  »Runter  la 
nHwnfgiir  Rcffifcne  rar  nne  Aendne  r~z, ,  c'est  ge  q 
IM Jm Jft^aniy plifr <lrwrtciii*iit   ImumI  «oOIKiiow 


k  bntBle  (^)  detiendra: 

tf.C=fl.gins'+2a('!-^\ 
.,:-.';;^,''    purttait.»C''-'>=«-(si*'^"-,8lne+e-«0,     . 
<l"r'(,    ".  .    .,  ,«t(^-ii=--— ^(«-V  +  dQt'-BipE).:  I 

■■'■■;■  .'.,f .  ,,  ■    ^^^i"  .  ■■*■■,..  ■.-. 

"^  aatis  cette  Doavelle  tmnBfDrmattnn  leg  ander  t,  e'    aont'  ttr^fi 
wm^nf  et  re.s[)«tlvemtenf  lea   angle»  ^„    t  de  k  (behüte,' (C^>  dtf 


'"ioiwit-;  de  hciHe  que  le  facteifr  en  e.e*»  slae,  »I»  e'^eW,  rd^pl.  .,__  _ 
ctlui  e»  :'„,i,,,siii  */,  sin  t.  de(C).;  :imüs  le'i4Lc(ait;ai^^:ji^.V/u 
iliffere  de  sou  coiresiKindaBt  dan«  (Q  daM:U  r«|)paK  deVätX  j» 
^rütiBe  i'Br  l'lndicauoa  de  qualquea  ailtres.legAras  «t«Ws. 'wm 
'autiui  currige  an  raste  dav*  Ip  couraDt  duealtul,  B)M*  .qM:B#;laui^ 
*»lt  pas  que  il'emkaciaaMP  1»  lecteuri  l).Xi»  S^imB.  t«mei  dB  def*^ 

ftj^i^nt.de-,p.  26^',  doH  itte  prls  avec.!«'  «Ign0':f.\'3)  Lm' 
r  de  tahf  *<p,-  taag^  *7.i..  4m»  I«  dcTelbpp^iiwnt  dt  <# 


j4«iü*r«  fonnal«    de   la   p.''  26U.)-  dg'iwiit   bubsI    dtre   corHcd»/ 
*>«ii^'«D'-(l.o««)'.taag  iv^  >'cttta-  laste-  De  ■tt^otfpnd^fr  put 
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pkus  loiiuu,  4).  U  ^  vrai  que  la  direction.  4e  la  vitesae  initial« 
aun-  corpa.lancifl  dana  Teapac^  n'inflne  paa  aar  l'^pdce  delaaec^cn 
conique  (p.  286.);  maia  il  p'est  »aa  exact  de  dire  (p.  287.)  que  ai 
la  viteäae  initiale  eit  perpepiaiciilaire  an  rayM'vectenr,  foiMla 
däcrite  soit  un  cercle;  il  faut  encore  que  le  mobile  soit  Isldc^  avee 
une  vitesse  convenable  que  Ten  d^erminei^  facilement  Du  reate 
cette  Observation  a  ätd  d^ä  faite  ici,  maia  je  ne  saurais  me  rappelcr 
ni  le  nom  de  Tavteur  ni  (e  receuil  oü  je  crois  l'avdlr'hie. 


ji  ■ 


I  .  ( 


.  .  \ 


Bemerkviiireiilllber  aie  1>ei  demüleclia- 

nlsmuä  der  C^egeBlenkpng  an  üaiiipf- 

maswiliiiien  Ibescbrlelieiieii  Curven. 

Von  dem 

■ 

Herrn  Dr.  Haedenkamp^ 

■ 

Oberlehrer  a^a  Gymnasium  tu.  Hamm  in  Westphalen« 


Um  die  Kolbenstangen,  bei  Dampfcylindern  oder  auch  bei  ee- 
wOhnlichen  Pumpen  während  der  auf-  und  niedergehenden  Be- 
wegung in  senkrechter  Richtung  der  Bewegung  zu  erhalten,  dient 
bekanntlich  der  Mechanismus  der  Gefirenlenkung.  Es  soll  durch 
denselben  zugleich'  die  schädliche,  aie  Dichtung  Termindemde 
Reibung,  der  Kolbenstangen  in  der  Stopfbüchse  und  des  Kolbens 
im  Cyiinder  soviel  ^1^  möglich  beseitigt  werden.    Es  hat  also  ein 

Praktisches  Interesse  zu,  wissen,  in  wie  weit  der  beabsiditigto 
iweck  durch  diese  Vorrichtung  der  Gegenleukung  erreicht  weraen 
Kann.  Ton  Praktikern  Veranlasst  habe  ich  daher  die  für  den  Mir 
schinenbau  nicht. unwichtige  Cnrve  untersoeht,  die  der  EinhSnge- 
punkt  der  KolbenstMiee  bei  der  Cregenlenkung  während  der  läf- 
und  niedergehenden  Bewegung  beschreibt,  und  theile  deren  Crlel' 
cfaung  hier,  mit  Die  gewöhnlichen  Vorrichtungen  sind  folgende.  Um 
den  featlieffenden  Punkt  E.  (Taf.llLFiff.10  dreht  sich  der  Hebelanni 
ED  desBiaanciers ,  mit  dessen  Endpunkt  2>  das  Querstück  JBJl>  b^ 
weglich  verbundien  ist  Mit4eüi  andern  Ende  degsell>en  wird  ein  zwei- 
ter Hebel,  der  Geffenlenker  genannt,  der  seinen  festen  DrehpunJct  in 
A  hat,  in  Verbindung  gebracht  in  der  Mitte  C  wird  die  Kolben- 
stange eingehängt    Dieser  Punkt  beschreibt  in  allen  seinen  milg- 
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Lagen  eine  Curve ,  die  wir  hier  unteriiucheii  wollen.  Eine 
«dere  Gegenlenkunff  ist  unter  dem  Namen  Parallelogramm  bekannt 
^d  wird  in  der  Regel  bei  doppelt^virkenden  Dampfmaschinen 
difmandt  Bei  dieser  Vorrichtung  ist  an  dem  Arm  £Z>  (Taf.  III. 
"*'.  ^.)  des  .Balanciers  das  in  seinen  Ecken  bewegliche  Farallelo» 

"II  CDEF  angebracht.  Der  Eckpunkt  E,  in  welchem  hier 
[bibenstange  aufgehängt  ist,  beschreibt  während  seiner  auf- 
»d  niedergehenden  ßeweguns  vermittelst  des  Lenkers  AF,  der 
^pfuejii  festen  Drehpunkt  in  ^hat,  die  kn^mme  Linie,  die  nähe- 
nn^  so  weit  sich  der  Endpunkt  der  Kolbenstange  in  dieser 

Mir^,  «ine  gerade  Linie  sein  nmss,  wenn  der  durch  die  Gegen- 
knkung  beabsichtigte  Zweck  erreicht  werden  soll. 

Es,  sei  4E  (Taf.  111.  Fig.  L)  die  Axe    der  a:  und  F,  die 
Mitte   Ton  AE,  der  Anfang    der   Coordinaten.     Seien  die  Coor- 
dJMten  des  Punktes  ß:jr.,  iji;  von  Cia:,  y;  von  Dix^yV^;  die 
üfUttaltan  AE='2d,  AB^r.BD—'ia,  DE—g.     Man  hat  zur  , 
iBiitiMmungder  €urve,  die  der  Punkt  C  beschreibt,  folgende  Glei- 

€lpBgeB  •''''■ 
'l'llHl  ■,         '         ' 

Dnch  Elimination  von  .r|.  .r.^,  y^y^,  erhält  man  zuerst  diese  beiden 
Glficbmigen : 


r'-^-p«  _ 


=  a{x  cos  tj>  —  y  sin  1)0  —  ^/o: , 

■       I*-±^^«*+«*^  f  ^^*-2af/cosip; 
worin  w^CF,  t^  ^--  Cd  F. 
Hi^us  erhHlt  man,  wenn  noch 

4         ~^  '         2 
^mUI  mirA ,  für  die  gesachte  Curve  folgende  Gleichung : 

^'-4iP;fc*(w'-wi»)+4rf»A*-4rf:rA*(w*-w»*+«*-cP)  ) 

Km  Gleichung  vom  ßt^a  (vrade  Ih'sst  sich  nur  unter  besondern 
MMmmn  in  zwei  Factoren  vom  2icii  und  4ien  Grade  zerlegen.  Es 
■1  Bicht  Zweck,  die  mannigfachen  Formen  der  in  dieser  Gleichung 
Cittaltenen  Curven  hier  genauer  zu  untersuchen.  Es  genügt  hier 
Ae  allgemeine  Gleichung  mitgetheilt  zu  haben.  Der  Endpunkt  der 
KalbeD^qge  beschreibt  während  seiner  auf-  und  niedergehenden 
Jliiegung  ein  Stück  dieser  Curve,  welches  um  den  Durchschnitts- 
pnkt  derselben  mit  der  Achse  liegt  Dass  der  Weg  der  Kolben- 
ill^e  kein^fforadcr  sein  kann,  ersriebt  sich  aus  der  gefundenen 
GUchung.  .Für  gegebene  ("onstanten  lässt  sich  die  Anweichuog 
IfT  Tangente  von  der  Curve  in  jedem  beliebigen  Punkte  berechnen, 
i  somit  die  zulassige  Hübe  des  Kolbenhubs  bestimmen. 

Tlteil  VI.  n* 
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Setzt  man  in  der  Gleichnog  (1)  r=^,  so  erhSlt  sie  eine  etwu 
einiachere  Form: 

In  diesem  Falle  schneidet  die  Cnrve  die  Linie  AE  im  Pünktto  JP, 
der  Mitte  Ton  AE,  und  die  auf  beiden  Seiten  der  Achse  dery  le- 
genden Arme  der  Curve  sind  auch  congment 

Die  Tangente,  im  Punkte  Fan  die  Curve  gelegt ,  bestimmt  die 
Richtung  der  Bewe^ng  der  Kolbenstange  g^en  die  Achse  AE, 
Nennt  man  9  den  ^eigungsrvinket,  den  diese  Tangente  mit  AE 
macht,  so  findet  man  leicht: 

Hieraus  sieht  man,  dass  die  beiden  in  jP  sich  schneideodcn  Tai- 
genten gleiche  Neigung  ge^en  die  Achse  AE  haben.  Constmirt 
man  aus  a^  d,  r  ein  J>reieck,  so  ist  der  von  d  und  r  wagt- 
Schlossene  Winkel  das  Complement  von  9 ,  wonach  die  Tangenttn 
leicht  gezeichnet  werden  kiinnen.  Setzt  man  in  der  Gleichmig  (1) 
noch  d=r  und  d^=a.  so  lässt  sie  edch  in  zwei  Factoren 

zerlegen ;  der  eine  stellt  die  Gleichung  eines  Kreises ,  der  andett» 
die  Fusspunktencurven  einer  Hyperbel  dar.     In  diesem  Falle  ist 

Cm  die  Curve,  die  bei  ber  Vorrichtung  mit  dem  Parallelo- 
gramm  von  dem  Endpunkte  der  Kolbenstange  beschrieben  wird,  za 
finden,  seien  (Taf.  Hl.Fig.  2)  die  ("oordinaten  des  Punktes  Fix^y^x) 
von  Cix^yyy^  von  Dia:^,y^  und  von  E:x,y\  femer  die  Constanten: 
AF=r,  AB=2d,  CJJ  =  b.  Zur  Bestimmung  der  Curve  dienH 
dann  folgende  Gleichungen: 

(*-^i)*+(y-3^i)*=Ä2,  ( ^a - ^3 )*+(y«-.y8 )*=&*, 

Hieraus  erhält  man  zuerst,  wenn  A  als  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  und  AB  ajs  Achse  der  x  genommen,  A£=m  wai 
AGF=  il) gesetzt  wird,  folgende  Gleichungen: 

b  (a«-r«-£^~p«-  26(,)  -  q  (  r«-6«-o>»)  +  2bdx = — 2bdib+^)  cob  ih 

r*  =  6*  +  w'*  +  26w  (  j;  cos  ^  —  y  sin  tJO ; 
und  hieraus 

wo  6(0,»  - r*-  cP  -  p«  -.  2be)  -ip  (r«-6«  -«•)+  ^  =:üf  +  Niu*  +  Kx 
gesetzt  ist 
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Setzt  man  in  dieser  Gleichung  vom  6ten  Grade  &=:r^  8o 
geht  ein  Zweig  dieser  Cnrve  durch  den  Anfang  der  Coordinaten , 
welcher  zur  senkrechten  Bewegung  der  Kolbenstange  dient.  Um 
die  Tangente  in  diesem  Punkte  und  somit  die  Richtung  der  Bewe- 
gung der  Kolbenstange  zu  erhalten  ^  setze  man  in  der  vorhergehen- 
den Gleichung  w  und  y  unendlich  klein ,  und  man  erhält  zur  Be- 
sthnnun^  des  Neigungswinkels  9  der  Tangente  gegen  die  Achse 
der  X  die  folgende  Gleichung: 

Setzt  man  r=e  and  ar=d,  so  Ifisstsich  di«  Gleichung  (3)  in  diese 
beiden  Factoren  zerlegen: 

[ w,-i .  [^ + i^  -  '-i^^-] = ^  ■■ 

wovon  die  eine  die  Gleichung  eines  Kreises  darstellt;  die  andere 
Curve  schneidet  die  Achse  der  x  in  einem  Punkte»  der  von  A  um 

—  (r— 6)  entfernt  ist    Verlegt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten in  diesen  Punkt >  indem  ;r=-(r-~6)-l-^i  gesetzt  wird,  so  wird 

T 

„8[(6  +  r)«-y»-(^(r-6)+:r,)«]  =  ^,«. 

Im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  erhält  man  für  die  Richtung  der 
Tangetate: 

«i"'P*=45ä5[(*+0'-^('--*)*]. 

I 

Ist  noch  r=6,  so  wird  die  vorhergehende  Gleichung  diese: 

w»(4r*-^cfia)=:4d*y». 
Hier    ist    sin  9  =  ^  • 


11* 


'\ 
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V  .' 


Beredmniiir  der  CU^scItwindf  grlEeit  #er 
XocomotiTen  auf  Etsenbannen. 

Von  dem 

Herrn  ]>r..  HaedeAkamp^  x.y 

Oberlehrer  am  Gymnasiam  zn  Hamm  in  Westphalen. 


1 


Weno  bei  einer  Loconkptive  die  Kraft  der  Maseliine  und  d«f 
Widerstand,  den  die  bewegten  Massen  der  Bewegim^  entfiegtft' 
stellen 9  bekannt  sind,  so  luuin  man  auch  bei  -  diesen  jMascklnel 
fflr  jede  Zeit  die  Geschmndigkeit  und  den  von  der  Maschine  tut 
röck&^eiegten  Raum  berechnen.  Wir  wollen  hier  versuchen^  unter 
der  Voraussetzung,  dass  alle  auf  die  Bewegung  der  LocbmotiVil' 
Einfluss  übenden  Krallte  bekannt  sind,  die  Geschwindigkeit  der 
Locomotive  mit  den  daran  gehiiqgten  Wagen  zu  bestimmen. 

Die  Widerstände  in  der  Bewegung  auf  gerader  Bahn,  die  wir 
hier  allein  betrachten,  sind: 

1.  Die  gleitende  Reibung  an  den  Wag^naehsen. 

2.  Die  wälzende  Reibung  der  Radfelgen  an  den  SchieneBii  - 

3.  Der  Widerstand  der  Jjuft  auf  die  in  Bewegung  begriffeneo 
Wagen  des  Convois» 

4.  Auf  einer  Schiefenebene  das  relativ«  Gewicht  der  Massen, 
welches  subtractiv  oder  additiv  ist,  jenachdem  der  Convoi  auf  der 
Schiefenebene  herunter  oder  herauf  geht  ....,., 

Nennt  man  den  Reibungscocfficienten  der  Reibung  der  Räder 
an  der  Achse  ^f,  die  Halbmesser  der  Achse  iind  des  Rades  t  und  B 
und  das  Gewicht  der  Wagen  und  Ladung  ohne  das  der  Räder  Mi 
so  ist  der  auf  den  Umfang  der  Räder  übergetragene  Widerstand  kM 

Reibung  — ^ .  Der  CoefBcient  ^tt  hängt  noch  von  dem  guten  Zu- 

stände  der  Achsen  und  der  Achsenbüchsen  ab  und  ist  insofern  Teräo- 
derlich.  Bei  richtig  abgedrehten  und  gut  geschmierten  Achsen  kann 

u  hiß  za  -jj^  heruntergehen.    In  der  Regel  wird  /u  zu  0,1  gerechnet 

Bezeichnet  /n'  den  ReibungscoefBcienten  der  wälzenden  Reibung  am 
-Radumfange  und  m  das  Gewicht  der  Räder,  so  wird  dieselbe, 
weil  sie  im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Grosse  der  Radhalb- 
messer steht,  durch  - — '^^f^    ausgedruckt     Diese  Reibung  ist 

im  Allgemeinen  auf  Schienen  im  Verhältnisse  zur  Achsen  -  Reibung 
sehr  gering,  und  kann  in  den  meisten  Fällen  vernachlässigt  werden. 


17$ 

Eitaer  Reibnng  de)9  Spntkran&M  an  den'Bahnsdiieilen  soH  swar  da 
litr^h  torgehengt  werden,  dasd  man  dem  Rade  eitfe conische  Form 
^ebt  und  ausserdem  den  Rädern  auf  jed^r  Seite  der  Bahn  elften 
^wissen  Spielraum  lässt,  kann  aber  dennoch  durch  zufälligen 
Seitendruck,  z.  ß.  durch  Wind  und  dadurch,  dass  die  Schienen 
licht  in  horizontaler  Ebene  liegen^  beträchtlich  werden.  Wir  ver- 
lachlässigen  diese  Art  Reibung  hier.  Um  den  Ausdruck  füx  deb 
IVider£stand  der  Luft  zu  erhalten,  s^tze  man  die  ganze  wider- 
stehende Fläche  des  Convoi'ä  « ,  und  die  Geschwindigkeit  dessel- 
[»en  v\  so  wird  dieser  Widerstand  bekanntlich  durchev^«  ausge- 
lrfi<;kt,  wo  e  der  afif  die  Flächeneinheit  ausgeübte  Widerstand  ist. 
Fässi  man  diese  drei  Widerstände  zusammen  so  erhält  aian  fitr  dea 
Gesammtwiderstaod  diesen- Attsdrack : 

it  MC  ^ 

auf  einer  horizontalen  Bahn.  Auf  einer  unter  dem  Winkel  i{'  ge- 
n^gHten  Eben«  geht  dieser  Ausdruck  fSr  den  Widerstand  in  fol- 
genden über« 

^  costp  J:(ilff m)  sin  ij> + f n;* . 

Ztir  Berechnung  der  bewegenden  Kraft  der  Maschine  bezeichne 
man  den  wirksamen  Druck  des  Danipfes  auf  den.  Kolben  mit  dem 
Diarchme^ser :'({  auf  die  Fläc)ieneinheit  durch  j9,.  nach  Abzug  de^ 
Luftdrucks  und  aller  Reibungen 'der  Maschine  Ton  der  Bodenfläche 
des  DGUupfbyl.inders  bis  zu^  Kurlbel.  Der  Druck  auf  die  ganze  Kol- 

benfläcfae  wird  durch  — ^J^  ausgedrückt.  Dass.  bei  Expwisionsnia- 

■        .   ,.     ■       4  •  ....  .  ^ 

schinen  p.  nicht  constant  sein  kann,  versteht  sich  von  selbst.  Auch 
boi  Mascl|inen  obne  Expanjuon  kann  p,  während  der  Dauer  eines 
Kolbenlaufes  nicht ; genau  constant  sein,  und  dem  Drucke  deis 
Dampies  im  Kei^sel  nicht  entsprechen  y  da  der  Dampf  durch  die 
Dämpfleitungsröhren  nicht  momentan  aus  dem  Kessel  in  den  Kolben 
eindringep  kann ,  auch  Wärme  beim  üebereange  des  Dampfes  ver- 
lofen  geht,  p  Ynuss^'von  dev  Geschwindigkeit,  womit  der  Dampf 
in  den  Cyliuder  stürzt,  abhängen.  Je  weiter  der  Dampfcanal  und 
je  grosser  der  Dmek  im  Kessel,  desto  nälier  ist /?  leiner'Constante 
gleich.  In  Ermangelung  genauerer  Versuche,  und  weil  immer  der 
Unterschied  Ünbeträchtiicn ,  nehmen  wir  bei  Maschinen  ohne  Epanr 
Mvvok  p  constaut  Um  bei  Expansionsmaschinen  deq  Druqk  d^ 
Dampfes  im  Cylinder  nach  der  Absperrung  desselben  durch  eine 
Formel  auszudrücken,  benutzen  wir  die  vom  Grafen  de  Pambour 
in  seinem  Werke  über  Dampfmaschinen  mit&etheilten ,  aus  dein 
Naviersehen  Versuchen  abgeleiteten  Formeln,  bei  M  das  Vohimen 
des  Dampfes  im  Cylinder  im  Äugenblicke  der  Absperrung ,  welcher 
sieb  unter  dem  Imieke  p  au$  dem  Volumen  ,iS  Wasser  gebildet 
kat;  so  ist  nach  Naviers  Versuchen 


...' 


m      t 


wo  OL  und  ß  konstante». 
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Feroer  «ei  Hf  da«  Volumen  Dampfe» ,  welf^hes  sich  unter  ,dcii 
Drucke  p'  n^ch  der  Absperrung  aus  demselben  Volumen  S  Wasser 
gebildet  hat,  so  wird 

M'  _        1 
S  ""a+jsy' 

Hieraus  erhfilt  man  ' 

Ist  nun  /die  ganze  LSnge  des  Kolbenlauis  und  /  die  Lfiote 
desselben  bis  zur  Absperrung  des  Damnfes«  und  y  der  schädliche 
Raum,  dann  ist  für  den  um  x  vorgerflckten  Kolben 

und/'+y    ='LtM. 

Hieraus  erhfilt  man  ffir  den  Druck  auf  den  Kolben  nach  der 
Absperrung  des  Dampfes 

Da  bekanntlich  die  Locomotive  so  eingerichtet  ist,  dass  der 
Dampf 9  nachdem  er  seine  Wirkung  gethan,  durch  eine  Röhre  tod 
geringem  Durchmesser,  das  Blasrohr  eenannt,  durch  den  Schorn- 
stein in  die  Luft  entweicht,  wodurch  ein  künstlicher  Luftstrom 
erzeugt  wird ,  der  zur  lebhaften  Verbrennung  in  der  Esse  durchaus 
nothwendig  ist:  so  kann  dieser  Dampf  nicht  augenblicklich  ent 
weichen  und  muss  daher  während  des  Ausstrumens  noch  einen 
Druck  gegen  den  Kolben  ausüben ,  der  dem  Drucke  j9  entgegenge- 
setzt ist.  Aus  angestellten  Versuchen ,  die  Pambour  in  seinem 
Werice  über  DampifWagen  mitgetheilt  hat,  hat  sich  herausgestellt, 
dass  dieser  Widerstand  bei  derselben  Oeffnung  des  Blasrohret 
nahe  der  Geschwindigkeit  der  Locomotive  proportional  gesetit 
werden     könne.        Diesen     Widerstand  '  bezeichnen     wir  ^  durch 

-j-yv»    Die  bewegende  auf  den  Kolben  wirkende  Kraft  der  Ma- 

schine  wird  demnach  durch  —T-(p  —  gv)  bei  Maschinen  ohne  Ex- 
pansion ausgedrückt  Bei  Maschinen  mit  Expansion,  ist  vor  der 
Absperrung  des  Dampfes  die  Kraft  auch:    —j-  (p  —  qv)  und  nach 

der    Absperrung:  ^[(?+p)^|±2__|_,v]. 

Diese  Kraft  des  Dampfes  wird  durch  die  Kolbenstange,  Hie  • 
immer  ein  und  dieselbe  Richtung  beibehält ,  und  durch  die  mit  der* 
selben  verbundene  Leitstände  zur  Kurbel  fortgepflanzt,  setzt  diese 
und  das  damit  verbundene  Triebrad  und  so  die  Maschine  und  den 
angehängten  Wa^en  in  Bewegung.  Bei  dieser  Einrichtung  kann 
die  Dampfkraft  nicht  senkrecht  auf  den  Kurbelhalbmesser  wirken 
und  muss  daher  in  den  verschiedenen  Lagen  der  Kurbel  verschie- 
dene Werthe  annehmen.  Um  dies  deutlich  zu  machen  und  die  auf 


dn  Umhng  übmrgetrageDe  Kraft  des  DampfiM  bu  berechwra.  sei 
hTa£  HI.  Fig.  3.  du  ein  Stflck  der  Kolbenstanga,  iMr=e  die  Leit- 

,   itenge  und  Ac=;>  der  HafbmeAser  des  Knimmzapfeng.  Nennt  man 

Dan  die  in  der  Richtung  da  wirkende  unmittelbare  Kraft  des 
Dimpfes  Pund  die  in  e  übergetragene  auf  he  senkrechte  Kraft  Q, 
M  indet  man  leicht 

=  JP j — — JPsmcpl  1+  --rT=^ I» 

cos  6iir  L       V^l  —  it«  sin  "(pJ 


■ 
'  ito  Winkel  c6a  =9^   ^.- =A  ist. 

Fifar  die  Kraft  des  Dampfes  im  zweiten  Cylinder  auf  den  an- 
;   fai  Kurbelarm^  der  senkrecht  auf  dem  ersten  angenommen  wird, 
katman 

L         n-it«C08«U>J 

Trifft  man  diese  KrSfte  auf  den  Umfang  des  Triebrades  Aber ,  so 
wirdfllr  den  einen  Kolben  die  Kraft: 

■d  itlr  den  andern : 

d^l,  V  Fl  Arsinc)      T 

Wi  b  der  Durchmesser  des  Triebrades. 

Fflr  beide    Kräfte  zusammen  setzen    wir  der  Kürze    wegen: 

I2c(^— 9t;)F<p.    Diese   Ausdrücke    gelten    ftir  Maschinen  ohne 

bptnsioD :  für  Expansionsmaschinen  gelten  vor  der  Absperrung 
AiiMlhen  Formeln,  und  nach  der  Absperrung  muss  man  darin  ftbr 
Mm  obigen  Werth  p'  setzen.    Demnach  wird  die  Kraft,  welche 

\    r?,'^''^^^^^^^"^®  Bewegung  des  Convoi*s  auf  horizontaler  Bahn 

F     bewirkt,  diese: 

^  fiür  die  beschleunigende  Kraft  erhält  man  den  Ausdruck: 


3/+  w  + 


m  I* 


^  9  den  Fallraum  in  der  ersten  Sekunde  und  m^*  das  Moment  der 
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Trägheit  der.  Räder  bezeiehnet;  Hieiaufl  erhJiit  ma«  epdlichMük 
deu'bekannteo  Gesetzen  der  BeB'egung  zur  Befittiniiiiung  dfti  G/t 
t^rh\^indigkeit  des  ganzen  Wagenzugs  folgende  Gleichung: 

■ 

Die  Integration  dieser  Gleichung  gieht  die  Geschwindigkeit  ßi 
jeden  Stand  des  Kolbens  im  Cylinder  und  in  jedem  Punkte  da 
Bahn,  und  so  die  vollständige  Lösung  unserer  Aufgabe.  Inde« 
ist  von  dieser  Gleichung  das  Integral  in  endlicher  I<'orm  nicht  n 
erhalten^  Um  hier  Reihenentnickelungen  zu  vermelden,  beschrlokeii 
wir  uns  auf  Annäherungen.  Zu' diesem  finde  setzen  wifp  nndfYjjpj 
constant,  und  zwar  F(^)  =  l,  d.  h.  wir  betrachten  die  daroh  « 
Kolben  -  und  Leitstange  fortgepflanzte  Kraft  des  Dampfes  als  aal 
den  Kurbelarm  senkrecht  wirkende  Unter  dieser  Voraussetzoig 
wird  die  Gleichung  (1),  ivenn  wir  noch  der  Kürze  wegen 

£8 


setzen,  folgen4e: 


\  ■. 


2)      ^'  =  %(^-22fv-Cv^),   ., 

t 


w  . 


Nimmt  man  von  dieser  Gleichung  das  Integral  und  setzt  filr  x^^ 
auch  v=0,  so  witd 

C  (J 

B  ,  ^ 


X  der  von  der  Locomotive  durchlaufene  Kaum  und  i  die  zu  x  g< 
hurige  Zeit  ist.    . 

Wollte  man  den  vom  Blasrohre  herrührenden  Widerstand  vd 
nachlässigen,  so  würde  die  Gleichung  (3)  diese: 

^-i'f^^.c-*^^*'  oderi;=:^,Vl«e-4C»fx-, 
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Ffir  ein  nneodilch  yrogses  x  wird  die  Geschwindigkeit  conetant 
wk  v=i'= 'ij^ — i — .    Obgleich  dieser  Zustand  genau  ge- 

■NUBen  nie  Statt  findet,  so  tritt  er  doch  in  der  Wirklichkeit  an- 
■Ikemd  bald  ein. 

Die  hier  gegebenen  fiir  eine  horizontale  Bahn  geltenden  For- 
meb  gelten  auch  fflr  geneigte  Ebenen»  wenn  man  in  (2)  für  A* 
dksen  Werth  setzt: 

"52^ — ^ostJ;-(ilf+wi)sint|) 


Um  SU  berechnen,  wie  weit  ein  Wagenzug  sich  noch  fortbe- 

ai  wenn  bei  einer  bestimmten  Geschwindigkeit  die  Dämpfe  zu 
«  aufhuren 9  muss  man  die  Gleichung  (2),  nachdem  darin  p 
■d  0==O  gesetzt«  so  integriren,  dass  für  or^O»  v  einen  bestimm- 
In  Werth  v'  hat    Man  erhält  dann 

.- — ^*     .   -e-^^t*. 
A*  —  C*  i;'» 

Um  steilere  Ebenen  ohne  stehende  Dampfmaschinen  mit  Dampf- 
Wageo  noch  hinanzusteigen  ^  bedient  man  sich  zweier  Züge.  Man 
liMt  Demiich  einen  Zug  auf  der  schiefen  .Ebene  heruntergehen ,  wäh- 
Knd  der  andere,  der  mit  dem  ersten  durch  ein  auf  Rollen  liegendos 
Seil  verbunden  ist ,  auf  einer  zweiten  parallelen  Ebene  herauf  seht. 
Dus  ein  solcher  ßetrieb  noch  einfach  und  sicher,  wenn  die  Euene 
■iekt  SU  steil  ist,  ausgeführt  werden  kann,  hat  die  Elbcrfelder 
Bthn  bewiesen.  Wir  wollen  für  diesen  Fall  noch  die  Geschwlndig- 
hit  berechnen ,  womit  ein  Zug  eine  solche  Ebene  noch  hinangeht. 
liAesem  Ende  wollen  wir,  der  Einfachheit  wegen»  die  beiden 
QIb»  In  allen  Theilen  gleich  setzen.  Es  hindert  aber  nichts  diese 
Braimrtgen  auf  ganz  verschiedene  Züge  auszudehnen.  Das  Seil, 
wddies  die  beiden  Züge  verbindet,  habe  bei  der  Länge  Tdas  Ge- 
richt G ;  die  Halbmesser  der  Rollen  und  deren  Achsen  seien  g,  '; 
in  Reibungscoefficient  an  der  Achse  der  Rollen  sei  /Lif.  Ist  nun 
!•  Geschwindigkeit  der  Züge  v,  und  x^  der  von  denselben  durch- 
hakme  Weg  von  dem  Kopfe  der  schiefen  Ebene  angerechnet: 
'un  ist  der  Widerstand  des  hinaufgehenden  Zuges  mit  Reibe- 
kltmig  der  früheren  Bezeichnungen: 

(^+(!^.  C;^^Ocosi|;f£n;«+(ilf+m+^.G^^^^ 
VBd  des  heruntergehenden: 

's*  Widerstand  von  beiden  Zügen  Ist  also: 

2(.^+G^Ocosif»+^^::^.Gsinit>+2fin;*. 
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mbat  aöoibi,  desseo  GeffeuecLeo  a»  a^;  b,  b^  auf  jenen  Ge- 
im  liegeD;  es  werde  die  Länge  von  fg  mit  a,  die  Seite  des 
ndrates  mit  </,  die  Winkel,  weiche  A,  A^  und  ab  mit  der 
lehtnnff  TOD  f  nach^  bilden,  mit  a,  a^  und  9.  und  die  Winkel, 
dche  jB,  Bx  mit  der  Richtung  von  g  nach /bilden,  mit  '^,  ßi 
Mfehnet.  Diess  vorausgesetzt,  so  hat  man  tbigende  Relationen: 


1)  A 


sin  ß 
=  a 


fp  =  a 


sin  («+/?,)' 

sin  ß     ^ 
8in(a+ßy 


sm  a, 
gq=a 


sin(/?  +  a, )' 
sin  a     . 


»^  .     sin  (o+^J sin («+/»,)  sin(«+^)sin(a+/J,)' 

sin  (^-f-a)  sing,  —  sind? -fa,)  sin« sin/^sin  («,—«») 

«==«  8in(,J+ce)»inO»  +  a,)  ~"**8in(/»-H.)8inO?+«.y 

'""      ox SMi(/>-y).  „,.__sin(a+y). 


|t|1:i  I  ^  I 


•"-'  «lnO».  +  «)  '      •*"     *  8in(«,+/»)  ' 


_,_  .  8iu(|?-y)8ln(/?,  +>«)-|-cos(  ß,-q,)sm(a+ß) , 

''•^T.,,  8in(a+/J)sJll(«'+/Jx) 

"i::::!.i:,«in(«+»)  bw  («1+/?)+  cosca^+y)  «n  (<?+•«) 

«jy—*..  Mn(«+/»)8in(|»+«,) 


'J[\yaii'10  «gibt  sich: 

itt'ry-»)8i'»(/y.+'»)+co8(j?,-y)sin(«4-<?)^ 
|*;Sln(<irf  9)  «lD(ai+/»)+  C08(«,  +  9 ) sin («  +  /?) 

_j€ttty— CM/y)8lii(<yt-f«)+(cos/?iCot9)+8inj>t)Bip  («  +  <?)  __ 
■•coty-f-cos«)  8ln(«i+/»)+  ( CO«  «i  cot  y— sin  Ol)  sin(a-|-/})  ~" 

flEfLf|iL(^!-£);  also 

sin/^  sin  («i  — «) 

rO|  ros/*/.sin(/?i  +«)  — sin/?isin(a  +  |?)]"l 
: '         . . )  I  cos  a  sin  («1  +  /?)  —  sin  ai  sin  (a+/?)]  J  _  2 

,s/f?lSin(a+i?)+sill/f?sin(/?,+a)]-^■"^^ 
,  [cos  ai  sin  (a  +^)  +  sin  a  sin  (ai + /?)].  J 

.1  nun  aus  2)  und  3): 

;     sin^coty-~cos/g_Zsin/g  — iV'cos/g^  Z,  . 
(p)  ~"  sin  a  cot  y  +  cos«  ~"  Z  sin  a  +  iVcos  a  ""  iV'  i  ' 

sin(«i-a)sin(«  +  /?)[cos/?cos^i+siD^sin/?,  I 

12* 
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+sia«»iD  (ft     n  L-MiB(«+«(cos/?cw«,-irin/?»in«,)J 
^^L      .  -»id^«id(*,-«)co»(/Ji-/?)  J 

^  ^  L  — »iD«8in(/fi.— /?)co8(«i-«)  'J 

folglich  ^-=: 

810  a  810  0^1— /?)[cog(g|H-/g)  +  shi(gt+/?)] — sin  /?  gJB  («t  —g)  cos  (ßt^f) 

8in  /^  810  (a^— ä)  [cos  (/?|  +  «)  +  810  (/?i  +  a)]  —  810  «  810  tf  i — /O  «»  («i" «) 

KoDstruktioD. 

1 )  Aus  ir^eod  eioem  der  vier  Pookte  p.  q,  r^  s,  z.  B.  ans  p^ 
dem  Durchschoitte  voo  A,  B,  falle  mao  au  Jl.  eioe  SeokrediW 
pCf  nehme  auf  A^^  die  Stredie  cd-=cp  und  ziehe  pd,  SodaoB 
errichte  oian  iojp  auf  B  eioe  Seokrechtö,  föUe  vom  Punkte  e^ 
wo  letztere  die  B^  schneidet,  eine  Seokrechte  eisasf  pd,  welche  J^ 
in  h  (und/7cinn)8chneidet,  und  lege  durch  A  mit»c  eine  Parallele;  so 
erhält  man ,  als  Ihirchschiiitt  dieser  letzteren  nni  A ,  eioen  Punkt  km 

2)  Auf  dieselbe  Weise ,  indem  man  nur  die  Geraden^ und  B, 
Ax  uod  B^  mit  einaoder  vertauscht ^  suche  mao  die  den  Punkten 
c,  d,  e^  h,  k  entsprechenden  Punkte  c^^  dy^  e^  h^y  k^t 

3)  Jetzt  veihiude  man  die  Punkte  k  und  k,  mit  einander  durcb 
eine  Gerade,  welche  A.  in  «,  B»  in  w  sehneidet»  beschreibe  fiber 
kk^,  als  Diagonale 9  ein  Quadrat  kakß.  und  aber  rt^,  als  Diagonale, 
ein  zweites  vywS,  und  verbinde  die  Punkte  a  und  ß  mit  p  durch 
zwei  Gerade,  und  y  und  6  mit  r  durch  zwei  andere;  a^  ist  einer 
der  Punkte  9  in  welchen  letztere  die  beiden  ersteren  schtoeideo» 
aber  auch  nur  einer,  z.'ß.  m,  der  Mittelpunkt  eines  Quadratei 
abafiyy  dessen  Ecken  a,  a^;  b,  6.  auf  A,  Ai;  B,  JS^  liemi; 
und  zwar  sind  die  Diagonalen  desselben  den  Seiten ,  und  die  Sei- 
ten den  Diagonalen  der  beiden  vorigen  parallel.  Errichtet  mao.io 
k  (oder  kO  ^  ^^^  «in®  Senkrephte,  welche  B^  ^oder  Ai)  in  km 
schneidet,  beschreibt  über  kk^,  als  Diagonale,  ein  Quadrat,  nsA 
verbindet  die  beiden  neuen  Ecken  desselben  mit  s  (oder  g)  durdi 
zwei  Gerade ,  so  geht  eine  von  diesen  eben&lls  durch  den  Punkt  m, 
so  dass  also  Qber  diesen  Punkt  keine  IJogewissheit  weiter  bleibt 

Beweis 

1)  W.  pfr=a,^a,  yf,pgT=:ß^^ß,  W,  ;?gT  =  a,+/J,  W. 
«^=/?j-f  a;  pc=^pf.  sin  (a^~o),  fc^=tpf,  cos  (äi  — «),  pe=pg> 
lang  (/?,-/?),  qd=  qc^pc=::pq. (cos  (ai-t-ß)+  »in (a^+fi));  pc^ 
=Pff.s\n(ß,-ß),  ffCi=pg.co8(ßi'-p),  pe^==  pf . teing  (a^—a), 

*rfi=jei+pc4===j»f.(cos(/?i+a)  +  sin(/?i+a));£f  ==2^. 

Da  W.'pcq=zepq  =  Rf  so  ist  W,pqd=W.epny  und  da  W. 
(Pip=  W.  pcq  =  ß,  so  ist  W.  pdq=:  W.  pne^  W.  dpc=:  W.  nkc 
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:^\R9  ako  ^pqdc^^pen,  nc=^ke,  und  pq:pe=dq:pn;  clenn- 
iiidip«=/i«.-2=jp^.tang(^^-./?)(co8(ai+/9)  +  sin(«i+/)),  und 

ke=nc^pn--pc=zpg.tmg(ß,-ß)(cos(a,+  ß)+Bin  («,  +/?)) 
^pfBin  («i  — o). 

•    Ebenso  i»t 


2)  Da  hkWpc,  h^k^Wpc^y  also 

-^pfipk^^efich,  pg'pk^^=^eig\c^h^\  ao  ist 

|fM(^i-/f)(coa(g,+/?)  +  ein(dt+/g))-p/^sin(«t-g)coa(/y,-/g) 

3)  Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  m  der  Linie 
pkmi  k»  und  Ar^a  die  Parallelen  ina  und  mA,  welche  von  A  und 
A begrenzt  werden,  so  ist  ma:m6=Ara:X'.a  =  l:l,  also  W.  mab 
^wAa=:\R=^yf.akk^,  folglich  a6  II  i^i^i. 

Denkt  man  sich  in  k  oxi  kk^  eine  Senkrechte  errichtet  >  welche 
^i  in  A,  schneidet,  sodann  über  kk^y  als  Diagonale,  ein  Quadrat 
Widirieben,  und  die  neuen  Ecken  desselben  mit  $  durch  zwei 
Gonde  verbunden,  so  werden  die  Seiten  dieses  Quadrates  mit 
lenen  des  kak^  einerlei  Richtung  haben,  und  eine  dieser  zwei 
Geraden  wird  die  pa  in  einem  Punkte  u  schneiden ,  welcher  In  der 
Biditang  von  A;a  und  k^a  sowohl  von  A  und  Ä,  als  auch  von  A 
Bid  J}|  gleich  weit  absteht,  d.  h.  teao  =  ti/9o  =  f^'o>  ^^»n  die  Punkte 
hf.h»  F$  auf -4,  B,  B^  liegen,  und  /^o*^'oll^i«j  ««o  II  ^  »«t 
ufliiE  ttah  sich  nun  ua^  um  ica  o=ua  verlängert,  so  ist  ao/^ott'o/^'o 
%  Otiadrat ;  und  es  ist  zu  zeigen,  dass  die  Ecke  a\  auf  A^  liegt, 
110  dass  die  Punkte  u  und  m  identisch  sind. 

'  Mui  denke  sich  durch  a\  mit  Ai^  eine  Parallele  A^  Relegt, 
wtidie  A  in  /,  schneiden  mHge,  so  sind  die  Winkel,  welche  A^ 
wtA,  B  bildet,  =zay—a^  ^i-\-ß\  und  es  m5gen  die  Winkel, 
Mche  A  und  B  mit  i^  bilden,  a,  und  ß^  heissen.  Wird  nun 
«fe  in  der  Analysis  gegebene  Entwickelung  in  Ansehung  der  Ge- 
>iden  A,  Bf  A%,  B^  und  des  Qudrates  «o/^o^'o/^o  wie£rholt,  so 
hdtt  man: 

g»,  dng,sin(^i— /g)(co8(at+^)-|-sin(ttt4^|g))— 8in/y,sln(«t-*«)cos(^,— /?). 
tf%   stiv^ä  8in(ai— «)(costf i+a)+sinO?i+«))---sin<)t,sin(/?j---/?)cos  («i— «)' 

^^eidit  man  aber  diesen  Ausdruck  mit  dem  fär£r— in  2)  gefun« 

pki 

'cnen  und  bedenkt ,  dass  Ar/-.  ||  Aq^^,  alsoi^=£^,    und    dass 

pk^     pßo 

*^  •%itmß^=^Pffipfi  ist»  so  überzeugt  man  sich»  dass  pf^=pf 

*^»  also  A^  mit  A  zusammenfallen  muss. 

iTnd  da  nun  ua'^^^^yß'^,  also  der  Punkt  u  auch  auf  der  Ge- 

'^^dttt  rS  (oder  ry)  liegen  muss,  so  sind   die  Punkte  u  uud  m, 
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uod  somit  auch  das  Quadrat  «o  ß^  a\  fi*^  mit  dem  durch  die  Kon 
struktioD  erhaltenen  Viereck  abajk^  identiscfa. 

Determination. 

Da  zwei  Quadrate  mit  parallelen  Seiten  ähnliche  und  äbnlidi 
liegende  Figuren  sind,  also  die  Geraden  A,  A^,  B,  B^,  welche 
ihre  Ecken  paarweise  verbinden,  in    einerlei  Punkte  convergiren, 


aut  aer  emen  als  aui  aer  anaern  oeite  von  pe  und  pc^  iiesen  ex 
man  also  zwei  Punkte  k  und  zwei  Punkte  k^  erhält,  so  scheint 
dass  die  Aufgabe  im  Allgemeinen  einer  Anzahl  von  vier  Ai^Ssim- 
gen  fähig  ist    Hierüber  wird  die  folgende  Untersuchung  ein  be- 
stimmteres Urtheil  gewähren. 

Anm.    Ist  A\\A^  und  BwB^y   so    ist  sin « : sin /?  =  p^:|if 
t=  1,    cos(tf|— a)  =  cos  (Pi—ß)  =1,    sin  (»i  — «)  :  8in(ßi—ß)= 

'y-  sin  (•+/^) :  —  sin(a+/?)=/igr:p*,  wodurch  sich  die  obige  Koo- 
•truktion  sehrtereiniacht. 


B.    Mittels  projektivischer  Gebilde. 

Analysis.  *     ' 

Der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Quadratc^s  ist  der  Mittelpunb 
der  H^otenusen  zweier  gleichschenkliger  rechtwinkliger  Dreiedke» 
deren  jedes  einem  von  zwei  gegebenen  Dreiecken  emgeschriebei 
ist«  also  der  Durchschnitt  der  geometrischen  Oerter  dieses  ADttid- 
pünktes  fiir  die  zwei  gegebenen  Dreiecke. 

Es  sei  (Taf.  III.  Iig.  5.)  npq  irgend  ein  gleichschenkliges,  b^ 
p  rechtwinkliges  Dreieck,  dessen  Ecken  n,  q,  p  auf  drei  der 
jLage  nach  gegebenen  Geraden  A,  A^,  A^  liegen,  m  sei  der  Iffit- 
telppmkt  von  nq,  also  mn=mp=^fnq  und  W.  qmp'=R,  '  Es  seien 


und  B^a  oder  a"  und  ^\  parallel  mit  J9m ,  und  der  Punkt  m  mit  B 
und  B,  durch  zwei  Gerade  a,  a^  verbunden,  welche  resp.  die  l^i 
und  a  in  a  und  a.  schneiden.  Diess  vorausgesetzt,  so  ist 
^Bti^a^co ^pqm  und  i^B^aco^pnmy  W.0|-Bai=W.9pm=W. 
ajBia=  W.npm=JÄ  und  Ba^: Bci^=pmipq=pm\pn^=  ByaiB^9i 

Die  Geraden  a,  üI^  sind,,ebensowie  pq^  pn,  rechtwinklig  sn 
einander;  denkt  man  sich  also  das  DreiecK  npq  fortwährend  unter 
denselben  Bedingungen  variirt,  und  die  den  Linien  a,  Oi,  a',  af^, 
a",  o^i  entsprechenden  Linien  der  Reihe  nach  mit  b,  b^,  b',  b\, 
b^y  b^i;  c,  €{;  c',  c\y  c",  &\;  d,  d^,  rf',  d\,  d",  d"^  ....,  und  die 
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fWQ  iniDkteo  a,  a^  a,  «i  entsprechendeD  Fuofcte  mit  q,  t^,  s,  f^; 
ff  (|»  y»  yi9  ^9  \9  05  ^1»  ••••  bezeichnet 9  «o  liegen  die (Durchscnoitte 
wxweier  Geraaeo  af ,  a\;  b' ,  6'.;  c' ,  c\;  d! ,  cf'.  :...  auf  einer 
j&eisliDie,  deren  Durchmesser  Ba^  ist;  und  da  W.aiiSfai=b|J?/9. 
=(,£y|  =  hJSi^ . . . .  =  ttÄ,a  =  hBj  =  cÄi/ = öi?.^  . . . .  =  JA  j  und 

= i2ir :  ^iC = B|^ :  J&ib . . .  =i  1 :  t^  2  ist ,  und  da  sämmtliche  Punkte 
itf.tu  ^1»  ^v:*  ^^  einer  Geraden  A^,  und  sämmtliche  Punkte  O9  69 
(,  b..«;  auf  einer  Geraden  A  liegen  >  so  mOssen',  nach  einem  be- 
iinittn  liokaltheorem,  auch  die  Punkte  o.,  ß^y  y^y  ^1  ••..  alle  auf 
dBar^tund  die  Punkte  »,  ß,  y,  S,..  alle  aut  einer  anderen  Geraden 
t$tßn*  Bedenkt  man  endlieh,  dass  sowohl  die  Geraden  a',  b',  c', 
df...  und  a",  b^,  e",  d"..,y  als  auch  die  Geraden  a'i,  b\,  e'|,  d\.,* 
md  0^1«  A^.y  €"i,  d\ ....  zwei  concentrische  projectiTisch  -  gleiche 
Stntblbflschel  bilden^  so  kann  man  der  Reihe  nach  setzen: 

J»(a,  6,  c,  d...)  =  Äi(a"|,6"i,  c'\,d'\...)=^B^(a\,b\yc\,d\...) 
=zB(af,b',c',d'...)=:B(a",b'',c'',  d"...)zzB,(a^,  b^,c^,  d^...); 

idio  ist  B{a,  bs  c,  d,.  ,)  =  Bi(at9  bi^  c.,  <2|...). 

Da  je  zwei  Strahlen  a",  a".  parallel  sind;  so  müssen  sich 
ngwd  zwei  derselben  ^  und  folglicn  auch  zwei  der  Strahlen  a^  a^; 
'lii.f.  längs  der  Geraden  BB^  vereinigen,  also  ist 

B{a,  6j  Cf  c{...)=J>L(at«  b^,  C|,  <2|...)y  d.  h. 


nacni  man  vy.  xjxj ^^  =  y^r.  j3iJjn=:±M€  una  xft=m,  jDiK 
^gt,  so  sind  offenbar  auch  i,  k  zwei  solcne  Punkte  m,  also  die 
Wide  S  durch  diese  zwei  Punkte  leicht  zu  konstruiren. 

Jeder  Punkt  m  dieser  Geraden  hat  also  die  Eigenschaft,  dass 
wm  man  durch  ihn  eine  Gerade  na  legt,  welche  von  A,  A^  be- 
gNut  und  in  m  gehälftot  wird,  una  in  m  auf  nq  eine  Senkrechte 
i^jtfrichtet,  welche  von  A^  begrenzt  wird,  jedesmal  mp^^mn 
^«f  sein  muss.  Uebrigens  gibt  es  allemal  zwei  Gerade  S, 
■1  MV  wenn  AWA^^  fallen  bekle  in  eine  zusammen.  Sie  sdinei- 
lipi  rieh  auf  A^  ;  und  je   zn^ei  denselben  entsprechende  Dreiecke 

andfiiPii^i  (wo  nundn^  auf  2I,  q  und^i  auf  A^  liegen)  haben  eine 
he  Lage  zu  einander,  dass  wenn  durch  blosse  Verschie- 
kng  des  einen  n^piqi  in  der  Ebene  die  Punkte'n,  it| 
▼üteiBigt  werden,  und  ^ie  Gerade  iti^i  in  die  Richtung 
▼tili nach  9  gelegt  wird,  die  Punkte p,j9|  auf  verschie- 
'tie  Seiten  von  nq  fallen. 

.    Konstruktion. 

SoHen  (Taf.  111.  Fig.  6.)  die  Gegenecken  des  gesuchten  Quadrates 
fivweise  auf  den  gegebenen  Geraden  A,  A^  und  B,  B^  liegen, 
^  lind  pr  q,  r,  s  die  Durchschnitte  von  A,  B;  B ,  A^;  A^^  B^, 
^^ßA^mo  beschreibe  man  über  irgend  zwei  der  vier  Strecken  pq, 
9%  t«^,  s.  B.  über  pq  und  n,  als  Diagonalen,  zwei  Quadrate.  Zwei 
*Uto8sende,  von  p  und  q  ausgehende  Seiten  des  einen  mögen  die 
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Ai  UDd  A  in  den  Punkten  p^^  und  q^,  die  beiden  anderen  Seiten 
dieselben  Creraden  in  p^und  9»  > schneiden,  und  auf  fthnliche  Weite 
«eien  durck  die  Seiten  des  anderen  Quadrates  die  Punkte  s.  .und  f ^ 
9f,  und  Tfg  bestimmt.  Man  verbinde  die  Mittelpunkte  der  Streekoo 
mi|  und  qq^  mit  einander  durch  eine  Gerade  S^  und  ebenso  die 
Mittelpunkte  der  Stecken  pp,,  und  qq,,,  is,  und  rtg,  u^  und  rr^ 
durch  die  Creraden  S^,  S^y  S^.  Die  Geraden  S,  5|  schunden  die 
Geraden  S^,  jS,  in  vier  Punkton  m,  m|,  m,,  m«.  uefst  man  durch 
irgend  einen  dieser  Punkte ,  z.  B.  durch  m,  eine  Geiaide  as,, 
ivelche  von  A,  A^  (oder  J?,  ^i)  beffrenct  und  in  m  gehälftet  wfav^ 
und  errichtet  in  m  auf  aa|  eine  Senkrechte^  wdehe  ISi  Si  in  byi^ 
schneidet,  so  ist  tnb=^ma:^mat^mb.;  aber  in  üwel  Fällen  fidlei 
die  Punkte  6,  6.  mit  dem  Durcnschnitte  von  £  und  Bi  zusammM^ 
und  nur  in  ded  l>eid«il  andem  bilden  die  Punkte  o,  69  a^^  b^  da 
Quadrat 

Beweis. 

Da  der  Punkt  m  zur  Geraden  iS  gehört,  so  folfft  aus  der  Aor 
lysis,  dass  9?i6=:ina=ma,,  und  da  er  auch  Zur  Geraden  5,  ge- 
hört, so  ist' auch  m6|^=mce=ma.,  also«  sind  a,  a^  und  &>  ftn  ^ 
fem  nicht  6  und  6|  zusammenfallen,  die  Gegenecken  eiües  Qot- 
drates.  Da  nun  m6=:ma=:^m6i,  so  muiäs  der  Punkt  m  auch  anf 
einer  der  beiden  Geraden  liegen,  welehe  man  ebenso  wie  S,  S^ 
findet,  indem  man  A,  ^,  mit^,  J?^  und jB mit  A  Vertauscht  u.8.w. 
Welcher  s^wei  der  vier  iStrecken  pq,  qr,  rs,  sp  man  sich  also  viA 
zur  Konstruktion  der  Punkte  nt,  m^  m„  m.  bedienen -mag,  aUemal ' 
iverden  dieselben  Punkte  sich  darunter  befinden,  welche  iu  irgend 
einem  Falle  Quadrate  liefern. 

Determination^ 

Nennt  man  irgend  zwei  Dreiecke  npi^und  n|Pi9.(Taf.lIL  tIgJt«) 
weiche  zu  zwei  der  Vier  Geraden  S,  S„  S^,  S^  (TaC  III.  t1g.&) 
gehören ,  gleichlii^end  oder  ungleichliegend^  jenachdem  die  Punkte 
/>,  Pi  auf  einerlei  oder  auf  Veftichiedene  Seiten  von  nq  üÜMt 
wenn  das  eine  Dreieck  auf  die  in  der  Analysis  angegebene  Webe 
Verschoben  wird,  und  sind  m^m^  s.  B.die  Punkte,  wo  S^  vonT  jS  ^nl 
iSi  geschnitten  wird ,  so  lässt  sieh  folgendermassen  urtneilen*  '  Ist 
irgend  eines  der  Dreiecke,  welche  zu  «S,  geh5ren>  mit  iigtüiJ 
einem  der  zu  S  gehörigen  gleichtiegend  >  so  mfissen>  weil  alle 
Dreiecke,  welche  zu  einer  und  derselben  Geraden  gehören,  gleM* 
liegend  sind,  je  zwei  Dreiecke >  welche  zu  S  und  jS,  gehöm, 
gleichliegend  sein ,  und  da  je  zwei  zu  iS  und  jSj^  gehurige  Dreiede 
ungleichUegend  sind,  so  müssen  auch  je  zwei  zu  S^  und  ^i  ge- 
hörige unäeichliegeiid  sein,  und  umgekehrt.  Gesetzt  also^  es 
fielen  die  durch  m  erhaltenen  Punkte  o,  6^  zusammen,  so  wSrett 
die  Dreiecke  aba^  Und  ab^a^^y  deren  eines  zu  S,  das  andere  xa  <S, 
gehört,  gleichliegend;  folglich  wfirden  die  beiden  durch  den  Paukt 
m^  erhalteuen ,  zu  S,  und  S^  gehörigen  Dreiecke  unj^leichliMtod 
sein,  also  ein  Quaatat  bilden,  unu  umgekehrt  Hieraus  folgte 
dass  allemal  zwei,  aber  auch  nur. zwei  der  vier  (Punkte  m« 
m  t ,  m, ,  m^  Quadrate  liefern. 
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Uebrigens  geht  die  Unmöglichkeit,  dass  die  Aufgabe  vier 
AildsuDgeD  habe,  noch  einfacher  schon  daraus  hervor,  weil  einer 
jeden  der  Strecken  jfq,  qr,  rs,  sp  ein  Paar  Gerade  S,  Si  ent- 
ipreefaen ,  und  eine  Jede  von  diesen  acht  Geraden  zwei  der  Punkte 
i^nip  m,,  lüg  verbinden  müsste,  was  unmöeiich  ist,  wenn  nicht 
iwei  derselben  mit  zwei  anderen  zusammenfällen  sollen. 

Anm.  Ist  ^  II  ^1  und  BWB^,  so  fallen  alle  vier  Punkte  m 
vät  dem  Mittelpunkte  des  Parallelogramms  zusammen,  und  dann 
wbd  die  zuletzt  gegebene  Auflösung  illusorisch,  weshalb  man  in 
desem  Falle  die  in  der  vorigen  Anmerkung  angedeutete  oder  auch 
die  in  Diesterwegs  Geometrischen  Aufgaben  nach 
der  Methode  der  Griechen  8.  166  mitgetheilte  Auflösung 
a  wfthIeD  hat. 


Zu  beweisende  Sfitze. 


r 


1«  Bildet  man  aus  einer  beliebigen  Anzahl  n  Tangenten  eines 
Kegelschnittes,  deren  Berührun|^spunkte  alle  auf  einerlei  Seite  der 
Haimtachse  liegen,  irgend  ein  einlaches  n-£ck,  so  ist  die  Summe 
der  Winkel,  unter  welchen  der  Abstand  der  Brennpunkte  von  ein- 
ander von  den  Ecken  aus  gesehen  wird,  eben  so  gross  als  die 
Sname  der  Winkel,  unter  welchen  derselbe  Abstand  von  den  Be- 
riOiningspunkten  aus  erscheint ,  und  ist  daher  für  alle  so  möglichen 
3.4.5...(n  — 1)  einfachen  n-Ecke  von  gleicher  Grösse. 

2.    Haben  eine  Schaar  von  Kegelschnitten,  welche 


eise  reelle  oder 'ideale  Sekante 
mein  haben,  mit  einem  und 
üenseiben  Kegelschnitte  eine  re- 
elle oder  ideale  doppelte  Berüh- 
5  einerlei  Art:  a)  so  liegen 
.  jeder  Tangente  des  letzteren 
miprojektivische  Gerade,  deren 
enteprecnende  Punktenpaare  auf 
jenen  ersteren  Kegelschnitten 
Bcgen ,  und  zwar  sind  allemal  im 
Bttrfihrungspunkte  und   auf  der 

K       Sekante      entsprechende 
kte  vereinigt;  b)  und  je  zwei 
Ttn^enten    des    letzten   Kegel- 
Bckiittes  sind  auf  zweifache  Weise 
jo  Ansehung  der  Punktenpaare, 
ii  denen  sie  von    den  ersteren 
geschnitten    werden ,    perspekti- 
visch; und  zwar  liegen  die  beiden 
Frojektionspnnkte  auf  der  gem. 
Sekante;  c)  dagegen  sind  die- 
telben  in  Ansehung  der,  auf  die 
ieiden    noch    übrigen     Weisen 
ennbinirten  Punktenpaare    zwar 
/irajektivisch ,  aber  schiefliegend. 


Theil  VI. 


einen  reellen  oder  idealen  Tan- 
gentendurchschnitt gemein  haben, 
mit  ^nem  und  demselben  Kegel- 
schnitte eine  reelle  oder  ideale 
doppelte  Beriihmng  einerlei  Art: 
a)so  ist  jeder  Punkt  des  letzteren 
der  Mittelpunkt  zweier  projekti- 
vischer  Strahlbüschel ,  deren 
entsprechende '  Strahlenpaare  die 
von  demselben  an  die  ersteren 
gehenden  Tangentenpaare  sind; 
und  zwar  sind  längs  der  Tangente 
des  letzten  Kegelschnittes  und  in 
der  Richtung  nach  dem  gem.  Tan- 
gentendurchschnitte entsprechen- 
de Strahlen  vereinigt ;  b)  und  jeder 
dieser  beiden  Tangentenbüschel 
ist  mit  einem  der  beiden,  welche 
irgend  einen  anderenPunkt  dessel- 
ben Kegelschnittes  zum  Mittel- 
punkt haben,  perspectiviscb ;  und 
zwar  geben  aie  beiden  perspec- 
tivischen  Durchschnitte  nach  dem 

fem.  Tan^entendurchschnitte ;  c) 
agegen  ist  derselbe  mit  dem 
jedesmaligen  anderen  zyvar  pro- 
jektivisch,  aber  schiefliegend. 

12« 
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3.    Haben  eio^l  Schaar  von  Kegelschnttten,  welche 


eine  reelle  oder  ideale  Sekante 
gemein  haben,  mit  einem  und 
demselben  Kegelschnitte  eine  re- 
elle oder  ideale,  doppelte  Berüh- 
rung einerlei  Art:  a)  so  liegen 
die  jBerührungspunkte  aller  T^n- 

fenten ,  welche  von  irgend  einem 
^unkte  der  gem.  Sekante  an  jene 
Kegelschnitte  gezogen  werden , 
auf  dem  Um&nge  eines  neuen 
Kegelschnittes,  welcher  den  letz- 
teren ebenfalls,  und  zwar  unter 
jenem  Punkte  (als  Berührungs- 
pole)  doppelt  berührt,  und  wel- 
cher mit  denjenigen  Kegelschnit- 
ten, die  die  harmonischen  Pole 
je  einer  beliebigen  Geraden  in 
Bezug  auf  die  erste  Schaar  ent- 
halten — ,  einerlei  Sekante  gemein 
hat.  6)  Alle  mittels  der  einzeln 
hen  Punkte  der  gem.  Sekante  je- 
ner Schaar  so  erzeugten  Kegel" 
schnitte  bilden  eine  zweite  Schaar, 
welche  eine  Sekante  gemein  und 
mit  demselben  Kegelschnitte  als 
die  erste  Schaar  eine  doppelte 
Berührung  einerlei  Art  haben. 
c)  Diese  beiden  Schaaren  von^ 
Kegelschnitten  stehen  in  Toll- 
kommener  Wechselbeziehung  zu 
einander,  d.  h.  die  erste  kann 
aus  der  zweiten  ebenso,  wie  diese 
aus  jener,  erzettgt  werden u. s.w. 


einen  reellen  oder  idealen  Tan- 
gentendurchschnitt gemein  haben, 
mit  einem  und  demselben  Kegel- 
schnitte eine  reelle  oder  ideale 
doppelte  Berührunff  einerlei  Art 
ä)  80  umhüllen  alle  Tangenten  der- 
selben ,  deren  Berührungspuidrte 
mit  dem  gem.  TaDgentendoich- 
schnitte  in  serader  Linie  liegei, 
einen  neuen  Kegelschnitt,  welcner 
den  letzteren  ebenfalls ,  und  zwar 
längs  dieser  geraden  Linie,  dop- 
pelt berührt,  und  welcher  mit  den- 
jeniffen  Kegelschnitten,  die  von 
den  harmonischen  Polaren  je  eines 
beliebigen  Punktes  in  Bezug  auf 
die  erste  Schaar  umhüllet  we^ 
den-—,  einerlei  Tangentendurch* 
schnitt  gemein  hat.  6)  Alle  mittds 
der  einzelnen  Strahlen  des  gem. 
Tangentendurchschnittes  jener 
Schaar  so  erzengten  Kegelschnit- 
te bilden  eine  zweite  Schaar,  wel* 
che  einen  Tangentendurchschnitt 
gemein  und  mit  demselben  Kc^ 
schnitte  als  die  erste  Schaar  eine 
doppelte  Berührung  einerlei  Art 
haben,  c)  Diese  beiden  Schaareo 
Ton  S^gelschoitten  stehen  inToUr 
komtneüer  Wechselbeziehung  zu 
einander,  d.  h.  die  erste  kann  ans 
der  zweiten  ebenso,  wie  diese 
aus  jener,  erzeugt  werden  ils.w. 


4.  Die  Seiten  sämmtlicher  Dreiecke,  welche  einem  gegebenen 
Dreiecke  eingeschrieben  und  einem  anderen  gegebenen  Dreiecke 
ähnlich  sind,  sind  die  Tangenten  dreier  Kegelschnitte,  deren  jeder 
zwei  Seiten  des  erstereo  Dreiecks  berührt 

Dieser  letztere  Satz  föhrt  zu  einer  ziemlich  einfachen  LOsnng 
der  Aufgabe:  In  ein  gegebenes  Dreieck  ein  zweites  zu  beschreiben, 
welches  einem  gegebenen  dritten  ähnlich  sei  und  dessen  eine 
Seite  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehe. 
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Ueber  Ibestimiiite  Integrale  und  (9iuii< 

mirungr  einlgrer  Reihen. 

Von 

Herrn  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gymnasium  za  Straliund. 


Die  vorliegende  Abhandlung  besch&ftigt  »ich  vorzflgiich  mit 
der  Entwickelung  des  bestimmten  Integprals 


y<p  log  sin9<f9  > 
0 


welches  von  Hill  zuerst  ausgeben  und  von  Clausen  In  Crelle's 
Journal  Band  VII.  S.  90@.  oesonders  untersucht  worden  ist 
Beide  Geometer  erhalten —in* ot*  log 2  als  Werth  des   obi- 

§eD  Integrals.     Die  Clausensche  Entwickelung  ist  sehr  einfach, 
ie  geht  von  der  bekannten  Gleichung  aus: 

log8ln<p=  — log2— cos29  — Icos  49  — lcos6<p—  etc. 

Multiplicirt  man  nämlich  auf  beiden  Seiten  mit  cpdUp,  und  integrirt 

swischen  den  Grenzen  0  und  mt ,  so  ergiebt  sich^  da  /      9  cos  2kiXidm 

'  ,  t/  0 

verschwindet,  auf  der  Stelle  der  angezeigte  Werth. 

Indem  ich  mich  nun  bei  anderen  Untersuchungen  des  Werths 
jenes  Integrals  bediente,  gerieth  ich  auf  einen  mderspruch,  der 
mich  veranlasste  9  die  obige  Entwickelung  einmal  genau  durch  ^u 
nehmen,  und  bald  entdeckte  ich,  dass  in  ihr  ein  Fehlschluss  ob- 
walte. Dieser  liegt  In  der  Annahme  der  obigen  Gleichung,  welche 
aufhört  richtiff  zu  sein^  sobald  sin  9  negativ,  oder  log  sin  9  imagi- 
när wird.  Dieser  Fall  tritt  nun  wirklich  ein,  wenn  n  grösser  als 
die  Einheit  ist,  indem  dann  der  Bogen  9  wegen  der  Integrations 
grenzen  durch  den  dritten  und  vierten  Quadranten  geht,  wo  sein 
Sinus  negativ  wird,  und  somit  gelangte  ich  zu  der  Ueberzeugung , 
dass  Hill  einen  unrichtigen  Werth  angegeben  hatte,  welches  sich 

12«* 
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durch  meine  eigene  Eutwickelung  in  der  That  bestätigt  hat  Zii- 
fflcirh  ii«t  log  sin  9  selbst  unbestimmt^  'indem  ein  Logarithmus  be- 
kanntlich unendlich  viele  Werthe  zuiässt,  weswegen  aDgegebeo 
werden  muss,  welchen  dieser  Werthe  man  verstandeo  wissen  will 
Meine  Entwickelung  weicht  nun  von  der  Clauseuschen  niebt 
nur  ab,  sondern  sie  leitet  mich  zugleich  auf  die  Summation  voo 
Keihen,  die  ich  der  Mittheilung  oicht  ganz  unwerth  halte.  End- 
lich   reiht  sich    die    Untersuchung    des   eiDfachem  Integrals 


/      logsi 


sin  cpd(p 


an. 

Nach  diesen  Bemerkungen  schreite  ich  zur  Sache ,  und  erinnere 
rücksichtlich  der  vielfachen  Werthe  eines  Logarithmus,  und  der 
Bedeutung  des  Logarithmus  einer  negativen  Grosse  an  die  ans 
Cauchy's  Cours  danalyse  de  T^cole  royale  polyt  be- 
kannten Gleichungen 

(loga)=:loga+'2k^tV"=l.,   (}og-ä)  =  y6ga  +  (2x+l)icV-l, 

wo  log  a  den  reellen  Werth  des  Logarithmus  der  positiven  Grosse  a, 
dagegen  die  Grossen  auf  der  Linken  den  Complex  aller  Werthe 
des  Logarithmus  bedeuten  sollen ;  k  und  X  sind  positive  oder  ne« 
ggtive,  beliebige  ganze  Zahlen. 

Dieses  Resul&t  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man  die  imaginSre 
Exponentiaigrösse  eyV-i  so  definirt,  dass  sie  aus  der  fär  ^  be- 
kannten unendlichen  Reihe  hervorgeht/  wenn  ^V--l  ftn  die  Steile 
von  y  gesetzt  wird.  Dadurch  erhält  man  definitiv  «»V^=T:=cosy 
+  t^^.«iny.  Ist  also  x+y^'^  der  Logarithmus  der  belVebigen 
Grösse  a ,  so  hat  man  a=e*(  cos  y + V^=T  •  sUny) ,  weshalb  sin  y = 0 
und  ^cos^=a.  Wegen  der  ersteren  dieser  Iielati9nen  ist  y  =  k%, 
cosy=(--l)*,  (— l)*e*^  =  a.  Ist  daher  a  positiv»  so  muss  k  ge- 
rade upd  e^  =  a  (d.  h.  ^==loga)  sein;  wenn  aber  a  negativ  ist,  so 
ist  nothwendig  k  ungerade  und  c*  ==  —  a  (d.  h.  o: = log — a).  Folglich 
wird  ^+yt^=T=log'ö+2ÄÄV^,  oder  =log  — a+(2A+l)Äy"l=i, 
jenachdem  a  positiv  oder  negativ  ist,  was  oben  behauptet  wurde. 

Demnach  ist  jeder  beliebige  Werth  von  log  sin  9  negriffen  in 

den  Formeln 
» 

(    (logsin9)  =logsin9 +2AäV"— 1> 

(    (logsiu9)  =  log-sin(p  +  (2A+l)ÄV^; 

indem  die  erste,  oder  die  zweite  verstanden  wird,  jenachdem  mini 
ersten  und  zweiten,  oder  im  dritten  und  vierten  Quadranten'  endigt 

Ich  nehme  endlieh  an,  dass  in  dem  Integral/      9logsinq>i2q> 


Integral/      9logsii 
iten,  oder  im  dritter 


iflr  alle  Bogen  9,  die  im  ersten  und  zweiten,  oder  im  dritten  und 
vierten  Quadranten  endigen,  resp.  k  und  A  einen  unveränderlichen 
Werth  behalten. 
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I.    Das  bestimmte  Integral  /      9logsm9dq))  in  welchem  n 

J  0 

eine  positive  ganze  Zahl  anzeigt. 


Führt  man  für  sio  qxden  gleichbedeutenden  Ausdruck  ±1^  1— CO89* 
ein,  indem  das  obere  oder  untere  Vorzeichen  zu  nehmen  ist,  je- 
üÄdem  der  Bogen  9  resp.  im  ersten  und  zweiten ,  oder  im  dritten 
nd  vierten  Quadranten  endigt^  und  entwickelt  den  Logarithmus 
is  «ine  unendUche  (wegen  cos9*<l  convergirende)  Reihe ^  so 
fAilt  man  nach  einer  von  selbst  verständlichen  Bezeichnungsart: 

2)      A''"*"*'*^'^9logsin9rf9 


"/ 


G)  log  sm  cpc^G) 


wo  M  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 

'Wendet  man  nun  auf  das  erste  Integral  zur  Rechten  die  allge- 
Miiiftte  Reductionsformei  an  y  indem  man  cos  92p  c29  zerlegt  in 
coMpaF—l  cos9df9^  und  den  letztem  Factor  integrirt,  so  erhält  man 
ii^  Aiusdruck 

9C0S9^i>-^  1  sin9-|-5--cos9^i>  +  (2p— 1)  fcosqi'^P  -  «  sin9*Äp. 

Z«lM;tinan  aber  das  letzte  Integral  dadurch ,  dassman  1— •C0S9* 
Arm 9*  nimmt 9  so  entsteht  nach  der  Zusammenziehung 

2^/9  cos  92p  €fcp 
=  9COS9«i»^isin9  +  ^cos92i»+(2p  — 1) /9C0S9*P"'*d[9. 
Btnichnen  demnach  mund  n  zwei  positive  ganze  Zahlen ,  so  wird 

y"%  cos  9'''' ^9=  ^o""    /  "^9 cos  9 *'"'  *  Ap. 

'^e  Reductionsformei  kann  nun  auf  das  Integral  zur  Rechten 
^^Neuem  angewandt  werden  u.  s.  f. ,  da  es  aus  dem  zur  Linken 
j^orgeht»  wenn  in  diesem  p  — 1  statt  p  gesetzt  wird.  Auf  diese 
^^i«e  kommt  durch  gehörige  Substitution 

'^hrt  man  diesen  Werth  in  2)  und  3)  ein,  so  wird 


IM 

^-i,.(4«..H)gf  i  .  l'l±%''  Hh^'1^^1.  (4«.+!,, 

6)   /  «plogsiuoxfo 

Es  liegt  una  nuik  ob,  die  hietm  eDthaltene  Summe  von  uneodlich 
vielen  Gliedern  zu  bestimmen.  Zu  dem  Ende  versuche,  ich  tk 
Summation    der    allgemeinen    Reihe,     deren    allgemeines    Glid 

1 .  l'^/l'^^^r'^Ka^  ist,  welche  för  jeden  Werth  von  x,  dessen 
p    2.4.6 —  2p  "^ 

absoluter  Wertn  kleiner   als  die    Einheit  ist,    convergirt,   wovon 

man   sich    durch    den   einfachsten  Satz  von    der  Convergenz  der 

Reihen  sogleich  überzeugt    Die  Summation   gelingt  mittelst  der 

bekannten  Binomialreihe : 

Desn  dividirt  man  mit  x  und  multiplicirt  mit  da:,  so  entsteht  durch 
Integration 

Con«i+rCl-^)-^zJ_rf.:=>l*l.';-3.5..(2ip-l)^. 
t/  ar  p=i  p    2.4.^....  2p 

Hiernach  ist  das  Integral  auf  der  Linken  zu  bestijnmen,  und 

zwar  so,  dass  es  für  ar:s:0  verschwindet. 

P    da:  t     P—dä: 

Man  zerlegt  es  abet  in  die  beiden  /    ^= ^^a    / — — -, 

von  denen  das  letztere  unmittelbar  bekannt  ist,  indem  es  den 
Werth  —  logo?  hat    Was  das  erste  betrifft,  so  wird  es  rational 

durch  die  Substitution  V"l  — ar=y,  nämlich  /-^ — |^,  welches 
letztere  wieder  zerlegt  wird  in  /  7"  ^  +  /  7"   ^  ,  also  den  Wartli 

J  i~y  J  1+y 

l<>g  T— ^  faftt.    Führt  man  für  y  seinen  Werth  ein,  so  wird 
1+^ 


/ 


öLzifLizl  ^ar = Const  -  2  log  (  i  4- ^P^) , 


0? 

und  wenn  man  es  für  ar=0  verschwinde»  lässt: 


/. 


Demnach  Ist 


dx^-^^log 
0  « 


j? 
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flritde«  or,  dessen  absoluter  Werth  kleiner  als  die  Einheit  ist 
Hier  ist  jetzt  a:=l  zn  setzen;  allein  es  muss  zuvor  untersucht 
mtii&a,  ob  die  Summe  auf  der  Linken  noeh  ßlr  diesen  Werth 
ooDTergirt  Dass  dies  wirklich  statt  finde,  erhellet  aus  einem  Theo- 
NB  von  Raabe*),  weiches  uns  auf  die  Grenze   des  absoluten 

Werdis  von  (—^ 1)  n  hinweist^  wo  Un  das  aligemeine  Glied 

tttH-l 

£i  bt  diese  Grenze  grösser  als  die  Einheit,  so  findet  Convergenz 
tt  Unsere  Reihe  entspricht  nun  in  der  That  dieser  Bedingung, 

3+2 

k  iDan  leicht  findet  (— ^ 1 )  n  ^ ^.welches  {  zur  Grenze  hat. 

«"+1  2+i 

Setien  wir  also  in  7)  ;r=l,  so  wird 

7*)  1*  l .  l-3.S..(2p-l)     gl     g^ 
'  ^^p   2.4.6....^  ^ 

Oiiblb  ist  nach  5)  und  6) 

1 

8)  A***^Nlog«n<prf(p=;-i«Mog2(4m+l)+A««V^ . (4m+l), 
^  /!  *"*  V  <plog8ln9*P=-4«*log2(4m-l)+^«'1^=I .  (4«-l) 


/ 

Setzt  man  in  der  ersten   dieser  Relationen  m^\  ftir  m,  und 
aMrC  dann  8)  und  9),  so  entsteht 


q>log8in9(2(p 
2)« 


a-4 «•  log2 (2m)«  +  iht'V-I .  (4i»-3) +?yit»1^=I .  (4m- 1). 

Nimmt  man  nun  fiir  m  nach  und  nach  die  Zahlen  1,  %  3,...m 
^  addlrt  alle  dadurch  entstandenen  Integrale,  so  wird 


/. 


'imm 


cplogsin9<^ 
0 


- -tÄ*log2(2//0H^  :t»1^~  1 .  ( 2m  -  1 )  iw + "^^  ic»  V^-1 .  (im  +l)m, 
ler 


^    ZeiMohrift  für  Fhyiik  und  Mathematik  toq  Baomgarteer  und 
Kttfügshaiuen.    Wien  1881. 


192 


10)    /  ^'^i^lo^mntpdtp 

Addirt  mao  hiexn  das  lot^nl  8),  so  ei^^icbt  sich  nach  kiehlM 
BcdactkHieii: 


11)  r 

.1/  o 


iplogmipdtp 
o 


Daher  i«t  jetzt « 

12)    /       9log8iD<pil(p 
t/  o 

WO  da«  obere  oder  uotere  Zeichen  zu  nehmen ,  und  a=0  oder=l 

zu  aetzeo  ist,  jenachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist 

•         1 

Igt  n  =  1 5  so  wird unendlich ,  allein  die  ganze.  Betraeli* 

n  —  a 

tune  lehrt»  dass  dann'^^/    vf—l.Ci-i- -)  ganz  zu  vernadiläfl- 

2  n—a 

sigen   ist  9  indem  der  Logarithmus    für  diese  IntegratioDSgrenzeo 

nk^ht  imaginär  wird.    Daher  ist  ffir  n=l  ' 

13)   /''^9log8incpd9=^ljr.«(log2^2)b:V:il], 

welche  Formel  aU  Ausnahmefall  von  12)  zu  betrachten  ist. 

Versteht   man    in    dieser    Gleichung    unter    log  sin  9  nur  die 
reellen  Werthe,  welche  es  zwischen  9=0   und    9=9?   jedesmal 

erlangt  9    so    verschwindet  k    und    es   wird    /  ^  9  log  sin  9^9  = 

—  i9r^loff2.    Dann  ist  der   von  Hill  angegebene  Werth  richtig,  in 
allen  andern  Fällen  ist  er  &lsch. 


IL     Das  bestimmte  Integral    /  ^  log  siq  9119 ,    in  welchem 

n  eine  positive  ganze  Zahl  anzeigt. 

Der  Werth  dieses  Integrals  zwischen  den  Grenzen  0  und  In 
wird  am  leichtesten  durch  das  Integral  /  ^9  log  sin  91^9  bestimmt 


^» 
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DeoQ  zerlegt  man  das  letatere  von  9=0  bi^  cp  =  1äj  und  von  cp~ 
Ix  bis  q)-=7c,  und  transforniirt  den  zweiten  Theil  durch  die  Sub- 

ititation    9  =  «  — 9',    so  findet    man  sogleich    /       logsin9<Z9  = 
I  /»  '  t/  0        . 

-  /     9logsin9<Z9«  Also  ist  nach  13) 

14)      /  ^^  JQg  gin  qj^jp  =  —  ,  Ä  ( log  2  —  2Ää  1^^). 

Da  nuii  nach  dem  Begriffe  eines  bestimmten  Integrals  als  der 
D«e  einer    Summe   von   unendlich    vielen   Elementen    offenbar 


logsui9<29=/      logsiD9<29  ist,  so  ist  ferner 
i»    '  t/  () 

.16)     f"^  log  sin  9^9  =  -  Ä  ( log  2  -  2/c%^^). 
t/  0       - 

diu  pacfi  dertifelben  Ansicht  ist  /      log^sincpdcp=i/     log  sin  9^^. 

J  ^  J  0 

Ik  mm  log  -T  «ln9 = log  sin  9+(2A.  + 1)  ä  V^9  so  ist  /  ^  logsin9€&p 

■  /htm-  n  ^ 

-f      logsinipdxp  +  (2X+l)  «V"=l/  "^^9,  folglich 

j       /       log  sin  9^9  =  /  ^  log  sin  9d!9  —  ( 2A.  + 1  )ä*  VUl, 

ibo 

r*^log  sin  9CZ9  =  -2  ,r  [log  2  -  2kn^~l  ~?^ic  4^=1]. 

IMMlben  Werthe  haben  die  Integrale  von  27r  bis  Air,  von  49r  bis 
ftr  Q.  8.  f.;  demnach  hat  man  (tllgemein 

M)  P  «"^log  sin  9^9  =  -  2m^  [  log2  ~  2;t7r1^~l  ~  ^* tt  V=1]. 

Äul  lerialle  man  /  ^^'""*"^''^log  sin  tpdcp  von  9=0  bis  tp=z2mn, 
«id  ?0D9=2m7rbis9=(2m+l)7r,so  erhält  man,da  /  '^  2"»+ 1  '''^iQggin9^ 

=:  /  'logsin9ff9  ist,  nach  10)  und  15) 
J  0 

17)  /  -^  log  sin  9^9 

= -  (2m  +IU  [  log  2  -  2A-,t1^~l  -  ( 2A  + 1 )  ^-!^  ^  VZT].   * 

f^icb  ist  .allgentein 

18)    /  "   log  sin  9^9 
^  0 

^~w;r[iog2-2Xvrt^^-?^    ü^l?^i^Zn, 

'ilicU  VI.  13 
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lodem  matt  a=0  oder  =1    ztk  setzen  hat,  jenachdem  n  gerade 
oder  ungerade  ist. 


in.    Summiriuig  einer  ttellie  mittelst  Transformation  des 

Integrals  14). 

Macht  man  in  dem  integral  J=?  /       togsin<pi29  die  Substito- 

tlon  6in9:=ar.  so  geht  es  über  in  /      ^  y  Da  nmi  nach  dem 

t/  0  VT-^ 


binomischen  Lehrsatze  (I  -  ;r2)-i  ~  1  =^  *  I'^a'I'^cZ^  ^^'  f 

1=1    2.4*0. w  Ip 


sa  ist  n\ogxda:[a-^^)-^-n=niog:tdx^''l^:^^ 

Es  ist  aber  p:2pioga:dx=^  \pJt^^  &FTW'  '^'s'*^***  ^  "" 
sick  leicht  versichert,  dass  a:2p-^ilogx  rar  a;=0  vetschwiftdet, 
/     x2P\ogxdx^   r9i^x-1^a'  I^^^^f  wird /.    loga:iia:[(l— a?*)"^!— 1] 

y^l  iofi;arrf;r  ,     P=E«  1  I.3...(!^-I) 

so  hat  man  /     —:======— i—   -^     7ArrrTT«'o~T ^z: » 

^0  V^l—x^  P— 1   C2^+l)*  2.4...,   2p 

oder  nadi  14) 


V 

IV.    BekanDtlich  ist  Are  8in*=x+'^*144:i^zil£?L!l. 

Vp^i  2.4.6....  2p    : aip  +1  • 

folglich 

oQv     /^l  Are  sin  ar,    __       /^l  log  arifa? 

t/o  ^~    '^~    t/o   ?T=^' 

oder  .  ' 

21)     /*»ArC8iDW£^j^,^g2. 

■  rl  - 

*)  Der  Factor  2K9r4niT'ma88  hier  verschwinden,  da  f  ^  ^r  not  unter 

der  Voraussetzung  den  Werth  •—  T^^irnfi  hat,  dass  unter  logoc  der  re- 
elle Werth  verstanden  wird. 


19$ 


Heber  eine  grcometrisclie  Aufgrabe. 

Von 

dem  Herausgeber» 


m     ■ 


In  der  yod  Uerni  Director  Rümker  zu  Hamburg  heraussce- 
gebenen  treflflichen  vierten  Auflage  des  Haudbuchs  der  Schi  ff - 
fahrts- Kunde.  Hamburg.  iSii, ,  welche  so  eben  erschienen  ist , 
iiat  Herr.  Hofirath  Gauss  S.  81.  —  S.  84.  eine  schöne  Auflösung  der 
folgenden^  auch  von  Herrn  Director  Rümker  S.  72.  aufgelösten 
'  Aufgabe  geeeben : 

Aus  drei  in  einer  und  derselben  geradetr  Linie 
liegenden  Punkten  üf,  üfj,  Jlfa,  deren  Entfernungen  von 
einander  bekannt  sind^  werden  zwei  andere  mit  jenen 
drei  Punkten  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  iS  und 
4$!,  deren  Entfernung  von  einander  gleichfalls  bekannt 
ist,  gesehen,  und  in  den  Punkten  M,  Jf , ,  M^  die  180^ 
nicht  übertseigenden  Winkel  ISMS,,  SM.S^,  SM^S,  , 
welche  die  voneinem  jed^n  der  Punkte  MyM^^M^  nach 
jS  und  iS|  gezogenen  Gesichtslinien  mit  einander  ein- 
schllessen,  gemessen.  Man  soll  die  gegenseitige  Lage 
der  jfüni  Punkte  Jf,  M^y  M^  und  Sy  S^  bestimmen. 

Ich  hoffend ie  von  Herrn  Hofrath  Gauss  gegebene  Auflösung  den 
Lesern  des  Archivs,  denen  wohl  nicht  allen  das  Handbuch  der  Schiff- 
fahrts-Kunde  zu  Gesicht  kominen  dürfte,  in  einem  späteren  Hefte  mit- 
theilen zu  können,  und  will  hier  nur  in  der  Kürze  zeigen ,  wie  sich 
vier  verschiedene  Auflösungen  des  vorliegenden  Problems  aus  den 
bei  Gelegenheit  einer  andern  Aufgabe  in  der  Abhandlung  Archiv. 
Thl.TV.rfr.  XLH.  von  mir  entwickelten  Gleichungen  ableiten  lassen. 

Ich  nehme  wie  a.  a.  O.  die  gerade  Linie,  in  welcher  die  drei 
Funkte  M,  M^,  M^  liegen,  als  die  Abscissenate  eines  rechtwink- 
ligen Coordinat^nsystems  an ,  und  bezeichne  die  bekannten  Coordi- 
-naten  der  Punkte  M,  M^ ,  M^  respective  durch 

fl,  0;  Ol,  0,  a,,  0; 

die  unbekannten  Coordinaten  der  Punkte  S  und  Sy^  durch  x ,  y  und 
^1 9  ^1*  Ferner  bezeichne  ich  die  180^  nicht  übersteigenden  Winkel 

SMS,,  SM.S^y  SM^S,      ' 

selbst  oder  deren  Ergänzungen  zu  180^,  jenachdem  man  sich,  um 
respective  von  dem  Punkte 

üf ,  il/i,  M^ 

13* 
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durch  den  Punkt  aS  zu  dem  Punkte  S^  zu  gelangen ,  nach  derseibeo 
Richtung ,  nach  welcher  man  sich  bewegen  muss ,  um  von  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  a:  durch  den  rechten  Winkel  (jy) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y  zu  gelangen,  oder 
nach  der  entgegengesetzten  Richtung  hin  bewegen  muss,  durch 

die  bekannte  Entfernung  SSi  durch  2e,  und  setze  wie  a.  a.  0. 

also 

2)    a:=zu  +  u^^,  y  =  v-i-v^;    a.\=:u  —  u^,  y^  —  v  —  v^. 

Dann  habe  ich  wie  a.  a.  O.  S.  303.  Nr.  35)  zwischen  den  Grossen 
Uy  V,  «i,  v^^  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

IM*-|-i?*— tii'— «i*  +  2cota .  ( t«?i  —  tJMj ) — 2au  — '2ccot  a .  «i = — o*, 
M'+r*— tt^'— Uj*+2cota^ .  (mCi— t?Mi)  —  2«^tt  — 2aiCotai .  u^ -= — «i', 
M*+r* — w^«— ri*+2cota2  •  (uvi—mi{)  —  ia^ü—^a^coUx^ .  t?|=-^, 

zu  denen  nun  wegen  der  bekannten  Entfernung  2e  der  Pankte  iS 
und  Si  von  einander  die  vierte  Gleichung 

4)    V  +  V  =  c*  '    ' 

kommt. 

Mittelst  der  drei  ersten  Gleichungen ,  welche  in  Beziehung  vi 
die  unbekannten  Grössen 


vom  ersten  Grade  sind,  kann  man  auf  dem  Wege  gewChniichef 
algebraischer  Elimination  jede  drei  dieser  vier  GrOssen  durch  die 
vierte  in  linearer  Form  darsteilen,  so  dass  man  entweder . 

oder 

oder,  wenn  der  Kürze  wegen 

gesetzt  wird, 

8)    uvy-vu,:=^A"  -[-B"t,  u=A\+B\t,  Vy=A'\+B\i; 

oder  endlich,  wenn  der  Kürze  wegen 

0  )         UVy  —  VUy  =  w 

gesetzt  wird , 

10)  u^+.v''-ii^'-v,^=A"'-\-B"'w,  u=:A'\+B"\tv,  v,^A'\-\-B"' 
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oUlt,  wo  die  sfimmtlichen  durch  die  Symbole  A  und  B  bezeich- 
Mteu  Coefficieqten  al«  bekannt  zu  betrachten  sind. 

Waff  nun  zuvörderst  die  erste  dieser  vier  Auflösungen  betrifft, 
•0  erhält  man  aus  den  drei  Gleichungen  5)  mit  Uiilfe  der  Ulei- 
drang  4)  leicht  die  Gleichung 


abo 

u(At  +  B^u)--(A^+B,u) 


"^  ^e^  +  A+Bu-u^ 


ud  folglich  vermöge  der  Gleichung  4): 

Wie  man,  wenn  man  mittelst  dieser  Gleichung,  welche,  ge- 
Mg  entvilck'elt,  vom  dritten  Grade  ist,  u  bestimmt  hat,  mit  Hiilfe 
«r  Gleichungen  4)  und  5)  auch  o,  m,,  v^,  und  dann  mittest  der 
UichuDgen  !2)  auch  x,  y;  x^,  y^  bestimmen  kann,  unterliegt 
nuictt  Zweifel. 

Eemer  ergiebt  sich  aus  den  GIeichuni;en  6)  mit  Hülfe  der 
ShMhiDg  4)  die  Gleichung 

\iJ»^^B'^v,)-u,'>/e^^^-A'^rB\^{A\,  +  B'^v^^^A\^rB\v,, 
abo 

«i-  Ve'iJ[.A'^-B'v,^{Ä'^-\-B\v,y^' 
od  folglich  wegen  der  Gleichung  4): 

wwaiis  sich  nach  gehöriger  Entwickelung  zur  Bestimmung  von  r^ 
^Heder  eine  Gleichung  des  dritten  Grads  ergiebt«  Hat  man  t^^  mit- 
bbt  dieser  Gleichung  gefunden ,  so  lassen  sich  dann  mittelst  der 
Gehangen  4),  6)  und  2)  auch  leicht  die  Grössen  m,  r,  Uy^  und 
'•  y :  x^ ,  ^1^  bestimmen. 

Aus  den  Gleichungen  8)  und  4)  ergiebt  sich 

(4*  +  B\t)  ( A\  +  B\t)-  v>rW^Oi"l^-B"  .^y''  =  ^"+  B"l , 
_ ( A"y  I-  li'\t)(,A".,\-B"J.)-  {A"  f  li"!) 

''-         ~ '>r'^i~(A"Z'\~ß"':^  

Führt  mah  nun  diesen  Werth  von  p  und  den  Wcrtli 

n  =  A\VB\t 
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in  die  Gleichung  7)  ein,  so  erhält  man  mit  Hülfe  der  GleichuDg 
4)  die  Gleichung 

welche ,  gehörig  entwickelt,  wieder  zu  ein%r  Gleiehuog  des  dritteo 
Grades  fuhrt.  Hat  man  aber  mittelst  dieser  Gleichung  /  gefondeo, 
80  können  mittelst  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Formeln  asdi 
die  übrigen  unbekannten  Grössen  ohne  Schwierigkeit  bestimmt 
werden. 

Endlich  erhält  man  aus  den  Gleichungen   9),  10)  und  4)  die    } 
Gleichung 

w=:(A"',  +  B'\w)(A'\+B"'^w) 
-  4^  ^e^-(A\+B'''.j,w)^^e^+A'"-trB'"w-'(A''i+B^ife)^\ 

oder 

14)  ^w--(A'\+ß'"^w)(A^\  +  B^^w)l^ 
=  ^e^-(A"'^+B"'^w)^  ^e^+A"'+B"'w^  (A'^^+B'j»)^]» 

welche 9  gehurig  entwickelt,  wieder  zu  einer  Gleicfaiuig  des  diittoi 
Grades  führt. 

Von  diesen  vier  Auflösungen  wollen  wir  min  blocw  die  wo^ 
etwas  weiter  entwickeln.  Wenn  man  mittelst  der  €rleichiiiigtn  3) 
die  Grossen 

sämmtlich  durch  die  Grosse  u  ausdrückt  ^  und  der  Kilne  wegen 

15)  iV=:2(a— a,)cotacQtoe^-|-2(ai— 02)  cotaiCota2  +2(0^— :a)  cota^  cottf» 
Z=  —  2aS  (a— fl, ) cot a cot a^ 

—  2a*  ( a^—  Ci )  cota^  cota,  — 2al  (  o« — a)  coto^ci^  , 

3=4a2(a  — ai)cotacotai 

Zi=  — a(a|  — Oa)(a|+«2)cöt« 

—  «iCfla  — «)(«2  +  o)cot«^  — a2(a  — ai)(a+ai)cot«^  , 

3i=2a(ai~aa)cota+2ai(aa-«)cota4+2«a(a-a,)cotai, 

—  («a  — a)(aa+a)cotai  — (a  — o,)(a  +  ai)cot«Ä.? 
3^  =  2(«j  — aa)cota+2(az  — a)cot«i+2(ii— a4)cottta 

setzt,  so  ist 
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im  Obigen  also 

m 

zu  0etKeti. 

Eotwkkielt  nan  aber  die  GleiehuDg  11)  geborig,  so^häli  man: 

17)    0=    A,^-^(e^+A)(e^-Al) 

+  ^2(e^  +  A)A^ß^-(e^^A%)B-2A^(A^-B,)^u 
+  \e^+Bi^+ie^+A)Bl'-2(A^B^+A^B^)+2A,BB^lu^ 
+  (BB^-2B,)  B^u\ 

Die  weitere  Eotwickelung  des  Vorhergehenden,  insbesondere 
auch  dier  dr^i  übrigen  obigen  Auflösungen,  überlasse  ich  den' 
Lesern,- und  bemerke  nur  noch,  dass,  wenn  auch  allerdings  im 
Vorhers^ehenden ,  da  die  gerade  Linie,  in  welcher  die  Punkte  M, 
ilfi,  M^  liegen,  als  Abscissenaxe  angenommen  worden  ist,  die 
Lage  der  Punkte  S  und  S»  geeen  diee;e  Linie  und  die  Punkte 
m.  Ml,  itf^  bestinimt  worden  ist,  daraus  natürlich  immer  auch 
leicht  eine  Bestimmung  der  Lage  der  Punkte  M,  M^,  M^  und 
der  geraden  Linie,  in  welcher  dieselben  liegen,  gegen  die  Linie 
SS.  und  die  Punkte  jS  und  Sy^  abgeleitet  werden  Kann,-  was  hier 
nicht  weiter  erläutert  zu  wer^^  braucht 

Zum  Schluss  erlaube  ich  mir  endlich  noch  lau  diejenigen  Leser^ 
welche  in  der  Schifffahrts- Kunde  erfahrener  und  bewanderter  als 
ich  sind,  die  Frage  zu  richten,  ob  nicht  ebenso  wie  die  vorher- 
gehende Aufgabe  auch  das  in  der  Abhandlung  «Tbl.  IV.  Nr.  XLII. 
von  mir  auf&^el^ste  Problem  bei  der  Schifffahrt  nützliche  Anwen- 
dung finden  kann.  Wenigstens  scheint  mir  diese  letztere  Aufgabe 
den  besonderen  Voftheil  darzubieten,  dass  man  bei  derselben  die 
Entfernung  der  Punkte  iS^  und  St  von  einander.  Überhaupt  deren 
Lage^  gar  nicht  zu  kennen  braucht.  Wenn  also  ein  Schiff  bei  un- 
veränderteili  Curs  in  vier  Punkten ,  deren  Entfernungen  von  ein- 
ander durch  die  bekannten ,  auf  der  See  gebräuchtichen  Mittel  be- 
stimmt worden  sind,  die  Gesichtswinkel  zwischen  zwei  ihrer  Lage 
nach  ganz  unbekannten  Landmarkeo  gemessen  hat,  so  lässt  sich 
auö  diesen  Datis  mit  Hülfe  der  in  Rede  stehenden  Aufgabe  immer 
die  gegenseitige  Lage  dieser  beiden  Landmarken  und  der  vier 
(>erter  des  Scniffs  bestimmen. 


I  ■ 
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lieber  einige  Inte^ale,  welebe  f^onio 
metrisclie  Functionen  inyoli^fren. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  O.  Schlömitch, 

Privatdoccnten  an  der  Universität  zu  Jena. 


Durch    (n~l)marige  DiffereDziatioD    der  bekannten  GletchuDgeo 

cos(Arctan-) 

/      €'-«*sinOira;i:=  — -—-^^  = —- 

t/O  oM^^  (o2+62j4 

nach  a  als  unabhängiger  Veränderlichen  hat  man  folgende  beide 
Integrale  gefunden*) :  ' 


%/  0 


3t 

1.2.3....(n~-l)co8(9tAxctaD-. 

^n^l^^-o^eOS  &J?  rfiT  = : j : -: 


y,^  1.2.3....  («  —  l)sin  (»Arctan) 

0  (a2  +  ^^2)i«  ' 

welche  auch   allgemeiner  för  jedes  gebrochene  n  gelten,  wenn  m: 
statt  l.*2.3....(w--l)  die  Gammafunction  7'(w)  setzt. 
Es  ist  dann  für  jedes  beliebige  pi 


*)  ^i.  8.  hierüber   einen  Aufsatz   des  Herrn   IleraasgcLers  in  Creli* 
Journal.    TiiL  VUf.    S.  146. 
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r(p )  cos  (p  Arctan  -) 
1  ß— «*  oos  A.r  (Lx  — — — — —  ••••(!)? 

/t/>)siD  (p, Arctan^) 
1  e— «*  sin  bxdx^=^ ?L»«'«(2). 

Vfo  dieoep  Gleichungen  lassen  sich  einige  sehr  wichtige  Anwen- 
mgtitk  xto  Entdeckung  andenveiter  Integrale  machen,  von  ilenetf 
Hr  einige  specielle  Fälle  bekannt  sind. 

§.  1. 
Wir. erinnern  zuvörderst  an  die   folgenden  beiden  bekannten 


?2^ rfa:= -5— — 5___ ,  l>|ti>0....(3) 


1    .  .1 


f^^^dx^  ^,         ^  2>^i>0.-.(4) 

^0     ^'^  2/Vi)  sin  4^Ä  ^   ' 


^khe  man  leicht  aus  den  ersten  Eigenschafton  der  Gammafunctio  - 
MD  ableitef^).  Setzt  man  x^^ki^  wo  t  die  neue  Veränderliche, 
ieine  willkühriiche  Constante  bedeutet,  so  ergiebt  sich  leicht: 


/. 


« cos ki  ,.  äÄ^~1  m^     s.  n        if\ 

'    /^^J^^rf<=,. /fr\    ,  2>^>o....(e) 

^0      5^  2/ '00  sm  iitiÄ 

tpn  welchen  Formeln  wir  sogleich  Gebrauch  machen  werden. 
Wird  in  der  Gleichung  (1)  <  für  6  gesetzt,  beiderseits  mit 

jj-  multiplicirt  und  darauf  nach  t  zwischen  den  Gränzen  f==0,  £=« 
'■tegrirt,  »o  wird 

/w  x*-^  1^  cos  (p  Arctan  -) 

'hn  hat  hier  aui  der  linken  Seite  einen  von  den  glücklichen  Fäl- 
'^»  in  welchen  man  beide  Integrationen  ausführen  kann,  wenn 
'^  die  Ordnung  derselben  umkehrt.  Integrirt  man  nämlich  zuerst 
^h  ty  so  ist  das  Doppel  integral' links  gleich  dem  folgenden: 


*)  M.  •.  den  dritten  Abschnitt  meiner  „Beitrage  zur  Theorie  bestimm- 
*  Integreil«.'*  ' 

'i'hellVI.  18«    • 
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Ja  t/  0     " 

iu  welchem  sich  die  lotegration  nach  i  mit  Hülfe  der  Gleichuot 
(5)  für  kz=x  und  /4=9  bewerksteliigeo  iässt     Es  ergiebt  m 


nämlich 


<s^  ^'^  r     ■/^'a:P-le-«^</a:.arg-l/l>y>0....(8) 
2/t5r)  cosi  qicj  Q  ^^^  ^^ 

Hiec  kaDD  wieder  nach  x  integrirt  wetdeo»  wenn  nan  «dh  a»  £• 
Pormel 


Das  Integral  (8),  d.  h.  die  linke  Seite  der  Gleichung  (7)^  gekt 
loh 


rx(^-le-^dx  =  'M 
J  o  ai^ 

erinnert  und  /»^p  +  j^  — 1  setzt 
Das  Integral  (8),  d.  h.  ^*     " 
jetzt  in  das  folgende  über: 

und  es  ist  folglich  mit  Hülfe  der  Gleichung  (7)  nach  beiderseitiger 
Division  mit  r(jp)i 

i  . 

y-wj^  €08(pArctan-)        .     ,         -. 
^  «  _^(P  +  y~l>  « 

0  ^  '    (a*  +  <«)i^     ""    r(p)I'iq)     '  2ai»+ff-l  cosi?»   [  * ' "  ^'^ 

Hier  Iftsst  sich  nun  das  Integral  links  in  eine  andere,  fiel  beip^ 
mere  Form  bringen ,  wenn  man  nämlich 

Arctan  -  =  jp 
a 

setzt.    Es  folgt  hieraus 

.        .  ,.       ado! 

<=atana:,  ar= 


C08*»T 


Man  hat  aber  auch  unmittelbar 

d  (Arctan -)= -^—- =  Ar , 

mithin 

1      _^dx 
a'^f'ädV 

oder  wenn  man  für  dt  den  oben  gefundenen  Werth  setit: 
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1  COS*  X 


iMr  wird  fllr  l=oo,  ^  =  Arctan  oor=^    und  für  *  =  0,    af= 

t(aBO=0.   Durch  SubstitutioD  aller  dieser  Werthe  verschwiadet 
)  CoDstaote  a  vod  selbst  und  man  findet: 


/. 


0  tan  f  A  r(p)r(q)      2cosi^   i  _ ^  /jQy 

I  sehr  bemerkenswerthes  Resultat,  dessen  Allgemeinheit  man- 
rM  Folgerungen  zulässt 


§.  11. 

Durch  ein  ganz  gleiches  Verfahren  kann  man  aus  der  Glei- 
mg  (3)  ein  analoges  Resultat  ziehen.  Setzt  man  auch  hier  /  filr 

mdtipUcirt  mit  ^  und  integrirt  für  das  Intervall  t  —  O  bis 
te,  io  wird: 

^r^aP'-le-^8intxdx=ir(p)r'P^ -£....(11) 

>  V  0  Jo^^         (a*  +  t*)iP 

Bch  Umkehrung  der  Integrationsordnung  wird  die  linke  Seite 

• 

bei  die  Formel  (6)  für  A:=j:,  iLi=^q  in  Anwendung  gebracht 
rden  ist  Die  noch  übrige  Integration  iässt  sich  wieder  wie 
hin  ausführen,  and  man  erhält  für  die  linke  Seite  der  Gleichung 
)  den  Ausdruck 

•    ^  np  +  q-l)    os^SO 

2r{q) sin iq^r  '      aP+r-l    ^  ^^H^^> 

hin  nach  beiderseitiger  Division  mit  l\p)  die  Gleichung 

n 


y^.    ,     sin(pArctan-) 


2>q>0. 

^t  man  hier  wieder  , 

15»  • 


J: 


2M: 

ArctaB-=ar, 
a 

so  erhält  maD  divch  ganz  die  nämlicheD  RednctiaBCfi  wie  in  J.  L, 
das  Resultat 


f. 


%pP^coB^2:rda:=^  +  9-}^  ■  T^-^  2>,>0....(B) 

otap^or  J^)riq)       2sin4^  ^ 

welches  dem  in  (10)  gefindenen  analog  ist.  Bemerkenswefthe  spe 
cielle  Fälle  der  beiden  Gleichungen  (10)  und  12)  sind  folgende. 

1)    Für  p=2    steht  rechts    der  Quotient  ^±11»  ^dcfc» 

itä)^?) 
durch  die  Bemerkung,  dass  r(q+l)  =  fr(q)  und  /l$)z=l.u|l«lidi 

auf  9  reducirt    IVIan  hat  also: 

yf  cot  «orcos  2:r«far=^-:c— 2^ — ,  1  >flr>0..^.(13) 
0  2cos  i^TT 


y*f  cot  Jarsin  2j:Art=-^;-^ — ,  2>tf>e....(M) 
0  2sid45* 


■  ■!.  ' 


2)  Nimmt  man  in  (10)  und  (12^/9  =  1,  und  bMifrictA'« 
r(t)=l  ist,  so  reduciren  sich  beide  Formeln  auf  ein  gemeinsdiaft 
liebes  Resaltftt^  nämlich: 


j) 


iC€i9a:dx=^ — —^ — ,  l>flr>0....(15) 
0  2cos45^ 

>  ■ 

woraus  man  dadurch;  dass  man   ^^^  für  or  substituirt,  auch  lodi 
das  folgende  ableitet: 


f: 


It«,.^Ar=j^.l>,>0....(16) 

I 
P 

3)    Für  p^=:2—g  erhält  nian  rechts  den  Quotienten 

rß) 1 


rC2~q)  Üq)      (l~q)r(l-q)lXqy 

bekanntlich  ist  aber  r(q)r(l—q)=  -— — ;  führen  wir  diese  Warth 

sin  qit 

ein  und  bemerken,  dass  sin9r7rzz=2sin2^7rcos^^9r  ist,  so  finden  ^ 

/>|C08(2'-y);r^^^«rnig;    l>y>o!...(17) 
J  Q      sin»a;  \-q  ^  ^     ' 

^/ 0      sm  y^r  1  — flr        ^  i^'         \    / 


ms 

4)      Setzt  man  in  Fermel  (13)  q=il',  was  in  (10)  nicht  ge- 
schehen darf,  so  ergiebt  sich  für  jedes  voo  Null  verschiedene  p : 

A^H££co8i-lxrf:r=^....a9) 
^7  o    Sin  jc  2 

wie  auf  anderem  Wege  auch  Liouville  in  Crelle's  Journal,  ßd.  13. 
S.  232.  gefunden  hat.  ' 


m   t    .    .    .. 


» 


•  ■       -J      .      • 


Veber  eine  für  den  Elementar -Unter- 
riclit  in  der  Trlg^onom^trie  yorzüi^Ucli 
ireel^nete  Methode  zur  Erlftntemngr 
der  Berecbnungr  fler  Tafeln  der  Sinns 

und  Cosinus. 

Nach  einem  Aufsatze  des  Herrn  Lionnet,  Professeur 
au  College  royal  Louis -le-Gtrand,  in  den  Nouvelles 
Annales  de  Math^matiques.  Journal  des  candidatiB 
,aux  ^coles  polytechnique  et  normal,  redige  par  Ter- 
quem  et  Gei^iwiö-  T.  II.  Pari».  1843.  p.  216. 

frei   bearbeitet 
.  voo 

dem  Herausgeber. 


Wir  nehmen  im  Folgenden  den  Bogen  x  als  positiv  und  nicht 
grösser  als  die  Einheit  an,  was  bekanntlich  für  die  Berechnung 
der  Tafeln  der  Sinus  und  Cosinus  völlig  hinreichend  ist,  da  man 
bei  derselben  bloss  von  0  bis  45"  oäer  vielmehr  von  a?=:0  ji)is 
a:^=0,  78539810  zu  gehen  braucht,  und  legen  unsern  Betrachtungen 
die  beiden  folgenden  Sätze  zum  Grunde.    ' 

Weil  «Dter  den  gemachten  Voraussetzungen 


sina;<a?<tang:t 


ist,  so  ist 
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siD  a: .    Sin  o:  ^  sin  x 


sin  X        X        tang x'*  \ 

also  ^ 

1  ^  sin  jtl 

1> >co8j:. 

X 

Nähert  nun  x  «ich  der  Null,  so  nähert  coso?  sich  der  Einh^ 
und  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  werden ,  wenn  man  nr 
X  der  Null  nahe  genug  kommen  I&st.    Also  nähert  sich  der  zwi- 

sehen  1  und  cos^^r  liegende  Bruch um  so  mehr  der  Einheit 

X 

wenn  x  sich  der  Null  nähert ,  und  kann  der  Einheit  beliebig  fsi» 
gebracht  werden ,  wenn  man  nur  x  nahe  genug  bei  Null  apniniBt» 
oder  die  Einheit  ist  die  Gränze,  welcher  der  in  R^e  Stehende 
Bruch  sich  bis  zu  jedem  beiiebigeo  Grade  nähert,  wenn  xsm%  \ 
sich  der  Null  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern  iässt 
Ferner  ist  bekanntlich  allgemein 

•  ^  ■ 

sinjc=2siD|jceo8^jr' 
und 

cosiAr=l— 2siDjjr',  ; 

also  nach  der  vorhergehenden  Gleichung: 

1)  sin  ari=2sin|jc— 4sin|jt8in  Jjt*. 
Weil  nun 

sin^5jf<iar,  sinjjr<ijc,  sinia:'<TV*' 
ist,  so  ist 

4  sin  ^  jc  sin  ^  jc*  <  1^  o:', 

und  folglich  nach  1) 

sin  JC  >  2  sin  \x  —  |jc». 

Setzt  man  hierin  für  x  nach  und  nach 

iM^  cv  ^Cf  iM^ 

^'  2'    2*'    S^'^'ä^^^ 

so  erhält  man: 

ßina:>2sin|  — ia:»,      sin^>2sin^  ""i-fi» 

fm^>  2sin^-.  \.^^. ,  u.  s.  w. 
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2«— 1    '^2«     *  23(»-i) 


Multiplicirt  man  nuD  aaf  beiden  Seiten  der  Zeichen  'nach  der 
Reihe  mit 

1,  2,  2«,  2»,  ....2«-i 

addit  und  hebt  auf,  was  sich  aufheben  lässt;  so  erhält  man 

abo  Mch  der  Lehre  von  den  geometrischen  Progressionen : 

sinar.  2»        -  2«»    , 

X  ^  I 1 

2»  2" 

.*      f 

Uwt  man  jefzt  n  ins  Unendliche .  wachsen  und  geht  zu  den  Grän- 
Aber,  so  erhält  man,  weil  ^  sich  der  Null  nähert: 


sina: 

X 

r 

iL 


>l-i.|*% 


2)    sln»*-i*». 
Bienuu  ergiebt  sich 

nid  folglich  um  so  mehr 

Um  ist  ferner  nacb  dem  Obigen ,  wie  man  durch  Multiplication 
tidit  findet: 

siniaf8iniaf»>^-£!  +  ^*;, 

I 

id  folglich  um  so  mehr 
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;f'      X' 


also  .  • 


x^      x^ 


und  daher  nach  1) 

-.1  :         r.  I    •  ■  ^ 

Setzt  man  nun  hierin  für  o:  nach  und  nach    . 


:  i 


^,  X  X  X  X 


so  erhält  man 

•      ^  rfc     •     X        X       0    X  9      X    ^  c%     •       X  X       _     X 

sin^ <2sin^^- 1^  +^^ ,  u. >  w. 


sin 


'"  2=r  <  ^  ^ V  ~  25-"  +  P^Tfä  5 

und  folglich  ^  wenn  man  auf  beiden  Seiten  der  Zeichen  nach  d 
Reihe  mit  > 

1,  2,  2%  2* 2»-i 

multiplicirt,  dann  addirt  und  aufhebt,  was  sich  aufheben  lässt: 

also  nach  der  Lehre  von  den  geometrischen  Progressionen: 

1-i  1-J- 

sin.<2»  sin- -i.-Ji- .,+.!,. _^%. 

*      02  2* 


oder 


.    x_         .    I 1_  I 1_ 

sinor^      2»       1  2'i«    ,  ,  1     '       2*«    . 

2«  2*  '       2* 


KW 

<&Mt  man  dud  n  in'g  UrnrnUiGlie  ^aehsen  and  gi^t  m  dm  Ort»- 
enüber,   so  erhält  man 

der  . 

3).  Bina;<*^^j:»+^5X». 
[i«nui8  ergiebt  sich 

md  folglich 

dM;  wM  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 

QÜenlNi^  ^ine  negative  GrQSsse  ist»  um  so  mehr 

J^waUfei  man  ferner  mittelst  des  Vorhergehenden  durch  gewöhnliche 
Mnltiplication  leicht  erhält: 

slniarslni^*<|!l|!+i.^-^.^+^.|;;, 
dflo,  weil 

1      jf L     1       i 

^^Bnibar  eine  negative  Grosse  ist,  um  so  mehr 

"Ml  folglich 

^er  bt  nach  der  Gleichung  1) 

1'J»«U  Tl.  14 


wt 


Satat  BMI  HB  kMrili  fib«  Mwk  «««1  mmA 


X  X  X  X 


so  erhält  mao 


■..."' 

»ni2.>28"»2.      2»+2"~*'2*«' 

1 

•     ♦ 

M 

tu  s.  w. 

.  :'  .:  isii: 

folglich,  weDD  man  aaf  beiden  Seite»  deiGleieiiheijteiwciie^Ml 
der  Reihe  mit 

1,  2,  2«,  2» 2—1 

multiplicirt,  dann  addirt  und  aufhebt,  W93^  ^ch  ^oUiebeQ  lä««!«;.  ,^„ 

r 

1    1    U  ,  1    ,    1  ■       1     ,  ,1        )    7 

-i?-2iö  J  ^T-g«  +^  +  2^+'-  +  2«(»-i)  1  ^  ' 

Also  ist  nach  der  Lehre  von  den  geometrischen  Progressionen  t^ 


'^                             1  — - .,  I  '—^    .                           1  — 

oder 

*    X                     1  1                                1 

siDo:      *'V      1     lllfi  1      ^~2^   .      -      1     ^~2^  . 

'i»                     2*  2*                      -  ■§s' 

und  folglich,   wenn   man  n  io's  Unendliche  wachsen   lässt  und  zu 

den  Gränzen  übergeht:  .    ..i. 


sin  X 


>l-f**+Ti»'*-rTiW*' 


J:    ;.  ; 


also 

daher  nach*  dem  Obigen 

6)    cosJC<l— ^jr2  +  ^\.r*. 

Auf  ähDÜche  Art  ist  nach  dem  Obigen 
also 


und  foigKcb»  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
öffenbiur  eine  negative  GrSsse  ist  >^  um  $o  mähr 

......  i 

also 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 

7)    cosi>l— Jx»  +  |^^*-7i^x«. 
Auf  ganz  ähnliche  Weise  findet  man,  weil  nach  dm»  Obige» 


«°i*>f--4|«  +  TV.?5-Tb.^ 


'25 
ist: 


8)    cosa;<l-i;i:»  +  3i^jr4_^j^^6  +  ^^^j^^8, 

und  hat  also  für  cosor  jetzt  überhaupt  die  folgenden  Gränetvci 

co8a:<l, 
cosa;>l--4^*, 

cosa:>l-4ar*  +  ^ar*-y^a:«. 


S19 

Auch  diese  Re^hnuogen  sind  einer  VerailgemeiDening  iahig/ wel- 
che zu  geben  verdienstlich  sein  würde,  wenn  dieselbe  auch  fflr 
den  Elementar -Unterricht,  den  wir,  wie  schon  mehrmals  erinnert, 
bei  deq.  obigen,  Entirickeliuig^ai,  nsxwSii^ich  m  AiigA  gehabt  haben, 
von  geringerer  Beaoutoog' seia  dusfte. 


El^  JPa«r   ail^emelne   Si^enschafften 
der  Eulerscbeii  Intef^ale  zweiter  Art. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  O.  Schlomilch, 

PriTatdocttiten  an  der  UniTertitäf  su  Jena. 


I 


In  meinen  „Beiträgen  ziq:  Theorie  bestimmter  integnale^'  habe 
ich  einige  neue  allgemeine  Eigenschaften  der  sogenannten  Gamma- 
fimktionen  mitgetheilt,  welche  für  die  Theorie  dieser  Transcen- 
denten  ungefSm  das  sind,  was  das  Binomialtheorem  för  die  Theorie 
der  Potenz  ist  Die  fraglichen  Satze  erscheinen  dort  als  specielle 
Fftlle  w,eit  um&ssiendtBrer- Theoreme,  die  durch  mehrfache  Integra- 
tionen gewonnen  werden ;  will  man  aber  die  letztciren  umgehen ,  so 
kann  inan  jene  auch  aus  den  ersten  Eigenschaften'  der  £ilers<chen 
Integrale,  welche  in  den  Gleichungen 

r(l)=l,   r(w)=li2.3....(«-I)....(2) 

ausgesprochen  sind»  auf  folgende  sehr  einfache  Weise  ableiten. 


314 

i 
...  •     •  ■      :  .;■/ 

I 

I 

Wir  nehmen  traiiereD  Awfamf  von'  den  b^ft^p^m,  I&  jek$ 
ungerade  /u  und  beliebige  u  geKenden  Tlieoretne?  . ; 

.ip^»>  =  ^.«iou-g^^.ip'i>+^  1,2.3  4,5       '^'^  '^^ I 

Durch  Differeuziation  desselben  nach  u  ergiebt  sich 
cos/tw— cosw[l— ^-T=— ;r-  sm  *m  +^ — i~a  V'3 ^sin*u  — ....J 


oder,  was  das  Nämliche  ist. 


A- 


^   .  '   *  •  •.  .'  :•  .ji  V      ;      '    '        I    .!••:*  1        .  - '    . 

Setzen  wir  /i^=:2m-f  1,  wo  nun  nt  jede  ganze  positive  Zahl  be- 
deuten darf,  so  wird 

C0s(2»»-f  l)v 

=  cos u [  1  - ■     1;^     (2sintf)*|>     ^     \,2.8>4  ^   ' — ^(^»»u)*-...] 

oder  weDfi  der  Kflrze  wegen 

Ja„-1,M, j-^— .     Jtt« 1.2.3.4 'i 

'   „  ^(m-f »)(w-f2)(iiH-l)m(w-l)(w^2)  „   ,  >  ^—C^)     * 


;.-:•;.  ..    ■•     ;  .    .     •.,,    ■» 


I        f 


gcfnoihmen  \Vird, 

cos(2iii+l)MÄCosK[J!fp-i!f.(2slii»)«+iÄ^^ 

■■    ./    ■  ■  '  ' 

wobei  mab  aufeh 


•  •  ■  *  • 

I  .    .1 


cos  (2m  + 1)  tc= —73 ^ » 

Hetzen  könnte.    Für  u=:=£i!iV:;t  erhäft  man  hieraus 

cos(2m+l)M=i  (^»«+1  +  ^jlpj^), 


m 

COSU=i(X  +  JLj^     2wDtt==-r=(a:---i-). 

■ 

V*fihren  wir  diese  Wertbe  1d  die  Gleichung  (0)  unter  der  ßemer 
buDg  ein,  das»  (irz7)^=-l,  (^r^D^^+l,  (^:zr)«=-l,  u.8.f. 

ist^  «Q  ergiebt  sich  folgendes  rein  algebraische  Theorem: 

■••.'. 

oder  imch  beiderseitiger  Divisioii  mit  i:: 

Diese  Gleichung  wollen  wir  beiderseits  mit  dem  Ausdrucke 

da: 


.»' 


in  weMiem  $i  eine  gana  beliebige  Grusse.  bezeichnet  i  muhfplicirea 
«nd  zwischen  den  Grt^iizen  07=1  und  :i;=:aoiBtegriren.  Es  wird  so 

yqp      1  dx  p^    x^^ßx 


X*'  X' 


=*t/r<'^';^**-/."' 


1      (*-|-)«*r 


f^> 


X*' 


X-  X*  '' 


•'i\; 


U.  S.  f.   ....(7) 


.  > . 


Abgesehen   von  den  Coeffizienten  sind  alle  Integrale  rechts  von 
einer  allgemefnen  Form ,  nämRcb 


y  (x — -Y^^dx 


and  gehen  aus  derselben  hervor,  wenn  man  darin  ra=:0, 1,  %  3,  etc. 
setzt.    Das  voitiegende  Integral  läs^t  sich  auch   in  folgender  Ge-  * 
stalt  darstellen: 


/. 
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I 


welche  zu  einer  eleganten  Transformation  Veranlassung  giebi  Sei 
Dämlicli  a: ^=3«,  so  wird  (1  + --)  rfx=rfz,  und  wenn  o:  die  W«idie 

x>  und  1  angenommen  hat,  ist  z==x  und  z=l  geworden. 

Diese  Substitutionen  verwandeln  unser  Integral  in  da»  folgedb 
Viel  einfachere: 


0  ( 


(2  +  z*)A*-H 

welches  für  z=i:(2^)a  in  das  folgende  übergeht: 

2«      /**  x^—ldx 


P^  x^-\ 
^J  0  (1  +  ^ 


dessen  Werth  nach  Formel  (4)  ermittelt  werden  kann /wenn  liiali 
a— l=:w:  — i  und  a+ß=^  +  ^  setzt,  woraus  a=i:»  +  l,  ß=:itt-n 
folgt.    Hiernach  ist  nun 


2«      /*« 


(l  +  a;y*+i"^  2i^+i   '        ^(M  +  i)        ' 


Setzt  man  hierin  n=^0,  1,  2,  3,...,  so  erhält  man  der  Reihe  nach 
die  Werthe  aller  der  Integrale,  welche  auf  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  (7)  stehen  und  es  ist  nun  nach  (7) 

1  •  ' 

Hier  bleibt  noch  der  Werth  der  linken  Seite  zu  bestinunen.  Setze« 

-'vi 

wir  im  ersten  Integrale  — =z,  im  zweiten  a?=z,  so  ändert  sich 
das  letztere  dicht  wesentlich;  dagegen  wird  im  ersten 

dx       ,  dx  1      dx  «„ , 

und  wenn  x=x>,  x=^l  geworden  ist,  hat  2. die  Werthe  0  und  1 
angenommen.    Das  erste  Integral  in  (8)  wird  demnach 

/^o      z^^dz      _.  P^       z^^dx 


Ü17 

Die  linj^e  ^eke  4kfr  Gteichviig.  (8)  wird  demnaoh 


PI      z'^^dz  /»OD      z^^dz 


f^' 


oad  'dsUfn   nutet  b«iden  iDteeralaeicbea  di*'  nfimüdM  Oifferen- 
rfsifbaifi«!  «tebt,  so  riehen^  sich  oeide  lotegrale  nach  dMi»  Satze 

ry(z)dz+rf(z)dz+Y^f(2)dt 

■  •  • 

il|.da$  eine  zusandinen: 


dessen  zweite  Form  ans  der  ersten  entsteht ,  wenn  man  Zähler 
and  Nenner  desselben  mit  (z^)f*^i  multiplizirt.  Setzt  man  endlich 
noch  2^  =  0:  also  z=a:* ,  so  erhält  man  leicht 

wobei  man  rechts  die  Formel  (4)  für  a  — lx= —  L^  >  a+ß=/i4+4 
anwenden  kanBr.  -Man  erbäll  a=b£ti_i.  ,.  P=  ••'!■   »  mithin 

*  ■  '  . 

rUv  +  i) 

und  djes  ist  der  Werth  der  linken  Seite  in  der  Gleichung  (8). 
Substituirt  maa  den8elbeb>  so  hebt  sich  beiderseits  r(^4-^}  und 
es  bleibt  * 

(9).....jr(^-i±|Hi)z^_^ 

=g?^  [ ^.n4)/Xt») +2Jlfa/'Ö)r(>t  - 1)  +  2»JIf4/tl)nt*  - 2)  + . . . .  J 

Dabei  isti  öuir/tt^Fll^.-^»«  übrigen  iOiied^  rechts  sind  von 
der  Form  ,      ' 

aus  welcher  sie  ifcr  n==l;  z,  3,... a  hervorgehen.  Setzt  man  für 
üf^n  und  r(n-f  i)  tbte  Werthe,  so  ist  dieser  Ausdruck 
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1 .2.o.4.5....(2n)  ^ 

^.i.d....{'2n)  ^^^*    ''^^ 

so  dass  alsoV«  al«  eemeioscbaAlicber.  Faktor  aller  jQlieclar  auf 
der  rechten  Seite  in  (§)  wseheiDt  Mutli[dizirt  man  nod^; beider- 
seits mit  -7=,  «o  wird  jeta^t 

worin  sich  eine  merkwürdige  Relation  ausspricht  .  Es  ist  diei 
das  erste  der  von  mir  gefundenen  Theoreme. 

f 

11. 

% 

Setzt  man  in  dem  Anfangs  citirten  Theerene  ~- —  ti  fiir  v,  f«o 
erhält  man 

(—1)     a     COSjUtt 

-  1  "*"        1.2.3      ''"^  "+ 1.2.3.4.5  **"  • 

oder  fär  /u=2in-^l  nach  beiderseitiger  Division  qiit  /u: 

^cas(2«.  +  l)„ 
=. cos-K- ^!+l>^2«  cos »« ■^(«+2)(«H-lMm-l)y^^.,^^^  . , 

2.0  2.0,4.0 

und  wenn  man  tc=2a;V^  nimmt: 

wobei  wir  zur  Abkürzung 
^,-1,  yw,-     2  3     .    ia,-^        2.3.4.S  ^' "^ 
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•eilte  woH^;  m  dass  die  ob^ dckfciig  die  eiegMtete  Fenn 

^L(,««+.+    i_)=jf,(x+l)-jr.(x+l)»+Ä,(*+i,)»-... 


anDhnmt. 

HuUipluireo  wir  jetit  beiderseits 'mit 

1  dx 


X 


woria  /lA  eine  beliebige  Grossse  beieicbnet,  und  integriren  iniieriialb 
Mk  GffinMi  x=:0  imd  j:=],  so  wird 

(~l)»r    /n       jr«»Ar        .   P^  i  dar    "l 


u.  s.  f.  ••••(11) 

I 

Die  Integrale  recbts  steheo  unter  der  gemeinschaftlichen  Form 

dx 

a/ir-a«    X  ' 


ans  der  sie  henrorgehen^  vfMn  man  fiir  n  der  Reihe  nach  0,  1, 
2,  3y  etc.  setet    Nehmen  wir  nun  erstlich  ;r=z,  so  ist 

X                                               t 
nehmen  wir  aber  x^=. — ,  so  wird  — = und  z= — ;  hat  nun  x 

%  X  Z  X 

die  Werthe  I  und  0  angenommen^  so  ist  a;=l  und  a?=QO    ge- 
worden ,  folglich  hat  man 

/»l         1  dx_    p l_^.&^^./^._i dz 

.       ••  •    . 

Addirt  man  hienn  die  Gleichung  (12)  und  bemerkt ,  iasB  rechts 
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das  nämlkJbe  Integral  ei^st  voo  2=0  bis  z=^lf  dami  vom  z=^l  bis 
z=:(X)  genommen  wird^  so  ergiebt  sich 


folglich 


Setzt  man  in  dem  Inteände  cechts  s'^ir^  also  x^^ar^  MtgdH 
dasselbe  in  das  folgende  über: 


Voa+v 


r  ■  ■ 


1  »   -^ 


.)«/*— 2»  '      '. 


dessen  Werth  nac|i  Formel  (4)  gefuoden  werden  ktmi>  wenn  ntti 
dort  a=iti  — n,  a+P=2/ii-*^Ä«,  also  ßz=:^^n  nimmt^'  Man  «- 
hält  dann  ,        ^ 


5' 


Führt  man  die  hieraus  für  n=0, 1,  %  3,...  eAtspringenden  Werthe 
in  die  Gleichung  (11)  ein ,'.  ^o  ergiebt  sich 


Es  handelt  sich  nun  noch  um  den  Werth  der  Intesrale  links- 
Setzt  man  in  dem  ersten  Integrale'  x=:z,  so  ändert  sich  dibselb^ 

nicht  wesentlich,  nimmt  man  dagegen  im  zweiten  x^-^y  so  wir^ 

z 

dx=-^,  .  _S?£_=_i_  .^=_»«m«fe,  und  filr  x=l,  x=ö 
wird  z  =  l  und  z:^qo,  mithin  jenes  Integral 

A  z 

Die  in  (13)  zwischen  den  Parenthesen  links  stehende  iSumme  wir^ 
hiemach  ■^\ 


0  (j+1)*'***^»  (I..^S^*» 


^i+'> 


z 

i 


Für  z*  =  JT,  also  z=:x')  geht  dieses  Integral  in  das  folgende  üben 


vo.a+ 


ar)*^-i-i' 


dcsMB  WerA  nack  jFfHEaei  (4)  Oa  a^li^fi-^-m,  a+ß=:^i^l, 
also  a=/u^fit-f-I»  ß=?/u— m  gefiinden  weraen  kann.  Derselbe  ist 


-  .  1     ■..■■'}-     .     '*»  • 


1   rit*^m+l)F{ft.^m} 

*  7X^+1) 


^^^— 2;m1 nvFi) — 

""/fV)         2.3        /X^i^^^"'  2.3.4.5  '/X2|i»-4)     * 

worin  sich  das  zweite  der  von  mir  gefundenen  Theoreme  ausspricht 
Am  a.  O.  steht  dasselbe  nnter  einer  anderen  Forra^  wekJie  aber 
ans  dieser  leicht  abgeleitet  werdl^  ^9*^' 

Legendre  ha.t  nämlicV  AeT  dii^,  flnunafonkfionen  folgendes 
Theorem  gefanden,  welches  nachher  auf  verschiedene  Weise,  am 
ei^antesten  von  Lejeaff^ .^Irifjiilft  ^)fir|eMi  worden  ist: 

/ta)n«+-)na+J).--./'(«+^)  =  ^(i«a)(2x)^i|i"-"-. 
n  n  n  - 


Für  »=2  ergiebt  sich  daran^ 

/Xa)lXo+»)==:r(2ii) 


2V^y 
2za' 


f » 


.  i 


•4er 


i  4t 


■  I        ■<• 


und  für  a=/Li  — » 


Mnitiplizirt  man  nock  bdderaeitB  BÜt  P(ß'—*)t  80  «vird 

/ti»-n)*_    Vä       2««Jr(^-w) 

/iB(»-.ai»)~  2**^-1  ■  rOi-*+^' 

Substitoirt  man  die  fSr  n=0,  1,  2,  3...,  bienuis  resaltimd« 
Gleichungen  in  Nr.  (14),  so  geht  dieselbe  fiber  in 


n(2j«+l)        ~2«/^»H«-H)       2.3    rG»+i-l) 


> .  .  .•> 


"/'U-H)      2.3     r(H^-I)^         2.3.4.5         iVf4-ä) 

und  iii  dieser  Foim  wurde  der  genannte  Satz  zuerst  mitgetheüi^ 
Zu  bemerken  ist  noch,  daiss  in  beiden  Theoremen  f* > m  m 
muss,  wenn  tcelne  der  Differenzen  /t— 1»  ju— 2,  etc.  mtgaüffiHt^ 
ihre  Gammafunktion  unendlich  werden  soll. 
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Lehrsäte. 

Von  Herrn,  Professor  Friedrich  Pross  zu  Stuttgat 

Betvegen  sich  (Taf.  II.  Fig.  5.)  zwei  unveränderlicl 
Punkte  I)  und  E  einer  Geraden  BC  auf  zwei  si« 
schneidendien  Geraden  XX'  und  FF',  so  beschrei 
jeder  Punkt  ilf  der  Geraden  JSCeine  Ellipse. 

Beweis. 

Man  ziehe  MP  und  Mp  parallel  mit  XX'  und  YV ,  sc 
MD^=^a  und  ME=^b,  nehme  XX'  zur  Abscissenaxe  und  1 
zur Ordinatenaxe  und  bezeichne  den  Axedwinkel  VAXmiitp,  so 


allein:  Dp:DM=^PM:EM,    oder:    Dp:a=yib; 

also :     Dp  =  3  • 

ö 

Dieses  io  die  obige  Gleichung  substitnirt,  glebt: 

-i?-+^*+2^a:.eo8©=a«, 

oder 

«*y* +**  ^ +2a6ay  co69=a*6* , 

wekbes  die  aligemenie  Mittelpanktsgleicfaiing  der  Ellipse  ist 

, Znsatz.      Fir    ein    reehtwinUiges   <>ordienatensystem    ist 
coBfp=:0;  also: 

ö*y* +**«•  =  «•**• 

Annerknng.  Anf  diesen  Satz  grfindet  sich  die  bekannte  Verzeidi« 
nunffsart  einer  Ellipse  nuttelst  des  EUipsographen«  oder 
auch  vermittelst  eines  Papierstreifens. 


Herr  Catalan  hat  der  societ^  philomatiqoe  de  Paris  die  fol- 
genden Spitze  von  den  periodischen  Kettenbrflchen  ohne  Beweis 
mitgetheilt. 

1)  Si  fon  repn^nte  par  y«  la  valenr  qne  Ton  ohtient  qnand 
on  liinite  la  fraction  oontiniie  x  aar  n  previ^es  p^ricNles,  on  a 
g^n^raiement: 

P  N 

-^  ^tant  la  r^dnite  ^^Talente  ä  ^^ ,  et  ^  la  r^oite   pr^cMeote« 

2)  Sifb^i  est  ime  fraction  krMiKtible, -j^ ,  ffm  on    nfi%\win} 

seia  aasn  one  fraction  lirMncfible. 

.3)  CoBune  «ni  pent  snpposer  y^  r^diut  1^  sa  pIns  simple  ex 

pressioB  -^»  fn  est  nne  r^dnite  de  la  fraction  cootiniie. 
4)  Soient  fü-j  =^*  J^  =^#  <«  «"« 


•■■fe*.  .   , 

22ä 


C 


RSf-Rflg_,    P 

donc  la  diff^rence  ^ntre  ^n— i  et  yn  diminue  indäfiniment  lorsque 
n  augmente. 

d)  Les  d^nominateurs  R'  ^  S'  sont  divisibles  par  P*;  doii€ 

■  1 


Ä"S' 


Arago  theüte  der  Akademie  der  WissendcbafteD  xii  fMi 
^aüs  einem.  Briefe-Ton  Requlen  in  A?igDOB  qiit^:daa»:iB'«hMi 
UDgednickten  Briefe  von  LiiiD^«  tveLchen  d'HombrerFmai 
besitzt»  folgende  Stelle  sich  findet:  Ego  primu^fiii«  i|ttijift- 
rare  constitüi  thermometra  nostra  üb!  punctum  eoi' 
gelationis  0  et  gradus  coquentis  aquae  100,  et  hoc  pro 
hybernaculis  horti;  si  bis  adsuetus  esses,  certus  san 
Quod  arride-ret  Mithin  würde  die  Feststelhmg  der  hmierf 
tneiligen  Scale  von  Ceisiud  auf  Linnd  übersutiagen  sein. 


Berichtigungen« 


Für  den  fünften  TheiL 

8.    7S.  Z.  18.  ist  zwischen  den  Worten  »»deren  Mittelpunkf 

und  ^,in  der  Verticaie^  die  ParentheM  elBtt- 
schaiten:  (mit  einer  kleinen  Veraachlissi- 

gung  von  hochstens^^. 

— *  329:  —    5.  1.  tt  statt  n, 

—  381.  —  28.  1.  »»Resultate:  convergenter^'  statt  «^unricli' 

tigen  Werthe  der" 

-438.  -17.v.n.l.  (;^+J-2+^+    •««•infOV*     ■ 

—  430.  —    5.  :in  der  zweiten  Gleichung  streiche  man  das  MimiS' 

zeichen.  '  -^^'" 


» 


Geometrischer  Beweis  des  Ü^atzc^,  dass 
Jeder  allgrebrafsclieii  Olelchungr  mit 
Klner  Unbekannten  durch  einen  com- 
plexen  ÜVerth  dieser  Unbekannten 
€^entt|^e  (geleistet  werden  kann. 

Von 

Henrn  Doctor  T.  Wittstein 

9:11  HannoTei*. 


1- 

Wie  sorgföltig  maii  auch  darauf  bedacht  sein  mag,  alle  Begriffe 
TOD  Raum  und  Ausdehnung,  als  der  Geomettie  angehuriff,  aus  derx 
abstracten  Arithmetik  fem  zu  halten,  so  kann  doch  die  eine  That- 
fltache  nicht  hinweg  geläugnet  werden,  dass  man  den  Inbegriff  der 
reelleo  Zahlen  sich  stets  unter  dem  Bilde  einer  geraden  nach  bei. 
den  Seiten  nnbefi;renzten  Linie  vorstellt.  Dieses  Bild  ist  das  noth- 
wendiee  Ergebniss  desjenigen  psychologischen  Vorganges,  welcher 
dSe  Zahlen  entstehen  lässt,  und  es  bifdet,  wenn  auch  mehr  oder 
weniger  unbewusst,  die  Grundlage  aller  arithmetischen  Betrachtun- 
gen. Zuerst  stellen  sich  die  ganzen  Zahlen  dar  als  eine  Reihe 
äqnidistanter  Punkte;  ein  beliebiger  dieser  Punkte  wird  als  Null- 
pankt  angesehen,  und  von  ihm  ausgebend  entwickeln  sich  nach 
der  einen  Seite  die  positiven,  nach  der  anderen  die  negativen 
ganzen  Zahlen,  beide  ins  Unbegrenzte.    Durch  äquidistante  Inter- 

Kiimngen  zwischen  je  zwei  benachbarten  Punkten  vermittelst  neuer 
mkte  gelangt  man  zur  Darstellung  der  Brüche,  sowohl  der 
positiven  als  der  negativen;  und  der  Begriff  der  irrationalen 
Zahlen  führt  endlich  dahin,  die  discontinuirliche  Punktenreihe  in 
eiDe  continnirUche  Linie  *j  übergehen  za  machen. 


*}  Die  Arithmetik  int  also  nicht«  weniger  aU  eine  WiMenschaft,  Hie 
•ich  anMchlieMlich  mit  disereten  Gr5Men  beseb&ftig^^  welche 
aschwürige  Ansicht  man  noch  immer  von  Lehrhnrh  zu  T/ehrbnch 
wandern  rieht. 
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Bei  dieser  Ansieht  der  Sache  wurde  man  föglich  tod  ein 
Arithmetik  von  Einer  Dimension  —  analog  der  Geometrie  yon  I 
Der  Dimension  —  reden  und  darunter  die  Arithmetik  der  reeU 
Zahlen  verstehen  dürfen *);  es  bliebe  nur  noch  übrig  zu  zeige 
dass  es  auch  eine  Arithmetik  von  mehr  als  Einer  Dimension  g^ 
Dass  und  wie  dies  aber  geschehen  könne,  davon  soll  hier  zaoScli 
in  der  Kürze  gehandelt  werden**). 

2. 

Durch  diejenige  gerade  Linie,  welche  als  bildliche  DarsteUv 
der  reellen  Za£len  angesehen  werden  kann  und  desshalb  dieAchfl 
der  reellen  Zahlen  heissen  mag,  werde  eine  Ebene  hindiirc 
gelegt,  und  es  werde  die  Aufeabe  gestellt,  Zahlenformeo  aas^p 
Den,  welche  die  Lage  beliebiger  Punkte  dieser  Ebene  in  ciM 
solchen  Weise  ausdrücken,  dass  damnter  die  Festleemiff  tq 
Punkten  in  der  genannten  Achse  durch  reelle  Zahlen  ab  «b  h 
sonderer  Fall  begriffen  ist 

Es  sei  A  der  Nullpunkt  in  der  Achse  der  reellen  Zahlen  od 
B  ein  beliebieer  anderer  Punkt  der  Ebene.  Die  Lage  des  Puöld 
B  gegen  A  ailein  wird  bestimmt  sein  durch  Angabe  der  geradt 
nigen "Entfernung  AB,  und  diese  ist  stets,  unter  Voraussetziui 
einer  gegebenen  Längeneinheit,  einer  positiven  Zahl  ==^  gleid 
oder  vielmehr  einer  Zahl,  der  kein  Vorzeichen  gegeben  werde 
darf.  Die  Lage  der  geraden  Linie  AB  aber  wird  in  der  Eben 
bestimmt  durch  Angabe  desjenigen  positiven  oder  negativen  Wii 
kels,  welcher  durch  eine  Drehung,  die  aus  der  positiven  Richtim 
der  Achse  der  reellen  Zahlen  in  die  Richtung  AB  übeiiährt,  hi 
schrieben  wird;  und  dieser  Winkel  kann  immer  durch  einen  pos 
tivcn  oder  negativen  Kreisbogen  =9  zur  Darstellung  gelbracl 
u*erden,  welcher  aus  dem  MiUelpunkte  A  mit  einem  der  Längei 
cinheit  gleichen  Halbmesser  beschrieben  und  von  dem  Punkte  H" 
der  Achse  der  reellen  Zahlen  bis  dahin  gerechnet  wird,  wo  üi 
die  Linie  AB  schneidet.  —  Die  beiden  Elemente  q  und  7  zosan 
mengenommen  müssen  mithin  das  Zahlzeichen ,  welches  die  Ltg 
des  Punktes  B  in  der  Ebene  festlegt,  bilden.  Ausserdem  ist  Im 
kannt,  dass  für  9>=0  sich  dieses  Zahlzeichen  unter  der  Fon 
-f^=p.-|-l,  und  für  9)=ir  unter  der  Form  — ^=^.— 1  darstd 
len  muss. 

Man  pr^icire  den  Punkt  B  auf  die  Achse  der  reellen  Zahle 
durch  ein  Perpendikel  BC,  welches  die  letzterein  C  trifft,  an 

*)  £■  verdient  beachtet  zu  werden,  dass  die  Arithmetik  von  Eilt 
Dimension  einen  so  ausserordentiicben  Umüuig"  beutst,  wäkm 
die  Geometrie  von  Einer  Dimension  sich  mit  sehr  wenigen  Wtrtn 
erledigen  läist. 
**)  Man  vergleiche  hiemit  die  schätzbare  Behandlang  desselbea  Ge- 
genstandes von  Herrn  Ballauff,  Bd.  V.S.  280^296  des  Archin 
die  dem  Verf.  erst  zu  Gesiebt  kam,  als  das  Nachstehende  bereib 
niederf^schrieben  war.  Es  ist  zu  Terwnndcm,  dass  nach  der  K 
vortrefflichen  Darstelinn^  von  Ganss  in  den  Göttinger  gel.  An 
von  1831,  64  Stück,  die  billige  von  keinem  Mathematiker  ongeleici 
bleiben  sollte ,  dieses  neae  Feld  nicht  schon  weiter  angcbanet  wo* 
den  ist. 
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betrachte  die  LinieDverbindung  ACB  als  Festlegung  des  Punktes 
B,  Der  Punkt  C  in  der  Achse  der  reellen  Zahlen  wird  sodann 
festgelegt  werden  durch  die  Zahl  QCosq>,  welche  positiv  oder  ne- 
ratiT  ist^  je  nachdem  cos  9  das  Zeichen  -|-  oder  —  hat ;  der  Punkt 
j9  in  Bezug  auf  C  wird  festgelegt  werden  durch  die  Zahl  (>  sin  9)9 
positiv  oder  negativ  ^  je  nachdem  sin  9  es  ist.  Bezeichnet  man  nun 
mit.dbt  diejenige  Einheit 5  welche^  an  Grosse  gleich  der  Einheit 
±1  in  der  Achse  der  reellen  Zahlen,  unter  rechtem  Winkel  gegen 
diese  Achse  gerichtet  ist;  und  nimmt  man  zugleich  das  Additiöns- 
seicheB  in  deijenigen  erweiterten  Bedeutung,  dass  es  auch  auf  die 
rechtwinklige  Zusammenfügnng  zweier  geraden  Linien  ausgedehnt 
wird,  so  etliSlt  man . 

^(co8  9>-|-tsin9>) 

als  allgemeines  Zeichen  deijenigen  Zahlen ,  welche  die  Lage  aller 
l^oiikte  der  gegebenen  Ebene  in  Bezug  auf  die  gegebene  Achse 
and  den  gegebenen  Anfangspunkt  repräsentiren. 

3. 

Wir  nennen  jede  Zahl  von  der  Form  (>(cos9>-|-isin9)  nach 
Gauss  eine  complexe  Zahl.  In  denjenigen  besondern  Fällen, 
In  welchen  9=0  oder  gleich  einem  Vielmchen  von  4:^  ist,  redu- 
clrt  sich  die  complexe  Zahl  auf  eine  reelle  Zahl;  in  allen  übrigen 
.  Fällen  dagegen,  in  denen  9  irgend  einen  andern  Werth  hat,  heisst 
sie  eine  imaginäre  Zahl. 

Jede  reeUe  Zahl  tritt  demnach  unter  der  Form  ^.±1  auf,  und 
da  man  hier  gewohnt  ist,  den  Factor  ^  den  absoluten  Zahl- 
wertfa  der  Zahl  zu  nennen,  so  konnte  man  nach  dieser  Analogie 
völlig  allgemein  den  Factor  g  der  complexen  Zahl  (»(cos^-^^sin^) 
als  aen  absoluten  Zahlwerth  der  complexen  Zahl  anse- 
hen; der  andere  Factor  cos 9 -{-t sin 9  würde  sodann,  gleichfalls 
nach  Analogie  des  Factors  ±1  bei  den  reellen  Zahlen,  die  Rich- 
tung angeben,  nach  welcher  hin  der  absolute  Zahlwerth  construirt 
werden  soll.  Gebräuchlicher  ist  es,  den  Factor  g  m\i  dem  Namen 
des  Mo;dulus  der  complexen  Zahl  zu  belegen;  für  reelle  Zahlen 
föllt  der  Modulus  mit  dem  absoluten  Zahlwerthe  zusammen. 

Es  bedarf  kaum  der  Bemerkung,  dass  jede  complexe  Zahl 
e  (cos  9  4-1  sin  9)  auch  unter  der  .Form  a-i-io  dargestellt  werden 
kann,  indem  man  setzt 

Q  CQS  9  =  a ,  !()  sin  if=b* 

Wir  werden  jedoch  hier  von  dieser  letztern  Form  keinen  Gebrauch 
machen,  weil  sie  uns  weniger  die  Natur  der  complexen  Zahlen 
auszusprechen  scheint,  indem  sie  Zahlwerth  und  Kichtung  nicht 
getrennt  hervortreten  lässt.  Es  ist  übrigens  leicht,  von  der  letztern 
Form  zu  der  erstem  zurückzukehren,  indem  man  hat: 

WO    die    Wurzel    V  «*  -f-Ä*  nur  positiv  zu. nehmen  ist. 

15* 
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4. 

*Ueber  die  AusführuDS  der  arithmetischen  Operationeo  in  jhr 
Ebene  der^  eompiexeii  Zahlen  muss  hier  Nachstehendea  beapkt 
werden. 

1.  Was  man  unter  der  Addition  complexer  Zahlen  zn  tw- 
stehen  habe^  liegt  schon  theilweise  in  der  oben  entwickeiten  Ddi* 
nition  dieser  Zahlen  ausj^esprochen ;  man  wird  nämlich  das  ZeidiM 
der  Addition  nicht  nur  für  aie  Verbindung  zweier  Zahlen  in  dc^ 
selben  oder  in  entgegengesetzter  Richtung,  sondern  überhaupt  flr 
ihre  Verbindung  in  jeder  beliebigen  Richtong  in  der  Ebene  dar 
complexen  Zahlen  zo  gebrauchen  haben,  so  dass,  Ton  dem  im 
einen  Zahl  entsprechenden  Punkte  der  Ebene  ausgehend,  die  swfüi 
ebenso  in  Hinsicht  auf  Grosse  und  Richtung  constfuirt  wird,  irt# 
sie  vom  Anfangspunkte  A  aus  constniirt  sein  würde.  Man  kaik 
demnach ,  wenn  z.  B.  B  und  B'  zwei  Punkte  der  Ebene  bezeidiMi^ 
deren  Lage  resp.  durch  die  complexen  Zahlen 

Q  (  cos  9  + « sin  9  )  und'  e'  (  cos  tp'  + 1  sin  y') 

reprSsentirt  wird,  zur  Auffindung  desjenigen  Punktes  C  der  Ebene, 
dem  die  Summe 

entspricht^  dadurch  gelangen,  dass  man  durch  B  eine  der  AB* 
gleiche  und  mit  ihr  übereinstimmend  parallele  Linie  BC  zieht 
Wie  hieraus  der  Satz  folgt,  dass  die  Ordnung  der  zu  addirendeo 
Zahlen  in  Hinsicht  auf  ihre  Summe  gleichgültig  ist,  und  wie  hieran 
die  Addition  von  mehr  als  zwei  Zahlen  sich  knüpft,  leuchtet  von 
selbst  ein. 

Um  den  analytischen  Ausdruck   der  Summe  zweier  corafpicxen 
Zahlen  zu  erhalten,  bezeichne  man  mit 

P(cos*  +  isin*) 

die  gebuchte  Summe;   alsdann  ist 

P='re«+p'«+2ee'co8(^-,')» 

•  Q  COS  <p-\-g'  cos  a' 

C0S4>=: ^ 


sin^  = 


^e"+(>'^+2e(»'cos(9-/) 

^Bintp-j-Q'  sin  tp' 


Fiir  9'=:=  9  verwandelt  sich  die  Summe  in 

(e+(»')(cos9+isin9), 

für  r/=3y-f»  in 

(^  — (*')(G089-|-»sin9). 
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2.  Von  der  Subtractlon  zu  reden  ist  fiberflüAsiff,  weil  die- 
selbe durch  Umkehrung  des  Vorzeichens  vom  Subtrahend  ^  d«  h. 
durch  V^rgrusserung  seiner  Winkeizahi  um  J:  n  oder  ein  ungerades 
Vielfaches  von  J:9r,  sich  immer  in  eine  Addition  verwandeln  iSsst. 
^  3.  Die  Multlplication  complexer  Zahlen  erledigt  sich 
gleichfalls  einfach,  indem  man  ihren  Begriff  dahin  bestimmt,  dass 
mit  dem  einen  Factor  in  der  Ebene  der  complexen  Zahlen  eben  so 
operirt  werden  solle,  wie  der  andere  Factor  aus  der  positiven  reel- 
len Einheit  -f  1  hervorging.    Sind  also 

^(cos^-f-tsin^)  und  ^'(cos^'+tsiny')         , 

die  geffebenen  Factoren,  so  kann  man  sich  den  letztem  nach  ^.  2^ 
dadurcn  aus  der  Einheit  +1  entstanden  denken,  dass  man  diese 
^Einheit,  welche  von  dem  Anfangspunkte  A  aus  durch  einen  ent- 
sprechenden Abschnitt  auf  der  positiven  Seite  der  Achse  der  reel- 
len  Zahlen  dargestellt  wird ,  um  den  Winkel  9'  drehete  und  zu- 
gleich in  dem  Verhältnisse  1:(^'  grosser  werden  liess;  verfährt 
m|in  eben  so  mit  dem  ersten  Factor,  so  geht  der  Winkel  9  über 
In  f+9*,  der  Modulus  q  aber  in  qq'.  Man  erhält  mithin  als  ana- 
lytischen Ausdruck  des  Products 

^  (cQS9  -|-f  sin  9)  .^'  (cos  9'  -i-isin  9') = qq'(  cos  9 + 9'  +  «^sin  9  +  9'  )• 

Dasselbe  Resultat  würde  auch  bei  Vertauschung  der  Factoren  er- 
schienen sein. 

4.  Sollte  das  Product  =1  werden,  so  würde  man  nur  nSthig 

gehabt  haben,  (>'  =  —  und  9'  =  -— 9  zu  setzen;  daraus  folgt  aber, 
dass  man  jederzeit  luuie 

1  1  

—7 ,  .  .  '  V  —  —  (cos — 9+tsin — 9). 

(>(cos9-f  tsin9)      p  ^  ^  •  ^^ 

Hit  Hülfe  dieser  Gleichung  >  die  den  reciproken  Werth  von  einer 
gegebenen  complexen  Zahl  finden  lehrt,  lässt  sich  stets  die  Divi- 
sion erledigen,  indem  durch  Multiplication  des  Dividenden  mit 
dem  recioroken  Werthe  des  Divisors  der  Quotient  erhalten  wird. 

5.  Das  Potenziren,  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Ex- 
ponent «ine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  ist,  lässt  sich  leicht 
an  das  Multipliciren  knüpfen;  denn  durch  die  Annahme  mehrerer 
gleiidieo  Factoren,  deren  Anzahl  =it  sei,  erhält  man 

ig  (cos  f-t-iaintp^^^^  gi^  (cosrup +i8\nn(p) ,  - 

woraus  sogleich  vermittelst  der  bekannten  Bedeutung  eines  nega- 
tiven Exponenten  folgt: 


|p(coa.9  +  tsin9)|'-»  =  (»-»(cos  — n9+isin— «9). 

Verfolgt  man  die  successiven  Potenzen,  indem  man  n  =r  1, 2, 3 . . .  setzte 
in  der  Ebene  der  complexen  Zahlen,  so  ist  nicht  schwer  zu  erkennen. 
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dass  die  ihnen  correspondireDdeD Punkte  einer  lagaritbmisebeo 
Spirale  angeliOren,  deren  Gieicliung  ist 

wemi  r  den  Radius  Tector ,  u  des^n  Elongatioo  von  der  AAi^,. 
und  k  eine  Constante^.  bezeichnet  Aber  diese  Constante»  und  irit 
ihr  die  Curve,  ist  durch  jene  Punkte  allein  no<A>  sieht  besttm^; 
denn  so  wie  die  gegebene  coraplexe  Zahl  sich  nicht  änderts  woi* 
man  in  ihr  den  Winkel  9  um  27r  oder  ein  Vielfaches  von  29r  ach 
ändern  iässt^  so  kann  auch  die  Gurve^'  um  von  jedem  der  einiel- 
nen  Punkte  zu  dem  nächstfolgenden  zu  gelangen ,  zuvor  eine  oder 
mehrere  volle  Um  Windungen  machen  ^  während  noch  immet  aUt 
die  eesebenen  Punkte  in  ihr  enthalten  sind.  Diese  Bemerksn^  W 
dessniub  von  Wichtigkeit  ^  weil  daraus  die  Vielfoniiigkeit  degeii- 
gen. Potenzen  einer  compiexen Zabl^  deren  Exponenten  nicht  ganv 
Zahlen  sind^  hervorgeht:  nur  fur^=l  iäOt  dieses  Bild  weg»  wjeü 
alsdann  die  logatithmiscne  Spirale  zu  einem  Kreise  degenerirt 

Setzt  man  o>==0  oder  =27r»  so  verwandelt  £^ch  die  S|^rafe 
in  die  positive  Hälfte  der  Achse  der  reellen  Zahlen ;  oder  man 
kann  auch  die  Sache  so  ansehen^  als  ob  die  Punkte  der  Spitäler 
die  als  Spirale  bestehen   bleibt ,   um  je  27r  aus  einander  fiegen. 


derjenigen  Erscheinung  gegeben  ist^  dass  die  snccessiven  Poten-: 
zen  einer  negativen  Zahl  abwechselnd  positiv  und  negativ  werdieik 
6.    In  Bezug  auf  das  Wurzelausziehen  ergibt  sich  dudi 
Umkehning  sogleich 

l  Iq( cos (p -i- i sin (p)  5  ^«  =  (»«(cos  — hisin—)» 

wo  (nach  Cauchy)  durch  die  doppelten  Klammern  die  Mehrförmig- 
keit  des  Ausdrucks  angezeigt  weraen  soH.  Die  gegebene  complexe 
Zahl  ändert  sich  nämlich  nicht,  wenn  man  den  VVinkei  9  um  2« 
oder  ein  Vielfaches  von  2n  ändert»  während  diese  Aenderung  nicht 

nur    auf  -^;  sondern  im  Allgemeinen  auch  auf  cos^  und  sin  -^  von 
it  HU 

Einfluss  ist  Die  Anzahl  der  Werthe,  deren  demnach  dieser  Aus- 
druck föhig  ist»  beträgt  n,  und beaeichoet man  mit  90  irgendeinen 
derjenigen  Werthe»  die  der  Winkel  9  anndbmen  kann  (a.  B.  den 
kleinsten  positiven)»  so  entsprechen  den  n  Wurzeln  der  Zahl 
Q(cos<p+is\nip)  die  Winkel 

»  ,      » ••  •  •  • 

n  n  n  -      n 

Die  n  Wurzeln  liegen  mithin  gleichförmig  vertheilt  auf  der  Periphe- 
rie eines  Kreises  vom  Halbmesser  q^^    in  Abständen  von  je  — 

von  einander.  Jede  dieser  Wurzeln  liefert,  zur  Potenz  n  erhoben» 
die  gegebene. Goinplexe  Zahl  wieder;  aber  die  logarithraischen  Spi^ 


L    WvB  lAar  :6iil»xrmrti»»  a  rrtde»  hH  äberfliiSMg,  weil  dir- 
^mdb  ThateknmE  Am  VTuckJigii*  Tom  Sabtrahend,  d.  h. 
I  y—iiriiiiHiimnL  fmwmt  Whibelulil  um  i^  ▼  oder  ein  unirenideN 
TDD  ^tsr^flic^  nmner  in  etne  Addition  vemjindeln  IXskI. 
F    MnJIipJication   comniexer    &hlen    erledigt    sich 
«iulwb .  mdoD  mall  iIh««  D««nff  dahin  hestimmt «  dnüff 
Fanfair  in  der  EWne  der  cumplexen  Zahlen  ehen  »o 
«rille,  wie  der  a»derp  Factor  aus  der  |>oaiti«*en  reel- 
Hhl  liB«ui|iiue.    Sind  al«o 

pt^sw 7 -f  T «B y  >  nad  f'  ( cos f '  -|- isin f ' ) 


FMlrmni.  sm»  kann  man  sich  den  letztem  nach  ^  3. 

d^eit  -|-1  cQt«tinden  denken,  da»»  man  dieae 

TOD  den  Anlkng&Bunfcte  A  ans  dorrh  einen  ent- 

Jkcclnütt  aaf  der  pmHiTen  Seite  der  Achse  der  reel 

4iggBi>1«ih  iiiid.  na  den  Winkel  w*   drehele  und  m- 

IcB  TcAUtwissae  l:p    grosser  irevden  liess:    verfahrt 

•  oit  den  eisten  Factor .  so   geht   der  Winkel  %  über 

^,  da*  MoUns  p  aber  in  i»^'-    ^l^n   erhält  mithin  aU  ana- 

A—Jfutfc  des  Products 


■y+««i»r)-f'(«»^'+iSMif')=^'(cosf +  9'  +  isliif  I  r'). 

Ae  BfüBlfaf  wirde  andi  bei  Vertauscbung  der  Factoren  er* 

m  flaue  das  Prodnct  =:1  werden,  so  würde  man  nnr  nQthIg 

i'Ubai,    e'=-  nnd  ^'  =  — .^  au  setzen;  daraus  folitt  alter. 

p 
■OB  jedeiaeit  habe 

"7 ,  «  .      V  —  —  (cos — cp-f-tsm  — •). 

mfe  dieser  Gleichung ,    die  den  reciproken  Werth  von  einer 
«■CO  cmnplexen  Zahl  finden  lehrt,  llisst  sich  stets  die  Divi 
eilcdwen,  ind^m  durch  MultipJicatioii  dos   Dividenilcii  mit 
wovroken  Werthe  des  Divisors  der  Quotient  erhalten  winl. 
.    Aas  Poteaziren^  unter  der  Vomussetzung.  dasa  der  Kx 
i  «ine  jpositire  oder  negative  ganze  Zahl  ist.  Iftsat  sich  leicht 
m  Mottmliciren  knüpfen;  den»   durch  die  Annahme  mehrerer 
ken  Factoren,  deren  Anzahl  =n  sei,  erhiilt  man 

$^(cos9-f  isin  9)^**=^  P"  (cos  fi9-ftNiii  11^), 

IS  sogleich  vermittelst    der  be|cannten  Hedcutung  eines  nega- 
Exponenten  folgt: 

igi  coa.9  +  i  sin  9)  |  *""  ~  p"^  (cos  —  wy  -|- 1  Hin  —  M9). 

'dgt  man  die  snccessiven  Potenzen,  indem  man  11 = 1»  ti,  3 .  •  •  ««tzt . 
erEbene  der  complexen  Zahlen,  so  ist  nicht  schwer  lu  erkennen, 
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(wobei  der  Werth  von  T  gleichgültig  ist),  so  ist  das  Veriai^ 
bewiesen  9  denn  diese  Gleichung  hat  unmittelbar  die  Gleichung 
f(x)  =0  zur  Folge. 

Aber  aus  der  Beschaffenheit  der  Function  f(x)  geht  hervor, 

dass  man  für  r=x  auch  habe  /?=X9  und  dass  für  endliche  Wer- 

the  von  r  auch  R  endlich  bleibe,  und  da  ausserdem  der  Modrfos 

R  seiner  Natiür  nach  nur  positiv  sein  kann,  so  folgt,  dass  derselbe 

mindestens  einen  kleinsten  Werth  besitzen  müsse,  der  zu  bestfaun-, 

ten  Werthen  von  r  und  t  gehört.    Weiin  sich  nun  beweisen  iSsst: 

Dass,    welchen    von   Null  verschiedenen  Werth 

des  Modulus  voq  /^(^jr)man  auch  für  willkührliche 

Annahmen  von  rund/ erb  alten  habe,  dennoch  in- 

mer  durch  entsprechende  Aenderungen  von  r  and 

)^  ein  neuer  Modulus  von /T«^^,  der   kleiner  ist^tU 

der  vorige,  erhalten  werden  kann: 

sq  folgt   daraus  unmittelbar,   dass  jener  nothwendig   Torfaandeie 

kleinste  Werth   des   Moduhiis  von  f(x)  nur  =0. sein  kann,  dass 

mithin   die  ihm   zugehörigen   Werthe  von  r  und  i  die  Gleichwie 

jß±=0,  und  folglich  auch  die  Gleichung  /^(ar)==0  befriedigen,  womit 

sqdapn  de|r  in  Frage  3tehende  Satz  bewiesen  ßeip  würde, 


6. 

Zum  Beweise  desjenigen  Hülfss^atzes,  auf  welchen  so  fbeo 
der  Beweis  des  vorgelegten  Satzes  zurückgeführt  worden  ist«  w«dt 
angenommen,  man  nahe  durch  die  Substitution 

a:  =  r(cos^+«sinO 

erhalten ; 

f{x)—R(coBT^UmT),  ; 

wo  R  nicht  =0  sei.      Ferner   durch  den    üebergang   des  ;r  in 
Xx^=x-\-h9  wo 

A  =  ^(cos6-|-tsin(9), 

erhalte  man; 

/T[;r  J=Äi  (cos  r, +isin  rj, 

«o   ist   nachzuweisen,   dass  g  und   e  immer   so   gewählt   werden 
können,  dass  man  hat: 

Ry^    ^     R» 

Die  Entwickelung  von/](a7j=/^(a:-f  Ä)  nach  Potenzen  von  h  gibt: 

wo  die  Coefficienten   6,  .  6£,....  im  Allgemeinen  complexe  Zahlen 
«ein  werden,  z.  ß. 
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6i=r,(cos9x  +i«iD9i), 
6,=  T^{coB  9,  -f  i  sin  9,) , 


Fn  dieseD  CoefficieDten  können  aber  auch  einzelne  =0  werden, 
nd  wenn  man  desshalb  der  Aligemeinbeit  wegen  annimmt ,  es  sei 
\JF  das  erste  stehen  bleibende  Glied ,  so  hat  man : 

nd  hierin  fiberall  die  complexen  Werthe  an  die  Stelle  setzend.: 
B,(cos  Ti+isin  r,)  =  /?(cos  T+iain  T) 
+ rmf"»  (  cos  9m + w«6  +  ^  sin  9m  +  mö) 
+rm4.i(p'»-^^l  (cöS9m+x  +(m+l)6'+tsin9w-|.i  -f  (^+1)6) 


+  ^  (  cos  »iö + isin  n6)^ 


Die  Summe,  welche  durch  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 
didriestellt  wird,  construire  man  nun  in  der  Ebene  der  complexen 
ZiUen  nach  den  früher  (§.  4.)  entwickelten  Regeln  der  Addition. 
Ihi  lefl^  zu  dem  Ende  von  dem  Anfangspunkte  A  der  Achse  der 
ndkn  iSahlen  eine  Linie  AB=zR  unter  einem  Winkel  =T  geeen 
fie  positive  Richj^g  dieser  Achse;  von  B  aus  eine  Linie 
tpj^rtme^  unter  eniem  Winkel  =fm-i-ni6  gegen  eine  durch  B 
Parallele  zu  der  positiven  Richtung  der  Achse  der  reellen 

Jen;  von  C  aus  eine  Linie  CD =rm-i-i (>"'-*- 1  unter  einem  Win 
kil=:9OT^  +(m-{-l)e,  u.  s.  w.  Gelangt  man  aul  diese  Weise  zuletzt 
n  einem  Punkte  m  der  Ebene,  so  ist  die  gerade  Linie  AM=Ri, 
Vdder  Winkel,  den  sie  mit  der   positiven  Richtung  der  Achse 
BiiMcUiesst,  =^1. 

Damit  nun  aber,  wie  verlangt  wird,  Jß|<jß  werde,  kann  man 
9^  die  Grössen  q  und  6  verfügen  wie^  folgt. 

Man  nehme  B  so,  dass  <pm+tne^T+n  wird,  folglich 

6=z  ^-»-^"y^....  (1) 
tn  y 

•0  wird  dadurch  erreicht,  dass  die  Linie  BC  auf  AB  f&Ilt,  und 
wiUt  man  ausserdem  e  so,  dass  rmf"'<'R>  folglich 

<•  wird  ausserdem  noch  der  Punkt   C  zwischen  A  und  B  auf 
^  Linie  AB  liegen.    Knüpft  man  nun  noch  q  an  die  Bedingung,. 

oass 

rm<»'">rm4-je"'"*"A+»'m+2P"*'*'*+'"*  +  ^'' 
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oder  aach>  wenn  man  mit  X  eine  positive  Zahl  bezeichnet,  die 
nicht  kleiner  ist  als  der  grusste  oer  positiven  F^ctoren  rwti-i, 
'  1'*m-l-2  9  ••••  his  1 : 

1  — (» 

welche  Bedingung  erfüllt  sein  wird,  wenn 

SO  wird  die  Summe  der  einzelnen  geraden  Linien,  aus  denen  der 
gebrochene  Zug  CD....  bis  M  zusammengesetzt  ist,  Ideiner  md 
als  die  gerade  Linie  BC;  folglich  um  so  mehr  die  gerade  LiideCV 
kleiner  als  die  eerade Linie ^C;  folglich  AM<AC+CM<:AC+CB> 
d.  i.  ^ABy  oaer  *~ 

wie  verlangt  wurde.    Die  Werthe  von  ^   und  $ ,  welche  dnrcfc  (l), 
^%  (3)   bestimmt  sind,  leisten  mitbin   der  gestellten  Fordemns 
enüge. 

* 

.      ^  7. 


TW 

i 


Die  beweisende  Kraft  des  vorstehenden  '  Beweises  berahet 
schliesslich,  wie  man  sieht,  in  dem  geometrischen  Lehrsätze : 

Dass   zwischen   zwei    Punkten   der   geradlinig;« 
Zug  kürzer  ist  als  jeder  aus  geraden  Linien  zu- 
sammengesetzte gebrochene  Zug; 
welchen   Lehrsa&s   vorauszusetzen   hiet  um  so  weniger  Bedenbn 

getragen  werden  konnte,  als  durch  die  vorausgeschiäten  Entwik- 
efamgen  die  ganze  Frage  überhaupt  schon  auf  das  Crebiet  der 
Geometrie  bioübergefQihrt  worden  war.  Will  man  indessen  den 
Beweis  mit  Umgehung  jeder  geometrischen  Voraussetzung  zu  Ende 
fahren,  so  kann  man  dazu  in  der  That  ganz  einfach  geningen,  in- 
dem man  einen  im  Geiste  der  analytischen  Geomeme  gefährteo 
Beweis  jenes  geometrischen  Lehrsatzes  dergestalt  in  die  obige 
Schlusskette  hineinwebt,  dass  dessen  wahre  geometrische  Bedeu- 
tung nicht  sichtbar  hervortritt 

Die  analytische  Geometrie  nämlich  drückt  die  Längen. gerader 
Linien  aus  durch  die  Coordinaten  ihrer  Endpunkte,  und  verftlrft 
man  demgemäss  in  Bezug  auf  die  geraden  Linien  AB=R  nod 
AM=:Riy  die  beide  im  Aiifangspunkte  der  Coordinaten  beginnen. 
80  hat  man  zunächst 

£  cos  r    und    R  sin  T 

als  rechtwinklige  Coordinaten  des  Endpunkts  B,  und  ebenso 

R^  cos  Ti    und    /2,  sin  Ti 
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als  rechtwinklige  Coordinaten  des  Endpunkts  M.  Zerlegt  man  nun 
die  oben  gefundene  Entwickeiung  von  Rj.{coHT^'{'ts\nTi)  \n 
ihren  reellen  und  ihren  rein  imaginären  Theii^  um  die  Relation 
aufzustellen,  welche  zwischen  den  so  eben  genannten  Coordinaten 
obwaltet,  sor  erhält  mao 

ÄiCOST^i: 

Äcösr4T«j»«^osf»-t«id+rj»+i^>"^lcos9^ 

jBj,sinri  = 

RAu  T-^Tw^^^hktfm^fne + ran- !(>*'•■  ^»«n  9m-i-i  +(m-fl)^+*  •  »^  »^  ne 
npd  daraus  endlich;  indem  man  quadrirt  und  addirt: 

«1= 

Jp^Wrmfrco^9wrVmß-^^2Rrm^lir^^  cos  tpm^  1  -K'M'l)^-  7+^ 

+(rpie«»co89»«+ji5'+r»4.i^»*-l  cos  9^^4-1  +(m+I)6 +  ....)* 


•f  (rflif*sinfm  +  "*^+n«+if*~*~l  sin^w+l  +(fli+l)d +....)* 

Damit  nun  £*  <i2  *  werde ,  hat  mao  hier  q  und  ß  bo  za  be- 
■BMO»  dass  das  dem  12*  unmittelbar  nachfolgende  Glied,  wel- 
ches die  medrinte  Potenz  von  ^  enthält,  negativ  werde,  ond 
snglctch  einen  Zdilwerth  erhalte,  der  grosser  ist  als  derZahiwerth 
der  Summe  aller  naehfolgendeD  Glieder.  Das  Erste  aber  wird  er- 
reicht, wenn  man  setzt 


eos 


^4.«ö-»'=-l,t«+iiiö-I'=«,<^=— ^-^-O*)- 


das  Zweite  aber,  wenn  man  setzt,  indem  ^  einen  Zahlwerth  be- 
nchnel,  der  nicht  kleiner  ist  als  der  Zahlwerth  des  absohit  grOss- 
ton  der  Cecflfeienten  der  nachfolgenden  Potenzen  von  p: 

1— p 
iweichc  BeA^nng  erfidlt  wird,  indem  man  annimmt 

'<ffe  ■•<^ 

Dieser  Beweis  ist,  wenn  man  seine  geometrkche  Grundlage 
Unireepfmmi,  weseotGdi  derselbe,  welcbeo  Cauchy  ^e^Aeu  bat. 
Jene  Granfflage  aber  wiift  auf  seine  Entstehung  erst  das  rechte 
Lkht,  und  me  an%edeckt  zu  haben  taSkUe  denwalb  Mfi  vi^g/dh 
Bches  Frtf  I miimf in  gewesen  sein. 
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1 


Nachschrift  des  Herausgeben. 


Mit  B«zug  auf  die  von  dem  Henv  Verfasser  des  vorhergchwi 
deo  Aufsatzes  auf  S.  226.  gemachte  Bemerkung  halte  ich  es  (fa 
zweckmässig  9  die  betreifende  Stelle  aus  den  CnittingiscIieD  gjMkt- 
ten  Anzeigen.  1831.  8t.  64.  S.  6S4.-S.  638.  hier  n&atlieilM,  nä 
diesei(  wichtige  Actenstück  in  dem  Archiv  aufzubewahren. 

yjler  Verf.  hat  diesen  hochwichtigen  Theil  der  Hadiematik*) 
seit  vielen  Jähren  aus  einem  verschiedenen  Gesichtspimkt  ;be 
trachtet  9  wobei  den  imaginären  Grossen  eben  so  gut  ein  G^cs- 
stand  untergelegt  werden  kann^  wie  den  negaüven:  es  hat  aber 
bisher  an  einer  Veranlassung  gefehlt ,  dieselbe  öffentlich  bestinuit 
auszusprechen  y  wenn  gleich  aufmerksame  Leser  die  Spuren  dam 
in  der  1799  erschienenen  Schrift  über  die  Gleichungen ,  und  in  der 
Preisschrift  über  die  Umbildung  der  Flächen  leicot  wiederfinde! 
werden.  In  der  gegenwärtigen  Abhandlung  sind  die  Gmndaigt 
davon  kurz  angegeben;  sie  bestehen  in  Folgendem. 

Positive  uncT  negative  Zahlen  können  nur  da  eine  Anwendong 
finden  y  wo  das  gczänite  ein  Entgegengesetztes  hat,  was  mit  ihn 
vereinigt  -gedacht  der  Vernichtung  gleich  zu  stellen  ist.  Genaa 
besehen  findet  diese  Voraussetzung  nur  da  Statt,  wo  nicht  Sub- 
stanzen (für  sich  denkbare  Gegenstände),  sondern  RelatioDOi 
zwischen  je  zweien  Gegenständen  das  gezählte  sind.  Postulirt 
wird  dabei,  dass  diese  Gegenstände  auf  eine  bestimmte  Art  Id 
eine  Reihe  geordnet  sind  z.  B.  A,  B,  C,  Z>....,  und  dass  die 
Relation  des  ^  zu  ^  als  der  Relation  des  ^  zu  C  u.  s.  w.  gleich 
betrachtet  werden  kann.  Hier  gehört  nun  zu  dem  Begriff  der  Ent- 
gegensetzung  nichts  weiter  als  der  Umtausch  der  Glieder  dir 
Relation,  so  dass  wenn  die  Relation  (oder  der  Uebergang)  von 
il  zu  JB  als  -|-1  gilt,  die  Relation  von  jB  zu  ^  durch  —1  darce 
stellt  werden  muss.  Insofern  als  eine  solche  Reihe  auf  beideD 
Seiten  unbegrenzt  ist,  repräsentirt  jede  reelle  ganze  Zahl  die  Re 
lation  eines  beliebig  als  Anfang  gewählten  Gliedes  zu  einem  be- 
stimmten Gliedc  der  Reihe. 

Sind  aber  die  Gegenstände  von  solcher  Art,  dass  sie  nicht 
in  Eine ,  wenn  gleich  unbegrenzte ,  Reihe  geordnet  werden  kunoen, 
sondern  sich  nur  in  Reihen  von  Reihen  ordnen  lassen,  oder  wai 
dasselbe  ist,,    bilden    sie  eine  Mannigfaltigkeit  von  zwei  Dimen- 
sionen;  verhält  es  sich  dann  mit  den  Relationen  einer  Reihe  so 
einer  andern  oder  den  Ucbergängen  aus  einer  in  die  andwe  ani 
eine  ähnliche  Weise  wie  vorhin  mit  den  Uebergangen  von  einen» 
Gliede  einer  Reihe  zu  einem  andern  Gliede  derselben  Reihe,  so  bedarf 
es  offenbar  zur  Abmessung  des  Ueberganges  von  einem  GEede  de# 
Systems  zu  einem  andern  ausser  den  vorigen  Einheiten  +1  und  —  B- 
noch  zweier  andern  unter  sich  auch  entgegengesetzten  4-*  vnd  — » 

"^^    Nämlich  ilic  Iiehre  von  ilcn  imaginämi  Grovtm. 
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OffeBbar  musB  aber  dabei  noch  poatulirt  werden ,  daaa  die  EinheH 
{allemal  den  üebergang  ton  einem  gegebenen  Gliede  einer  Reihe 
M  einem  beatimmteti  Gliede  der  unmittelbar  angrenzenden 
Reihe  beieichne.  Atif  diese  Weise  wird  also  das  System  auf 
eine  doppelte  Art  in  Reihen  von  Reihen  geordnet  werden  kOnnen. 

Der  nathematikei'  absträhirt  gänzlich  von  der  Beschaffenheit 
der  Gegenstände  und  dem  Inhalt  ihrer  Relationeti ;  er  hat  es  bloss 
mit  der  Abzahlung  und  Vergieichung  der  Relationen  unter  sich 
in  thnn:  Insofern  ist  er -eben  so,  wie  er  den^  durch  -\-l  und  —1 
beieichoeten  Relationen,  an  sich  betrachtet,  Gleichartigkeit  bei- 
legt, solche  auf  alle  vier  Elemente  -|-1,  ~1,  -^t*  and  ^»  zu  er- 
stedcen  befugt 

Zur  Anschauung  lassen  sich  diese  Verhältnisse  nur  durch  eine 
Oatatellunff  im  Räume  bringen,  und  deY  einfachste  Fall  ist,  wo 
kein  Gmna  vorhanden  ist,  die  Symbole  der  Gegenstände  anders 
ab  Ifliadratisch  anzuordnen,  indem  man  nämlich  eine  unbegrenzte 
Ebene  durch  zwei  Systeme  von  Parallellinien ,  die  einander  recht- 
wtiiklich  durchkreuzen,  in  Quadrate  vertheilt,  und  die  Dürch- 
ediDittspunkte  zu  den  Symbolen  wählt.  Jeder  solche  Punkt  A  hat 
hier  irier  Nachbaren,'  und  wenn  man  die  Relation  des  A  zu  einem 
benachbarten  Punkte  durch  -|- 1  bezeichnet,  so  ist  die  durch  —  1  zu 
beieicbnende  ton  selbst  bestimmt,  währetid  man,  welche  der  beiden 
andern  man  will,  für  -^-i  wählen,  oder  den  sich  auf -|- 1  beziehenden 
Ptonkt  nach  Gefallen  rechts  oder  links  nehmen  kann.  Dieser  Un- 
terechied zwischen  rechts  und  links  ist,  sobald  man  vonvärts und rück- 
wirte  i  n  der  Ebene,  und  oben  und  unten  in  Beziehung  auf  die  beiden 
BeMeo  der  Ebene  einmal  (nach  Gefallen)  festgesetzt  hat^  in  sich  TGlQg 
.i^fimmty  wenn  wir  gleich  unsere  Anschauung  dieses  Unterschiedes 
ndern  nur  durch  Nachweisüng  an  wirklich  vorhandenen  materiellen 
Dingen  mittheilen  kOnnen*).  Wenn  man  aber  auch  über  letzteres 
deh  entschlossen  hat,  sieht  man,  dass  es  doch  von  unserer  Will- 
kflhr  abhing,  welche  von  den  beiden  in  Einem  Punkte  sich  durch- 
krenaenden  Reihen  wir  als  Hauptreihe,  und  welche  Richtung  in 
flir  wir  als  auf  positive  Zahlen  sich  beziehend  ansehen  wolfien; 
man  sieht  ferner,  dass  wenn  man  die  vorher  als  -f  >  behandelte 
RelalioD  fSr  -|-1  nehmen  will,  man  nothwendig  die  vorher  durch 
«-1  bezeichnete  Relation  für  -|-t  nehmen  muss  Das  heisst  aber, 
in  der  Sprache  der  Mathematiker,  -^i  ist  mittlere  Proportional- 
grOsee  zwischen  -|-1  und  —1  oder  entpricht  dem  Zeichen  V'^i ; 
^r'  sagen  absichtlich  nicht  d  i  e  mittlere  ProportionalpOsse ,  denn 
— i  hat  offenbar  gleichen  Anspruch.  Hier  ist  also  die  Nachweis- 
terkeit  einer  anschaulichen  Efedeutung  von  y~^  vollkommen  ge- 
Nchtfertigt,  und  mehr  bedarf  es  nicht,  um  diese  GrCsse  in  das 
CMiiet  der  Gegenstände  der  Arithmetik  zuzulassen. 

Wir  haben  geglaubt,  den  Freunden  der  Mathematik  durch  diese 
kvse  Darstellung  der  Hauptmomente  einer  neuen  Theorie  der  soge- 


>)  Beide  Bemerkungen  hat  «chon  Kant  ffemaoht,  aber  man  begreift 
nicht,  wio  dieaer  acharfainniffe  Fhiloaoph  in  der  enteren  einen 
Beweia  für  seine  Meinung,  dasa  der  Raum  nur  Form  anaerer 
intaem  Anachanung  aei,  zu  finden  fflauben  konnte,  da  die  zweite 
•o  klar  daa  Gcgentticll,  and  dass  der  Raum  unabhängig  von  un- 
serer Anachanungsart  eine  reelle  Bedeutung  haben  mnss,'  beweiset 
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iiaiiDteiiunagiDSrenGTiUMieD  einen  Dienst  za  erweisen.  Hat  man  diesen 
Gegenstand  bisher  aus  einem  falschen  Gesichtspunkt  betraciitet 
und  eine  g^heimnissvolle  Dunicelheit  dabei  gefunden ,  so   ist  diek 

Sossentheds  den  wenig  schicklichen  Benennungen  zoziuichreibei. 
ätte  man  +1,  —l^^V^^  nicht  positive ^  n^ative,  imaginSie 
(oder  gar  unmögliche)  Einheit^  sondern  etwa  direm,  inrerse»  late- 
rale Einheit  genannt ,  so  hätte  von  einer  solchen  Dunkelheit  \aaaä 
die  Rede  sein  können.  Der  Verfl  hat  sich  vorbehalten,  den  Ge^ 
genstand ,  welcher  in  der  vorliegenden  Abhandhing  eigentUch  aar 
gelegentlich  berührt  ist,  künftig  vollständiger  zu  bearbeitest  we 
dann  auch  die  Frage ^  warum  die  Relationen  zwischen  Dingen,  die 
eine  Mannigfaltigkeit  von  mehr  als  zwei  Dimensionen  dwbleteei 
nicht  noch  andere  in  der  allgemßin^n  Arithmetik  zulässige  ArleB 
von  Grossen  liefern  können,  ihre  Beantwortung  finden  wircL^ 


Velber  das  Prineip  deslileiiisteii  Zwang« 

und  die  damit  zui^ammenliängrenden 

mecbaniscben  Principe. 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  ReuBchle 

tto  Cryiuiasiiun  zu  Stuttgart 


Im  vierten  Bande  des  Crelle'schen  Journals  8.  232*  stellt 
Gauss  ein  neues  allgemeines  Grundgesetz  der  Mechanik  aui^  wel- 
ches unter  obigem  Namen  (Principle  of  least  restraint)  in  einem 
englischen  Lehrbuch  (Earnshaw  Dynamics^  Cambridge  1839) 
unier  'die  dynamischen  Principe  eingereiht  worden  ist.  Soweit 
ich  die  Literatur  kenne,  ist  es  das  einzige ,  wo  es  aufgeführt  wird, 
übrigens  ohne  Beispiele,  dergleichen  auch  Gauss  nicht  gegeben 
hat.  Der  Zweck  dieser  Abhandlung  ist,  nach  einigen  historischen 
Bemerkungen  über  die  Behandhing  des  Princips  in  den  beiden  ge- 
nannten Schriften ,  dasselbe  zuerst  geradezu  an  ein  paar  möglicnst 
einfachen  Beispielen  zu  erproben,  es  sodann  der  aligemeinen  ana- 
lytischen Behandlung  zu  unterwerfen  und  so  in  seinem  Zusammen- 
hang mit  den  übrigen  Principen  der  Mechanik  nachzuweisen. 
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•  §1. 

Nach  dem  Ausdruck  den  ibm  sein  Urheber  gegeben  hat»  lau- 
tet das  Princip  so : 

.  9»Die  Bewegung  eines  Systems  materieller ,  auf  was  immer  fSr 
eine  Weise  mit  einander  verknüpfter  Punkte,  deren  Bewegungen  zu- 
gleich an  was  immer  iür  äussere  Beschränkungen  gebunden  /sind, 
geschieht  in  jedem  Augenblick  in  möglich  grOsster  Ueber- 
einstimmung  mit  der  freien  Bewegung  oder  unter  m5g- 
lieh  kleinstem  Zwange,  indem  als  Maass  des  Zwanges,  den 
das  ganze  System  in  iedem  Zeittheiichen  erleidet,  die  Summe  der 
Prowcte  aus  dem  Quadrate  der  Ablenkung  jedes  Punkts  yon 
seiner  freien  Bewegung  in  seine  Masse  betrachtet  wird/' 

Gauss  und  Earnshaw  beweisen  diesen  Satz  auf  verschie- 
dene Art  durch  Zurückführüng  auf  andere  mechanische  Principe« 

I.  Ersterer  leitet  ihn  aui  folgende  Weise  aus  dem  Dalember- 
tischen  Princip  in  Verbindung  mit  dem  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten ab.  Es  sei  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  für  irgend  einen  Punkt  des 
Systems  m  die  Masse,  A  sein  ort  zur  Zeit  t,  B  der  Ort,  den  er 
nach  einem  unendlich  kleinen  Zeitintervall  r  in  Folge  der  auf  ihn 
wirkenden  Kräfte  und  der  zur  Zeit  t  erlangten  Geschwindidceit 
einnehmen  würde,  wenn  er  vollkommen  frei  wäre,  C  der  wirkliche 
Ort,  der  zufolge  des  Systemverbandes  diesem  Z^eitinten^all  ent- 
spricht, endlich  D  irgend  ein  anderer,  dem  Systemverband  com- 
p^tibler  und,  versteht  sich,  den  Punkten  A  und  C  unendlich  naher 

Ort,  so  ist  2m*BC^  ein  Minimum,  wenn 

-^.SD*  — 2im.SC' >0. 

Ist  aber  6  der  Winkel  zwischen  CB  nnd  CD,  so  ist  in  dem 
Dreieck  BCD 

ä/>'=:BC^  +  C5* ^2ÄC.  CO.cosö, 

folglich 

aber  nach  dem  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  angewandt 
auf  das  Gleichgewicht  der  verlornen  Kräfte,  welches  durch  das 
Dalembertische  gefordert  wird,  ist: 

(b)....Sm.BC.CD.co8e=0, 
folglich 

Es  ist  nämlich  das  Product  m .  BÜ .  CD .  cos  ß  das  dem  ma- 
teriellen Punkt  m  zugehörige  virtuelle  Moment,  sofern  m.STl  als 
•eine  verlorne  Kraft  betrachtet  werden  darf.  Ueber  die  Berechti- 
gung hiezuj  so  wie  über  die  wesentliche  Homogeneität  der  Glei- 
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<;huug  (a)  fainsicbtlicb  des   UnendlichkleiDeD    Urlaube  ich  mir  in 
dem  Gaussiscben  Beweise  folgende  BemerkuDgen  hinzuzufftgeB. 

Das  Product  m.BC  ist  zuäebst  das  Promict  aus  der  Hane 
in  einen  dem  unendlicbkleinen  Zeittbeilcben  t  entsprechenden  RaM 
^der  Weg;  man  kann  denselben  aber  an  die  Stelle  der  der  Zdt* 
einheit  entsprechenden  Beschleuni^ng^  oder  wenn  di^se  p  fOB 
Zeit  fisi,  ipr^  für  p  setzen  ^  sofern  dann  blos  ir*  als  gemeis- 
scbaftlicber  Factor  Vor  das  Stimmenzeichen  in  (6^  tritt.  ])eim  pb- 
schon  die  in  obigem  Ausdruck  des  Princtps  Yorkommenden  ^  nr 
Zeit  t  erlangten  Geschwindigkeiten  v  Räume  liefern  tön  dto  Foni 
tt,  welche  also  nicht  daä  Quadrat  Ton  r  enthalten  würden ,  so  did 
doch  in  der  That  die  verlornen  Kräfte  oder  die  dafiSr  snbstitdikt- 
reo  Räume  BC  von  jenen  Geschwindigkeiten  t  lüiabhänffig,  wif 
durch  die  Nachweisung  der  verlornen  Kraft  in  SC  flbemftnpt  a^ 
hellen  wird.  Sei  zu  dem  Behuf  (Taf.  IV.  Fig.  %),  aüsgebc^nd  Ton  im 
der  Zeit  t  entsprechenden  Ort  A ,  AE  der  im  ZeittheilcblHD  t  m* 
folge  der  erlangten  Geschwindigkeit,  AF  der  in  demselben  ZrifilH 
tervall  zufolge  der  neuhinzutretenden  Kraft  durchlaufene  ftan^ 
während  AC^  wie  oben,  den  wirklichen  Weg  bedeutet i  so  stdtt» 
wenn  man  AEC  zum  Parallelogramm  ergänzt,  £C=AG  die  wA" 
same,  und  wenn  man  AGF  ergänzt,  FG  =  AH  die  terlome  Ccm- 
posante  der  beschleunigenden  Kraft  AF,  endlich  die  Diaeonle 
AB  in  dem  Parallelogramm  auiä  AE  und  AF  den  im  ZeittbedchA 
r  frei  durchlaufenen  Raum  vor.  Diess  ist  aber  zuffleich  di0  Dingo- 
nale  in  dem  Parallelogramm  aus  A  C  und  AH,  una  daher  die  Ab- 
lenkung BC  von  der  freien  Bewegung  parallel  und  eleich  der  ter- 
lornen  Kraft  AB,  woraus  bereits  erhellt,  dass  BCTy^ie  AF  eine 
Grösse  von  der  Form  ipt^  ist.  Noch  unmittelbarer  aber  zeigt  sich 
die  Unabhängigkeit  der  Grösse  .SC  oder  AH  von  der  zur  l&eit  t 
erlangten  Geschwindio;keit  so:  ist  ^C  der  ^C  gleich  und  entge 
gengesetzt,  so  ist  AH  Resultante  aus  AB  und  ÄC;  zerlegt  mas 
aber  diese  beiden  in  ihre  Composanten  zurück^  welche  fiSt  jene 
AE  und  AF,  für  diese  AE'  una  AG'  sind,  d.  h.  die  der  AJEijaA 
AG  gleichen  und  direct  entgegengesetzten  Grössen,  so  heben  sidi 
somit  AE  und  AE'  als  Composanten  von    AH  auf.   —    Da  mm 

BC=\pT^,  so  ist  allerdings -Jm. SC.  CD.cosS  =it^^mp.  CBcoiB 
nach  den  citirten  Principen  null;  aber  da  sich  BC  zugleich  als  do 
Unendlichkleines  der  zweiten  Ordnung  herausstellt,  so  müssen 
auch  BD  und  CD  als  solche  sich  erweisen,  damit  (a)  homogeo 
sei,  weil  sonst  das  in  der  Gleichung  (b)  enthaltene  Glied  als  ein 
Unendlichkleines  höherer  Ordnung  aus  (a)  wegfiele,  unabhängig 
vom  Princip  der  virtuellen  Geschwmdigkeiten.  ES  ist  aber  J9  ein 
mit  C  gleichartiger  Punkt  und  es  lässt  sich  für  ihn  die  vorige 
Construction  wiederholen,  indem  man  überall  D  an  die  Stelle  voa 
C  setzt  und,  ausgehend  von  A,  die  gegebene  Anfangsgeschwiii' 
digkeit  AE  eben  so  bei  AD,  wie  hei  ÄC,  concurriren,  aber  irgend 
eine  andere  beschleunigende  Kraft,  anstatt  AF,  hinzutreten  iSsst; 
hiedurch  zeigt  sich  BjD  als  eine  Grösse  von  der  Form  ip't^,  vre 
p'  eine  willkührlich  andere,  nur  den  Bedingungen  des  Systems 
entsprechende  Beschleunigung  ist,  die  m  von  B  aus  anstatt  naiA 
C,  in  demselben  Zeittbeilcben  r  nach  D  führen  würde,  und  aUdann 
ist  auch  CD,  als  Resultante  aus  CB  und  BD,  eine  Grösse  von 
derselben  Form,  nämlich,  wenn  X  der  im  Dreieck  BCD  der  CD 

gegenüberliegende  Winkel  ist,  CS*=:Jt*  (p^+p'^—^pp'easX). 
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II.  Eine  andere  Beweisart  Tersucht  Earnshaw,  indem  er 
mit  dem  Dalembertischen  Princip  die  statischen  und  dynamischen 
Eigenschaften  des  Schwerpunkts  verbindet,  durch  eine  mechanische 
Construction ,  der  übrigens  ich  wenigstens  nicht  die  gehurige.  Evi- 
densy  Vollziehbarkeit  in  der  Anschauung  ^  zuschreiben  kann^  wel- 
che sich  aber  auch  umgehen  iässt  Ausgehend  davon,  dass  in  der 
Richtung  BC  die  Resultante  der  verlornen^  oder  wie  er  sich  pas- 
soDd  ausdrückt 9.  der  Zwangskräfte  (Forces  of  restraint,  restraining 

ß'essures),  auf  m  wirkte  mithin  BC  der  llaum  ist,  um  den  die 
esultante  das  Theilchen  m  in  der  unendlichkleinen  Zeit  t  ablenkt: 
so'  denke  man  sich  jetzt  sämmtliche  materiellen  Punkte  des  Sy- 
stems ihrem  Verbände  entnommen,  in  freiem  Zustande  an  irgend 
einem  Punkt  ß  des  Raums  vereinigt  und  hier  zumal  von,  den  resp. 
Zwangskräften  deichen,  Drucken  in  deren  Richtungen  getrieben, 
so  wird  sich  jeaes  Theilchen  m  von  ß  nach  einem  Punkte  y  bewe- 
gen, so  däas  ßy  gleich  und  parallel  BC  ist.  Da  nun  die  Zwangs 
Kräfte  von  der  Art  sind,  dass  sie  Gleichgewicht  an  dem  SystenT 
hervorbringen,  gemäss  dem  Dalembertischen  Princip,  so  können 
sie  keinen  Einfluss  auf  die  Bewegung  des  Schwerpunkts  haben, 
gemäss  dem  Princip  der  Erhaltung  des  Schwerpunkts,  es  bleibt 
mithin  noch  der  Schwerpunkt  der  Theilchen  m,  wenn  sie  in  den 
Punkten  y  sich  befinden.    Nach   einer  bekannten  Eigenschaft  des 

Schwerpunkts  aber  ist  J^/^,  folglich  auch  2mB(f  ein  Minimum, 
d.  h.  der  Werth  dieser  Grosse  ist  kleiner,  als  wenn  die  Zwangs- 
kräfte kein  Gleichgewicht  hervorbrächten,  wie  sie  es  nach  dem 
Dalembertischen  Princip  sollen. 

So  scharfsinnig  und  wirklich  in  der  Natur  der  Sache  gegrün- 
det nun  die  Zuziehung  dieses  Satzes  vom  Schwerpunkt  ist,  dass 
die  Summe  der  Procfucte  aus  jeder  Masse  in  das  Quadrat  ihrer 
Entfernung  vom  Schwerpunkt  ein  Minimum  sei:  so  sehr  scheint 
mir  durch  die  Art,  wie  der  Satz  von  der  Erhaltung  des  Schwer- 
punkts in  Anwendung  gebracht  wird^  der  mechanischen  Anschauung 
Zwang  angethan  zu  werden.  Denn  so  sehr  die  Forderung  an  die 
mathematische  Abstraction  zuzugestehen  ist,  sich  eine  beliebige 
Masse  in -einem  Punkt,  und  desgleichen  in  einer  Linie,  Fläche, 
vereinigt,  concentrirt  zu  denken,  so  unnatürlich,  ja  wie  eine  con- 
tradictio  in  adjecto,  koihmt  mir  die  Forderung  vor,  mehrere  ein- 
zelne materielle  Punkte  (oder  in  Punkten  concentrirt  gedachte  Mas- 
sen) in  freiem  Zustande,  unverbunden,  so  dass  jeder  für  sich  sich 
bewegen  kann,  als  in  einem  Punkt  vereinigt  sich  zu  denken,  viel- 
mehr bilden  mehrere  materielle  Punkte  dieser  Art  ein  System, 
und  es  müsste  daher  erst  bewiesen  werden,  dass  ß  der  Schwer- 
punkt dieses  Systems  ist,  ehe  sich  begreifen  lasst,  dass  er  es 
bleibt.  Dass  nun  aber  ß  wirklich  der  Schwerpunkt  der  in  den 
Punkten  /  befindlichen  materiellen  Punkte  ist,  folgt  aus  einem  rein 
statischen  Satze,  den  Lagrange  in  der  analytischen  Mechanik,  im 
5ten  Abschnitt  der  Statik  (T.  1. pag.  107),  als  von  Leibnit  z  aufge- 
gestelit,  anführt  und  aus  seinen  Formeln  herleitet.  Der  Satz  be- 
steht darin,  dass,  wenn  mehrere  Kräfte  an  einem  Punkt  sich 
Gleichgewicht  halten,  und  von  diesem  Punkt  aus  Linien  gezogen 
werden ,  die  nach  Grosse  und  Richtung  jene  Kräfte  vorstellen,  der  i 
betreffende  Punkt  der  Schwerpunkt  eben  so  vieler  (als  Kräfte  vor- 
handen sind),  in  den  Endpunkten  jener  Linien  angebrachter,  glei- 
cher Massen  sei;  und  man  kann  ihn  dahin  erweitern:  wenn  man 

Thcil  VI.  16 
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jede  der  statischen  Knifte  P,  die  vlu  einem  Punkt  sich  Gielch»- 
wicht  halten,  durch  ein  Product  mp  vorstellt,  wovon  der  eine  Vwam 
m  als  eine  Masse,  der  andere  p  als  eine  Beschleunigang,^  od« 
als  ein  in  einer  gewissen  Zeit  durchlaufener  Weg  betrachtet -ww* 
den  kann ,  so  ist  jener  Punkt  der  Schwerpunkt  der  in  den  Etttte* 
nungen  p  von  ihm  angebrachten  Massen  m,  jene  Entfetnui^^  n 
Ricntung  der  gegebenen  &äfte  genommen ;  und  dann  ist  nach  einoi 
zweiten  statischen  Satze,  dem  von  Earnshaw  citirten,  JStoip*  «■ 
Minimum.  Indem  ich  den  Beweis  des  so  gestellten  Satzes,  sowii' 
des  letzt  erwähnten,  in  die  Berichtigung  des  englischen  Bewcim 
Air  unser  Princip  einflechte>  besteht  dieser  nunmehr  aus  folgeBNl« 
Momenten : 

1)  Dem  Princip  der  Erhaltung  des  Schwerpunkts  zufolge  kfe- 
nen  die  Zwangskräne,  die  an  dem  System  vermOge  des Dalenibir' 
tischen  Princips  sich  Gleichgewicht  halten,  keinen  Einfluss  Mkf  dh 
Bewegung  des  Schwerpunkts  haben,  sondern  müssen  sich  an  iamr 
selben,  mithin  überhaupt  an  einem  Punkt ^  des  Raums  Gleichgf 
wicht  halten*).  Setzt  man  daher,  wie  in  Nro.  1.  J?C=/9)'=1jm*. 
und  sind  a,  b,  c  die  Winkel  der  Linie  fiy  mit  drei  rechtwinkugn 
Axen  der  ;r,  y,  z,  so  drücken  die  Gleichungen 

(a)    ^Smp  cos  a=0  9  ^mp  cos  b=0,  ^mp  cos  c=0 

das  Gleichgewicht  der  Zwangskräfte  m.BC  am  Punkte  ß  ans. 

2)  Sind  alsdann  £,  ^,  ^  die  Coordinaten  des  Punkts  ß^xoA 
X9  y,  z  die  irgend  eines  der  Punkte  r,  so  ist 

und 

C0Sa=-; 1,    COSÄ  =  Ä ^,    COSC:=r r-; 

ipr*  4/>t'  i^t^  ' 

aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  (a)  wird  daher: 

(fi)    -S»i(ar-S)=:0,   2>ii(y~^)=0,  JSm(z'-i)=0, 
und  diese  geben 

biliar       -^^2Sl    r-^^^mtfL 

wonach  der  Punkt  /?,  dessen  Coordinaten  £,  ^,  ^  sind,  der  Schwer- 

Eunkt  der  materiellen  Punkte  m  ist,  deren  Coordinaten  x^  y,  z,  d. 
.  der  in  den  Punkten  y  befindlichen  Massen  m""*)* 


*)  Oder  einfieicher :  Da  die  Zwangakräfte  nach  dem  Dalembertiachai 
Princip  an  dem  gegebenen  System  Gleichgewicht  hervorbringen ,  so  müt- 
■en  sie  inabesondere  die  fortschreitende  Bewegung  dea  Schwerpunkts  auf- 
heben, mithin  an  einem  Punkt  sich  Gleichgewicht  halten. 
**)  Pb  man  nun,  anstatt  mp=:Py  m'p'^rzP'  u. a.w.  zu  setzen,  auch 
setzen  kann:  Ft=mq^  P'  =  m9^^.,  d.  h.  alle  diese  Massen  als  eleich  an- 
nehmen, so  erhält  man,  wenn  n  die  Anzahl  derselben  (oder  der  Kräfte  P): 

^=^2x,   i7=-i-Sy,  i^-^t, 

n  n  n 

'  welcher  Form  Lagranee  am  citirtea  Ort  diese  Resultate  tierleitet,  als 
.'<  «druck  des  Leibnitaiseheo  Satzes. 
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'  '3)    Db  tUa  arsten  Theile  der  tileichnngen  (ß)  die  partiellen 
jjbfeltiiBg&ii  nach   £,   >i,  i  von  der  FunctioD  ^JEWip'Biod,  mit  ent- 

«imgMebtem  Zeichen  genommen,  und  da  die  zweiten,  nSntlich 
I  ilBeii,  wo  sweimal  nach  der  nSmlichen  Variable  differenzirt 
ItMi  «Inmtllch  auf  dte  wesentlich  positive  GrffSBe  Sm,  die  andern, 
Im  "Meli  Bwe)  Terechiedenen  Variabein  differensirt  nird,  sSmintiicB 
•rf'HnlTslch  rednciren:  so  sind  alle  Bedingungen  ereilt,  welche 
Vtjt^ Anictton ,  mithin  Jm.lSC',  za  einem  Minimum  machen  in 
pMkhiuig  anf  t,  tj,  {;,  d.  h.  kleiner,  al»  wenn  f,  tj,  ^  nicht  die 
Ml  Schwerpunkt  entsprechenden  Werthe  hätten ,  mithin  kleiner, 
Üb  wenn  die  Zn aiigülirfille  m.  BC  nicht  an  einem  Punkt,  also  auch 
nebt  an  dem  S^^tfiti  sich  Gl  eich  gen' i  cht  hielten*). 

III,  Versleichun  wir  nun  die  beiden  Beweise,  so  gehen  l»eide 
nmeinsc'han:lich  vuu  dem  Fundanientalurincip  der  Dynamik,  dem 
bleicbgcn  ichl  der  ZitangskrSfle  aus,  unterscheiden  sich  aber  darin, 
daBs  der   Gauüsisuhe   diese»  Gleichgewicht  mittelst   der  allge- 

itteinsten  ßedini>iiiig  des  Gleichwichts  in  AnweDdune  bringt ,  die 
b  dem  V^r-chivinden  der  virtuellen  Momente  besteht,  der  von 
Bkrnsbaw  dagegen  mittelst  einer  jmrtiellen  Bedingung,  welche 
Maa  dieAufliebung  der  fortschreitenden  Bewegung  zur  Folge  hat 
So  hinig  und  zierlich  nun  hier  die  Beziehung  unseres  Minimums 
■  4nn;^igen,  welches  der  Schwerpunkt  darbietet,  erscheint,  so 
htc^MT  Beweis  doch  keineswegs  allgemein  und  passt  zunächst 
Ulw  Ulf  freie  Systeme,  wo  die  Zwangskrüfte  die  Bedingung  erf^l- 
ka müssen,  an  einem  Punkt  sich  Gleichgewicht  zu  halten,  was 
-  nidt  mehr  der  Fall  ist,  wenn  das  System  einen  fixen  Punkt  oder 
«tot  fixe  Axe  enthält;  so  dass,  sollte  sich  überhaupt  in  allen  Fül- 
In  Sm.BC^  auf  ^mrl  (wo  r^  die  Entfernung  der  Masse  vom 
Sekwerpuakt)  zurückführen  lassen,  diess  in  den  genannten  Ffil- 
In  hesonders,  oder  allgemein,  geschehen  müsste,  dünn  aber 
WU  nur  mittelst  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindlgkei- 
tn  geschehen  kiinnte.  Hiernach  kann  man  behaupten,  dass 
der  englische  Bevrei«  bloss  die  Nachweisung  des  Princips  an 
ciwm,  obwohl  viele  Fülle  unter  sich  begreifenden  Beispiele 
iit,   dergleichen    wir  in    §.  2.    an   einem    andern    Beispiele    uU- 


*)  Man  kann  die«en  Satz  vom  Schwerpunkt,  Aat»,  wenn  r^  dieDIatani 
^bm  der  niBtcricIlen  Punlitc   m  vum  Schwcrpünlit.   ^mrf,   ein   Minimnln 
wi)  aneh    oline    DifTerensialreclintuig   «o    ic 
r>=v  —  «.   Zg=^i  —  ^   die    Coordinalen    vo 

alM   r!  =  3c|+yJ  +  «J,    ebemo    r»=x«+j'' 


llt^Ich,    wegen 

m  anch  ier  Coordiaatautnpnmg  uin  mag. 
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gemeloerer  Art  zeigen  werden,  dass  aber  der  aUgemein«  1 
mit  Gauss  durch  die  allgemeine  Formel  der  Dynamik^  die  Ver- 
bindung des  Dalembertischen  Princips  mit  dem  der  virtuellen  G^ 
tfchwindigkeiten ,  geführt  werden  muss.  Dann  nur  ist  das  Piiadf 
des  kleinsten  Zwangs  auch  hinsichtlich  seiner  Folgen  allgemcb 
aufgestellt,  so  dass  es  gleicherweise  der  Herleitnnff  sämmtliite 
Bewegungsgleichungen  eines  gegebenen  Systems  lu  Grunde  K^>^ 
werden  kann  ^  wie  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeifou  u 
seiner  Anwendung  auf  das  Gleichgewicht  der  verlornen  KrSfte; 
denn  aus  dem  Gaussischen  Beweise  erhellt  nnmittelbar,  dass  i 
umgekehrt  vom  Princip  des  kleinsten  Zwangs  zu  jener  allgeoiei 
Formel  der  Dynamik  gelangt. 

Wie  man  vermöge  des  Dalembertischen  Satzes  aus  jeder  dy- 
namischen Formel  eine  statische  ableiten  kann  und  umgekehrt»  flo 
ist  nach  Gauss  das  Gleichgewicht  nur  ein  besonderer  Fall  dei 
allgemeinen  Gesetzes,  indem  dann  bloss  die  Punkte  A  selbst,  ab 
der  Gleichgewichtslage  entsprechend,  an  die  Stelle  der  PanUba  C 

treten,  und\^m.WÄ*  ein  Minimum  ist.  Diess  heisst  in  der  Tlnt 
soviel  als :  in  der  allgemeinen  Formel  der  Dynamik  alles,  was  sick 
auf  die  wirkliche  Bewegung,  zur  Zeit  t  bezieht.  Null  setzen,  im 
Falle  die  am  System  wirkenden  Kräfte  selbst  sich  GleichsewicU 
halten;  übrigens  lässt  sich  auch  der  Beweis  ganz  auf  dieselbe 
Weise  führen,  denn  entspricht  D  einer  virtuellen  Lage  des  mate- 
riellen Punkts  m ,  so  dass  AD  mit  AB  in  Bezug  aiuT  die  GrSsie 
sieichartig  ist,  so  liefert  das  Dreieck  BAD,  wie  zuvor  BCD,  die 
der  (a)  ähnliche  Relation 

(c)  :5Vii.(ÄS*~53*)==-^Z&'~2-2>iiS3.JS.cosy, 

indem  w  der  Winkel  zwischen  der  Richtung  der  freien  Beweguog 
AB  Öfter  der  der  Kraft  und  zwischen  dem  virtuellen  Weg  AD, 
und  mit 

^mBA.  AD. cos  fp=0 
redneirt  sich 

2mSW^2mBA^ 

auf  die  wesentlich  positive  Grosse 


2mAD  . 

Auch  hier  ist  alsdann,  was  bereits  durch  die  Forderung  angeden- 
tet  ist,  dass  AD  der  Grösse  nach  gleichartig  mit  Aß  sein  soll^ 
zu  bemerken,  dass,  da,  wenn  wiederum  n  die  an  m  wirksame  be- 
schleunigende Kraft  ist  und  r  das  unenolich  kleine  Zeitintervail , 
AB=i\pt^  ist,  auch  der  virtuelle  Weg  AD  ein  Unendlichkleines 
zweiter  Ordnung  in  Beziehung  auf  r  sein  muss ;  was  sich  in  der 
That  auch  dadurch  rechtfertigt,  dass  die  Grössen  AD  als  die  im 
Zeitintervall  r  durchlaufenen  Wege  zu  denken  sind ,  wenn  andere 
beschleunigende  Kräfte  q  an  die  Stelle  der  in  den  Punkten  A  sich 
Gleichgewicht  haltenden  Kräfte  p  treten.  Man  vergl.  übrigens 
§.  2.  ni.  u.  §.  3.  I. 
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§.  2. 


'hl'  Wir  fMrüfen  nun  das  Princip  des   kleiiisteu   Zwangs  direct  au 

AI  der  «nnfachsten  Beispiele,  sowohl  von  Bewegung «  als  von 
gemcht. 
L    Um  fttr  die  Bewegung  eines  Systems  den  möglichst  ein- 
iuk  FaJl  zu  nehmen  9  so  wird  dazu  namentlich  erfordert ,  dass 
nsdlcbe  Punkte  AyB,  C,D,E  fiir  jeden  der  materiellen  Punkte 
'At  Dämliche  Gerade  fallen;  wir  nehmen  daher  zwei  ungleiche 
HMD  m»  m'  an  den   Enden   eines   um  eine  eewichtlose  Rolle 
ylwiden,  gewicbtlosen,    absolut  biegsamen  und  unausdehnbaren 
jiiDg  an  und  legen  die  Anordnung  der  Punkte  ABCDE  für  die 
m  und  der  entsprechenden  A'B'ÜD'E'  für  die  Masse  m' 
TaC  IV.  Fig.  3.)  zu  Grunde:    so  sind  nach  der  Natur^  des 
11^1  ijl^  Abstände  der  übrigen  Punkte  von  E  auf  der  einen» 
!;  y^B  if  auf  der  andern  Seite  ,  gleich  und  haben  entgegenge* 
m  SToDy  ausgenommen  ES  und  EB'^  die  beide  dem  Sinn  der 
entsprechen.    Nun  ist  hiernach: 

Vü^^'ES-isc,  sn^z=EE+Ec, 

^^=lEE-'EC'-cI),         WiP=eb+ec+7Jd, 


Wy^'mT^lJB'-^.cB.(EE^EC\ 
WD^^WÜ^^TD\'l.cn.(EB+EÜ), 

H|^  dib  Grosse 


Ä(S55-ÄCV(«+'»')-  CX>*+2(m+m')-  CD.E  C-2{m-m')  CD.EB 
=  (m+mO  jr2JV2.T!B.ÖBÜ-2^-lSB)j 

Ist  aber,  wie  gewöhnlich,  g  die  Beschleunigung  der  Schwere 
lad  t  ein  Zeitiniervall ,  das  in  unserm  Fall,  mit  allen  vorhergehen- 
^  Linien ,  eine  beliebige  endliche  Grösse  hab^n  darf,  so  ist 


m^m 


■itUi 


ni— m 


«d  folgUch 

n«auch  die  willkührliche  Linie   CD  sein  mag,  wofern  sie  nur 
''>  Richümg  des  Fadens  genommen  wird,  und  somit 
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ein  Minimum. 

Führt  man  die  Werthe  von  EB,  EC  in  den  Aiudnick  «j 

welcher  ein  Minimum  sein  soll,  so  hat  man«   iDdem  man 
=  /u  macht 


77>r — 


ÄC=l(l-M).yT%     Ä^=4(l+M)^r«, 


dJ 


folgiich 


.  '>' 


-»«.5C?=(m(l-/ii)«+iii'(l+/i)«)^, 

»  , 
und  man  geht  hiervon  offenbar  zu  2m.JBB^  Aber,  faiclrai  ■! 
i»^  eine  andere  Beschleunigung  (/*+<^)^  substituirt,  ^e  eh 
dem  Faden  entbmg  wirkte  wo  a  eipe  wiilkührliche,  podltiYe. 
negative 9  Grosse  ist,  woraus  man 

d.  h.  J^.CD^  erhält,  indem  eben  CD  =  lagt*.  Hieraiifl  «Acfeik 
aber  auch,  dass  man,  Behufs  der  Nachweisung  des  Minhnoi*! 
durch  Differenzialrechnuug,  in  Beziehung  auf  /*  zu  differente 
hat,  und  da  die  zwei  ersten  Ableitungen  obiger  Grösse  nach  fk 

(-wi(l-iit)+wi'(l+ia))Ä^und  (m+»')^ 

sind,  wovon  die  erste  vermöge  des  Werths  von  f§  identisd^  bA 
die  zweite  wesentlich  positiv  ist,  so  ist  auch  von  dieser  Seite  dtf 
Mininuun.  bestätigt. 

Will  man  endlich  das  Princip  dazu  anwenden,  die  Beschlefui* 

fung  an  dem  System  erst  zu  finden,  so  seien  Zyzf  die  AbstiiMk 
er  Punkte  ^,Jl',  zur  Zeit  f,  vom  horizontalen  Thirchiiieetser  der 
Rolle,  also,  weil  überhaupt  die  Bedingung  des  Systems  .f^=^^-'^ 
ist,  entsprechend  dem  Zeitintervall  r. 


£C=~- 


dt' 


folglich 


rf*X    t^ 


d^Z. 


mithin  die  Grosse,  die  ein  Minimum  sein  soll: 


.j„,(.,_g).+„,(,+^,j^+ 
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Ihre  erste  Ableitung  nach  der  wirklichen  Beschleunigung  -7-|   ge- 
nommen,  wie  zuvor,  giebt  zunächst: 

j-««(Äf-g)  +  »»' (//+g)}-J+-..=0, 

woraus,  da  diese  Gleichung  unabhängig  von  der  Grösse  des  Zeit- 
intervalls r  gelten  muss : 

folgt,  mithin 

pa  sofort  --^=0,  und  desgleichen  alle  folgenden  Zeitableitungen, 

ßQ  reduciren  sich  obige  AüsdrQcke  auf  ihre  ersten  Glieder  und  die 

zw^eite  Ableitung  (m-|-m')  ^  zeigt,  als  wesentlich  positiv,  ein  Mi- 

pimum.an. 

II.    Das   Princip   findet  übrigens   auch  seine  Anwendung  auf 

einen  einzigen  materiellen  Punkt;  auch  hier  ist  m.B(f,  mithin, 
abgesehen  vom  Zeichen,  BC  selbst  ein  Minimum.  Diess  erhallt 
bei  der  freien  Bewegung  von  selbst,  wo  jBC=0,  bei  der  gezwun- 
genen aber  weist  es  sich  aUgraiein  auf  eine  sehr  einfache  Weise 
nach ;  bei  der  Bewegung  eines  Punkts  auf  einer  schiefen  Ebene  unter 
dem  Einfluss  der  Schwere  z.  B.  ist,  nach  der  unmittelbaren  gieome- 
trischen  Construction  (Taf.  lY ,  Flg.  4.)  B  C  normal  zur  schiefen  Ebene, 
mithin  die  kürzeste  Liinie  von  B  nach  derselben,  und  zwar  für 
beliebige  endliche  Wege  oder  ein  endliches  Zeitintervall  r.    Diess 

f'ilt  aber  offenbar  vod  Jeder  Bewegung  dieser  Art,  was  auch  die 
lache  oder  Curve  sein  mag,  an  welphe  die  Bewegung  des  Punkts 
gebunden  ist  und  was  für  Kräfte  dabei  im  Spiel  sein  mögen,  wofern 
iu  Allgemeinen  das  Zeitipt6rvaii  unendlich  Klein  genommen  wird; 
denn  me  verlorne  Kraft  ist  hier  immer  ein  Normaldruck  auf  jene 
Curve  oder  Fläche,  also  BC  normal,  mithin  die  kürzeste  Linie 
von  B  aus  zu  derselben ,  lauf  der  ja  auch  die  compatibeln  Punkte 
D  liegen  müssen. 

Um  auch  hier  in  dem  einfachsten  Beispiel  dieser  Art,  wo 
nämlich  der  vorgeschriebene  Weg  gerad^nig  ist,  die  Differenzial- 
gleichung  des  Minimums  zur  Auffindung  der  Beschleunigung^  anzu- 
wenden, so  seien  x^y  die  Coordinaten  des  Punkts  in  Beziehung 
auf  zwei  fechtwinklige  Axen ,  die  der  positiven  v  im  SiiHie  der 
Schwere  genommen ,  «nd  s  der  auf  der  ^schiefen  Ej»ene  zur  Zeit  i 
durchlaufene  Weg,  also  wenn  a  der  Winkel  der  schiefen  Eb^me 
mit  der  Richtaog  der  Schwere  ist,  or^fsino,  y=:^sco8a. 
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häDgig  von  t  verschwindeD  muss. 


woraus  durch  DifferenziatioD  nach  -j^^,    weil   die  Ableitung  unali- 


^sin2a-(.^--^cosa)cosa=0. 


d.  h. 


folgt  y  und  die  zweite  Ableitung  reducirt  sich ,  weil  die  hohem  Ab- 
leitungen von  Sy  mithin  auch  von  x,  y  nach  .t  vetschwindeo,  uf 
die  positive  Grösse 


r* 


(  sin  ^a  +  oos  »a) -j- • 

III.    Was  nun  das  Gleichgewicht  betrifft^  für   welches  h» 
Princip  des  kleinsten  Zwangs  2m. AB*  als  Minimum,  mithin 

festsetzt,  so  hat  man  im  ersten  unserer  Beispiele  (Taf.  lY.  Fig.3.)f 
indem  man,  um  die  Figur  nicht  ändern  zu  müssen,  E,Ef  amMt 
Ay  A!  als  die  Gleichgewichtsplätze  betrachtet,. 

1Se=WW,  ED=Wd^\ 

folglich 

=  (TO+TO').^5^-2(m-m').TBB-£B; 
aber  beim  Gleichgewicht  ist  m=^m'\  folglich 

Zu  einem  zweiten  Beispiel  diene  ein  Hebel  (Fig.IV.Taf.5.),  wo  M 
den  Lagen  A,A'  zwei  Massen  m^m!  an  deti  Armen  a,a'  sich  61eicl> 
gewicht  halten,  wofür  die  Bedingung  ma^im'a!  ist.    Nun  ist  wi^ 

derum  AB^=^A*B\  femer,  wenn  B  der  Drehungswinkel*  des  Hebel 
aus  der  Lage  AA  in  die  Lage  DD'  ist, 

^l>=2asinjd,    ^'l>'  =  2o'sinie', 
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mithin,  da  in  den  DreieAtaBAD,  B'A'D'  die  Winkel  an  A 
und  A'  resp.  18  und  180°  — 46  sind^ 

SS*=Zg^,+4a^aiBai6-2<«.ZB.ßin6,  , 
folglich 

Ät(Äö''-Ä3*)=JiM.Z5'-2(jwt-i«'oOi.35.«iD6, 

•  '■.".  I 

l  ■  ^ 

w^  das  zweite  Glied  aufolge  der  Gleiohgewjehtdhedingnng  yerschwin- 
dcty  das  ersteh  aber,  indeAi  man  die  Xänge  des  ganzen  Heltiels  mit 
l.,  das  gemeinschaftliche  Drehungsmoment  ipit  ^t  bezeichnet, 

•     Ji».2S*=4(i?»oMrf,i»Va)8io?i6=4iu/siaa4d  : 
Wird,  mithin 

In  beiden  Beispielen  Ut  AB=A'ß'=igti,  also  die  Minl- 
mmnsgrSss^    -  ,  . 


'   ■  ■   ■   *  t      ■   ^* 


WO  sich  zunächst  nicht  9,bsehen  lässt,  wie  und  nach,  was  sie  dtffe- 
renzirt  werden  sollte,  um  auf  diesem  \y<^e^  bei  yorausgesetzter 
Gleichgewichtsbeditigung,  das  Minimum  zu  cönstatiren,  oder,  bei 
vorausgesetztem  Minimum ,  die  Gleichgew^chtsbedingung  herzulei- 
ten ;  allein  da  diese  Differenziation  deih  Uebergang  von  BA  zu  SD 
entspricht,  wobei  sich  bloss  der  Punkt  A  ändert,  während  £  der- 
selbe bleibt  >  so  sind  erst  die  Coordinaten  des  Punkts  A  einzufuh- 
ren ,  mn  die  Diflferenziation  vollziehen  zu  ködäeu«  Seien  daher  im 
ersten  Beispiele  9o»^f>  ^^^  vertikalen  Ordinaten  der  Gleicbgewichts- 
plätze  E,E,  und  z^xf  die  der  Punkte  B,B',  so  ist    ; 

BE=z^z^,  B'E'^x'-^z\, 

.      .  .1!  .  ..."  ■      • 

folglich 

und  wenn  man  nach  z«  differenzirt,  so  sind  die  zwei  ersten  Ab- 
leitungen 

aber  vortnoge  der  Bedingung  dös  Systems  ist  20+2' 0  ^Const., 
felglich  « ! 
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posiüre 
Grösse  4m. 

Bezieht  mau  im  zweiten  Beispiel  die  Punkte  A,A',  B,R'  ui 
zwei  rechtwinklige  Axen^  der  x  und  ff,  so  dass  der  Ursprung  itt 
Umdreliungmin&  des  Hebels  liegt,  und  die  Aze  der  positiven  x 
mit  dem  Hebelarm  a  in  der  Gleicj^ewicbtslage  den  Winkel  a,  also 
mit  dem  andern  nf  den  Winkel  18(r-f«  macht,  gem&ss  der  Bcd» 
gung  des  Systems;  so  ist,  wenn  Jfosjfo  vod  ^9  ^^  Goordinalii 
von  m  in  den  Lagen  AyB,  ebenso  x'^^y'^  und  rr',«'  die  von  n^ 
in  den  Lagen  A',  B'  sind,  indem  sowohl  AB  als  Ä'B'  die  Wii- 
kel  90^ -{-a  und  a  mit  den  Axen  der  posifi?en  x  und  y  machen, 


^Ä.sina=— (^—aTo),  ^'Jf'.sina=-^(j;'— jr'o)» 

JJB.cosa=y— y^,  -ä'Ä'.cosa=y'— y'o; 

und 

:SmJB^  =m((a;-.  a;o)«  +(y-yo)*)  +^'  ((^'  -  ^'o)*+(y'-y'.W; 

folglich  hat  man,  wenn  man  in  Beziehnng  auf  a  diferenzirt,  aber 
bloss  die  auf  die  Punkte  .^^'  sich  beziehenden  Coordinaten  varüreo 
läi^t,  in 

-  2m((x-x.)  ^  +(3r-ir.)  ^•)  -2«'((x'-x'.)  ^  +(ar'-y'.)^X 
mud 

-2»«»-^.)^'+<sr-J.^)-*»'««'-«:(^+<j'-»'.)^) 

die  beiden  ersten  Ableitungen.    Nun  ist 

a:o=acosa,      -^,=  — asina,     _^  =  ^acos«; 

yo=asintf,      -^=     acosa,     _^=:_ogjna; 

a;'o=-a'cos«,   ^=  «'sin«,     ^^^^a'cos«; 

j,.„=-«'<Hn«,      ^«=^_„'co*.,     ^•=«'«i„a; 
wodurch  die  vorhergehenden  Ausdrücke  werden 
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und 

—  2w'a'((y'— yo)siDa  +  (a:'-Ä^o)cosa); 
aber 

(y'-:y'o)«>sa  — (^'  — Ä-'o)sina=ül^Ä'5 

(y'  — Sf 'o  ),sln  a  +  (:«:'  —  a:'o  )  cos  a = A'B'  sin  2« ; 

mithiD,  wenn  man  nunmehr  ^  nach  vollzogener  Differenziation,  auf 
4JB=i4fB*=:iat^  Rücksicht  nimmt,  so  reducirt  sich  die  erste 
AWeitungauf—(wia-—»i'a')^T*,  mithin  auf  Null,  wenn  ma — m'a'  =^i 
die  zweite  auf 

2(iiMi«+iiiV»)+(»ia— fiiV)^r«sin2a, 

mithin  unter  derselben  Bedingung  auf  die  positive  GrOsse  2fd^ 
indem  wiederum  ma^=^m^a!  =:fi,a'\'a'  =  l  eesetzt  wird. 

Auch  in  diesem  Beispiel  des  Hebels  lurften  die  Räume  ÄJB, 
AD  oder  das  Zeitintervall  t  in  beliebiger  endücher  Grösse  voraus- 
gesetzt werden  9  wie  in  den  vorhergehenden  Fällen  der  Rolle  und 
aer  schiefen  Ebene;  übrigens  findet  zwischen  diesem- und  jenen 
der  Unterschied  statt,  dass,  während  dort  bei  der  Anwendung  des 
Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  die  auf  die  Richtung  der 
Kräfte  zu  projicirenden  Wege,  welche  die  Punkte  des  Systems 
bei  einer  yerrückung  desselben  aus  der  Gleichgewichtslage  durch- 
Uuifen,  endlich  sein  dürfen,  diess  beim  Hebel  nicht  gilt,  wohl  aber 
gebort  dieser  ;eu  den  Fällen,  wo  ßt&it  ihrer  Projectionen  die  idr- 
tuellen  Wege  selbst^  und  dii^e  dann  in  endlicher  Grösse,  genom- 
men werden  dürfen. 


§.  3. 

Da,  den  Bemerkungen  in  §•  1.  HI.  zufolge,  1191  das  Gaussische 
Princip  aus  dem  Dalembertischen  in  gehöriger  Allgemeinheit  her- 
znieiten ,  das  von  letzterem  festgesetzte  Gleichgewicht  der  veHor- 
nea  KrfiJte  auf  die  allgemeinste  Art,  d.  h.  mittelst  des  Princips 
der  virtuellen  Geschwindigkeiten  in  Anwendung  zu  bringen  ist,  so 
•oU  nun  gezeigt  werden,  wie  der  allgemeine  analytische  Ausdruck 
des  Gaussischen  Satzes  durch  die  allgemeine  Formel  der  Dynamik 
sich  bestätigt,  welche  das  Verschwinden  der  Summe  der  virtuel- 
len Momente  sämmtlicher  verlorner  Kräfte  aussagt.  Sie  bedarf 
übrigens  zuvor  einiger  Erörterungen,  die  wir  in  diesem  Paragraphen 
vornehmen. 

L  Bekanntlich  wird  sie,  indem  man  alle  Punkte  des  Systems 
auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  bezieht,  nud  alle  an  deo- 


s 
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selben  wirkenden  Kräfte  auf  ihre  Axenprojecttonen  lurfickfflhrt,  so     ^i 
dargestellt:  . 


« 


^  i<^-^.)*-+  (''-^>^+  (^-S>*'|  =0« 


woffir  wir 


(l)-S«[(A-^)«a;]-=0 


schreiben,  indem  wir  sofort  überhaupt  zur  x\bkürzunff  jeden  •ans 
drei  Gliedern  bestehenden  Ausdruck,  welche  der  Reihe  nach  dto 
drei  Coordinaten^  oder  auch  ihren  drei  Paaren,  entspreehAD,  Auch 
ein  einziges  dieser  Glieder  vorstellen,  das  wir  in  eckige  Klammcni 
einschliessen.  In  dieser  Formel  sind  för  die  Zeit  t  und  irgend 
einen  der  materiellen  Punkte,  dessen  Masse  m  ist,  o?»  y,  %  seine 

Coordinaten,   also  -— ,--ä-,_-  seine  wirklichen  dem  System▼e^ 

bände  entsprechenden  Beschleunigungen  nach  den  drei  AxeD,X  F,Z 
die  Axenprojectionen  der  an  ihm  unabhängig  vom  SystemTerbaiide 

wirkenden  beschleunigenden  Kräfte,  also  X =— -,  F— -,-^,Z— -^ 

seine  verlornen  Kräfte,  endlich  d:t,  Sy,  dz  seine  sogenannteti  vir^ 
tuellen  Geschwibdigkeiten ,  projicirt  auf  die  drei  Axen ,  npd  eben- 
damit  auf  die  Richtungen  der  Kräfte,  die  sich  Gleichgewidit  balteo 
sollen.  Es  handelt  sich  nun  zunächist  um  die  genauere  Feststelhn^ 
der  Bedeutung  dieser  Grössen  im  Geiste  der  FunctionsrecbDUDe, 
da  sie  gewöhnlich  im  Sinne  der  Infinitesimalmethode  als  Ui^eiid- 
lichkleine  betrachtet  werden.  Gehen  wir  zu  dem  Behuf  am  die 
Aussage  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  zurfick,  so 
verlangt  dasselbe  dem  System  eine,  im  Allgemeinen  UDendlich- 
kleine,  seiner  Natur  compatible,  Verrückung,  aus  der  Grleiefage- 
wichtslage  zu  ertheilen,  aie  Wege,  welche  dabei  die  elnzebeB 
Punkte  des  Systems  durchlaufen ,  auf  die  Richtungen  der  Kräfte, 
welche  an  ihnen  sich  Gleichgewicht  halten  sollen ,  oder  beide  iraf 
eine  gemeinschaftliche  Richtung  zu  projiciren,  alsdann  soll  die 
Summe  der  Producte  aus  diesen  beiderlei  Projectionen  und  den 
Massen,  d.  h.  die  Summe  der  virtuellen  Momente,  verschwinden. 
Die  Axenprojectionen  der  unendlich  kleinen  Wege  oder  die  der 
Yerriickung  entsprechenden  unendlich  kleinen  Variationen  der 
Coordinaten  werden  nun  gewcihnlich  mit  Sx  n.  s:  w.  bezeichnet  und 
als  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  betrachtet;  wir  müssen  aber 
virtuelle  Wege  und  virtuelle  Geschwindigkeit  unterscheiden,  und, 
wenn  desshalb  Dan  einen,  zunächst  endlichen  oder  ^mendlichkleinen, 
Zuwachs  von  x  (da  es  auch  Fälle  giebt,  wo  die  virtuellen  Wege 
endlich  sein  dürfen)  bezeichnet,  als  nächsten  Ausdruck  der  obigen 
Aussage  des  Princips  aufstellen: 

wo  nun  Dx  eine  Grösse  ist  nach  Art  von  Jx,  nur  das«  Ja:  d^^ 
wirklichen  Bew^ung  des  sich  selbst  überlassenen  Systems  w5^' 
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md  des  Zeitintemils  At  ents^richt^  Dx  aber  einer  willkflhrliclien, 
DV  compatibelD  Verrückong,  einer  virtuellen  Bewegung.  Man  yer- 
iNuidelt  aber 

x^ÜXy  wenn  man  an  die  Stelle  der  durch  die  wirkliche  Bewegung 
keitimmten  Zeitableitungen  -^,  -^,  u.  s.  w.  willkührliche  Functio- 

Mi  der  Zeit  setzt,  nur  mit  der  Einschränkung »  dass  sie  an  die 
BediDgongsgleichunffen  des  Systems  gebunden  sind,  so  dass  also, 
wtDD  m^n  diese  willkiibrlichen  Grössen  nach  dem  Gebrauche  der 
VMafiohsrechnnng  mit  Sx,  S^x  u.  s.  w.  beseichnet, 

Dx—lix.Jt^l^x\~^ 


iMStit  werden  kann ,  wo  Jt  bloss  als  ganz  willkührliche  Fortschrei- 
OMgrOsse  dient,  die  nach  Umstunden  endlich  oder  unendlich 
Imd  EU  nehmen  ist,  und  so  den  Grösscnrang  von  Dx  bestimmt. 
Dhss  ist  dem  Geiste  der  Variationsrechnung  ganz  gemäss,  wonach 
i^B  Von  einer  gegebenen  Function  x^=ft  von  t  zu  der  variirten 
Ikigeht,  indem'  man,  wenn  s  eine  neue,  absolut  independente 
Vbiable  ist,  und  j>  eine  willkiihrliche  Function,  jr-|-/>;X'=^q>(/,0 
•afitjt  wobei  nur  (p(t,0)=ft  sein  muss  und  woraus,  durch  Entwick 

bog  nach  «, 

■  ^i. 

hier  aber  kann  man  e  mit  Jt  vertauschen,  da  s  nichts  anders  sein 
•oll  als  eine  völlig  unabhünei^e,  jedes  Grades  von  Kleinheit  fähige, 
GriMe»  ebenso  wie  das  Zeitincrement  Jt  es  Ist:  so  dass  man, 
während  x-\-Jx^=f{t-\-Jt)  ist,  x-i-l)x=<p(t,Jt)  hat,  und  man 
kann  beifügen,  dass,  wie  diese  variirte  Function  immer  der  Bedln 
gUDg  x=<p(t,0)  zu  unterwerfen   ist,    nach    Umständen  auch  die 

weiteren  Bedingungen  -^  =zSx,—j--  =  d^Xy  u.  s.w.  gemacht  werden 

können«  bis  zu  einem  bc^liebigeu  Gücde,  bis  zu  welchem  Jx  und 
Dx  übereinstimmen  sollen. 

Entwickelt  man  aber  vermöge  des  aufgestellten  Werthes  von 
Dx  die  Formel  (2)  nach  Jt^  so  erhält  man,  nach  Weglassung  des 
gemeinschaftlichen  Factors  Jt, 

2,K  [{X-  '^-)  ix]  ^Jtßm  [{X-^)  ^«0:]  + . . . .  =0, 

Und  nun  sind  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  wo  die  Verrük- 
hing  des  Systems  unendlich  klein  sein  muss  und  wo  sie  endlich 
Kein  darf.  Im  ersten  ist  Jt  uncndlichklein  zu  nehmen  und  dievor- 
iergehende  Gleichung  reducirt  sich  auf  ihr  erstes  Glied,  d.  h.  auf 
Ue  Gleichung  (1);  im  zweiten,  wo  Jt  nur  den  Grad  von  Kleinheit 
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lubea  niiiSB,  daM  di^  Reihe  convergeot  aei,  aerfUlt  sie,  well  m 
unabh&ngiff  tob  clieaer  ivillkfihrlichen  GiOsse  bestehen  imue,  ia 
eine  unendliche  Menge  von  Gleichuogen,  wovon  (1)  die  etete  ist 
und  welche  die  allgemeine  Fonn  haben 

(3)  ^m[(X^^)9-a:]=0. 

wo  n  jede  ganze  positive  Zahl  von  der  Einheit  an  sein  kann ;  and 
die  üebereinstimninng  dieser  s&nmtUchen  Gleichungen  wird  ebei 
das  analytische  Zeichen  davon  sein^  dass  bei  einem  System,  iro 
diess  statt  findet ,  die  virtuellen  Wege  eine  endliche  GrSsse  habai 
dflrfen. 

II.  Die  besonderen  Gleichungen  der  Bewegung  des  Sy8tflm% 
in  welche  die  Formel  (1)  zerfallt »  lassen  sich  entweder  aadmch 
darstellen,  dass  man  sämmtliche  Bedingungsgleichungen  des  Sy 
stems  mit  unbestimmten^  Factoren  in  die  r  ormel  ( I  \  einfährt  und 
sofort  sämmtliche  Coordinaten  als  eben  so  viele  inaeuendente  be» 
handelt;  oder  dass  man  die  Coordinaten  auf  die  kleinste  AnaU 
independenter  Variabein  zurückgeführt  voraussetzt,  mittelst  jener 
Bedmgun^sgleichungen ,  wo  es  nuthig  ist,  auch  nach  Umständn 
unter  Zuziehung  der  rormeln  der  Coordinatentransformatioa.  Seiü 
im  ersten  Fall  X=0,  L'=0  il  s«  w.  Jene  Bedingung^eichunmi 
d.  h*  Relationen  zwischep  den  Coormnaten  der  einzemen  Punkte 
des  Systems,- an  welche  dieselben  während  der  ganzen  Bewegm^ 

^  gebunden  sind>  sodass  •     =0  u.s.w.  und  eben  so  ^£=0  u.b,w^ 

und  welche  inl  Allgemeinen  entweder  bloss  mittelbar,  implicit,  oder 
auch  explicit  die  Z^eit  enthalten  kSnnen,  so  dass,  mit  Ausschliessung 

des  letztern  Falls^  die  Gleichungen  -jj:=zO,dL=:0  soviel  sind  als 

at 

und 

ff 

Alsdann  zerf&llt,  wenn  X,  X\  V^ .,.,  die  sogenannten  Elimioa- 
tionsfactoren  sind,  die  Gleichung 

(4)  ^[(^-^)^a:]  +  A^/.  +  l^^i'  +  ....=0> 

die  nun  an  die  Steile  von  (1)  tritt,  in  ebensoviel  mal»  als  Punkte 
m  vorhanden  sind,  drei  Gleichungen  von  der  Form 


3SS 

(5)J„cr_^)+,^+i'^+....=o. 

Und  .die  BeWöguogsgleichungen  des  Systems  siod  das  Resultat  der 
EUimiDatiöa  säaaiulichelr  Grussen  X  zwischen  diesen  Systemen  von 
der  Form  (S), 

Es  seien  im  zweiten  Falle  <o,  ^^^  y  u.  s.  w.  die  letzten  geo- 
metrischen independenten  Variabein  ^  oder  eben  so  viele  Ton  einan- 
der iinabhängige  Functionen  der  Zeit,  worauf  sich  zuletzt >  nach 
)3erficksicbtigung  aller  Bedingungen  des  Systems ,  die  Coordinäten 
aeiner  Punkte  zuru€Ji:führen  lassen.  Diese  Coordinäten  sind  alsdann 
wiederum  im  Aligemeinen  entweder .  rein  geometrische  Functiopen 
jener  independenten,  oder  durch  Relationen  damit  verknüpft,  worin 
überdiess  qie  Zeit  eJrolicit  vorkommt,  so  dass  man,  mit  Ausschliessung 
des  letztern  Falls ,  hat  x  =f((o, V'» z •  •  •  •)  und  folglieh    ' 

df'A^dt^  dxpdt^'"' 

d^x  ___  dx  d^(o    d^x.dat^^,q  d^x  dto  dtp     dx  d^yf    d^x^dtf^.^  . 
dt^  ~d(ü  dt^'^di^^dV  ^    düidip  di'dt^dip  dt^^dip^^'df  ^'' 

0 
\ 

^x^^dxd^fa      d^x^dtay^y^d^xdmd^üi 
It^  "da,  dt^  '^  dw»  V dtj  "*"    da»^  dt 'Sß 

,  o  d^x  ,dyf  d^Q}    dwd^jff^  .  o    d*x  (dot ^  dtp  ,  «%    d^x   doi.dyf.^ 
'^    di^^^dt  dt^  '  dtdn^'^  dio^dtp^dt^    dt"^    doidtp^  dVli^ 

dxd^tp      d*x/^d^\^  .  ^d^xdyf  d^xp   . 
'^dy,  dt^'^  dy^^^dt^  ^    d^l^^  dt   dt^^''' 

ik  s.  w.,  ebenso 

9x  =  -=—  ^w  +  -=-  ^ V  +  •  •  •  •  > 
wo  atp 

IL  s.  w. ,  ferner 

mJ^^^^    *^^yiu.t       ,rf*^^w'  ,    d^x      .    .     ,  d'^x  Jw^ . 

n       dXrk    »dXrk     ■        .d^xDat^  .     d^X    r\    w\     .d^xDrp^^ 
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wobei 

^(ö =--.-.  ^^-|- . . . . ,      Dm  =  du»  Jt-\- . . . . ,  o*  s.  w. 
dt 

Wie  Dun  in  den  Bedingungs^leichangen  X=0  bald  die  Coordinatcn 
sämmtlicher  Punkte ,  Mdd  die  einiger ,  bald  selbst  bloss  die  eines 
einzigen  vorl^ommen  kuniten^^o  können  in  den  Relationen  xz=zf{my^^ 
bald  alle,  bald  einige ,  bald  sämmtliche  independente  vorkommeD; 
wenn  ferner  eine  solche  independente  a»  mehreren  Punkten  des 
Systems  gemeinschaftlich  zukommen  soU^  so  heisst  das^  zunächst^ 
dass  für  alle  diese  Punkte  von  jedem  beliebigen  Zeitpunkt  t  ans, 
ihre  Aenderung  J(a  oder  Doj  den  nämlichen  Werth  habe ,  während 
der  dem  Zeitpunkt  t  entsprechende  Werth  die  Form  a-f-ct*  hat,  wo 
a  eine  Constante  ist,  die  mr  die  verschiedenen  von  m  abhängend« 
JPunkte  des  Systems  verschiedene,  durch  den  Systemverband  ge- 
gebene, Weräie  hat;  man  kann  aber,  theils  um  die  Yeriable  • 
vor  der  Hand  ohne  Unterschied  auf  alle  Punkte  des  Systems  tt 
beziehen,  theils  um  Insbesondere  auch  den  Fall  mitzuDegreifen^ 
wo ,  wenn  z.  B.  <o  ein  Winkel  ist,  je  nach  der  Zählune  desselbei^ 
J(o  für  die  einen  Punkte  positiv,  rar  die  andern  negsuiv  ausfidleo 
würde,  noch  allgemeiner  festsetzen^  dass  flir  irgena  einen  Punkt 
des  Systems  der  Werth  von  eo  zur  Zeit  t  die  iform  a-\-att}  habe, 
wo  a  eine  ähnliche  Constante  wie  a,  beide  namentlich  auch  des 
Nullwerths  ßlhig:  so  dass  die  Relation  zwischen  einer  Coordinats 
X  MvA  den  independenten  allgemein  durch 

vorzustellen  ist,  anstatt  durch  w=f((i$,  ^,>...).  Da  mm  die  Va- 
riationen Soj,  ^cu....  einer  geometrischen  independenten  oialsvOllig 
willkührliche ,  von  einander  durchaus  unabhängige  Functionen  der 
Zeit  zu  betrachten  sind,  so  zerfallt  die  Gleichung  (1)  durch  Ein- 
fährung des  Werths  von  Sa:  in  eben  so  viele  Gleichungen 

(6)    ^H(^-^)£]=0,     ^[iX-^)p^=.0,u.s.., 

als  independente  Variabein  m,  y;....  vorhanden  sind;  Gleichungen, 
die  sämmtlich  von  der  zweiten  Ordnung  hinsichtlich  der  Zeitab- 
leitungen  der  independenten  sind,  vermöge  des  Werths  von  ^--t^, 

und  daher  zur  Bestimmung  der  Bewegung  des  Systems  hinreichen. 
III.  Von  den  beiden  Formen  (5.  u.  6.)»  die  man  den  Bewe- 
gungssleichuniren  eines  Systems  geben  kann,  ist  für  unsern  näch- 
sten Zweck  die  letztere  geeigneter.  Eben  so  wie  diese  aus  (1) 
hervorgegangen  sind,  zerfallt  nämlich  die  Formel  (3)  durch  Ein- 
führung der  independenten, 'in  Gleichungen,  deren  allgemeine  Form 

WO  n',n''...  ebenfalls  ganze  positive  Zahlen  sind,  aber  aller Werthe 
von  Null  an  filhig  und  an  die  Bedingung  n' -i-n"+,.,.=n   gebun- 
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deD.  Da  4iun  aber  die  .Gleichungen  (6)  die  Bewegung  bereits  voll- 
ständig  bestinuiien,  so  mflssen  sämmtUche  in  der  Formel  (7)^  ausser 
jenen  ^  enthaltenen  Gleichungen  mit  denselben  identisch  werden^ 
was  soinfc  erfordert,  dass  alle  höhere.  Ableitungen  der  Coordinaten 
nach  fi»9fy  verschwinden  oder  die  ersten  reproduciren^  d.  h.  im 
Allgemeinen ,  dass  die  Coordinaten  entweder  lineSre  Functionen  der 
independenten. 


^=-4 + fla>  +  6V» + cx  + . . . 
oder  Ezponentialfunctionen  von  der  Form 

•■••■■■- 


* 


mit'  der  b^Ile1)1gen  Basis  k  seien , ' wo  K,Aya,b,t.,..  Constanten 
lÄiMchtlich  der  Zeit  sind,  die  von  einem  PuQkt  des  Systems  2um 
apdem  variiren,  a,ß,..,  aber  Constanten,  die,  wie  k,  unabhängig 
Vtmf' .Systemverbande  sind.  Diess.  wären  also  ^  die  analytischen 
Q^ftdfnguneen dafür^  dass  die  virtuellen  Räume  endlich. sein  dürfen; 
ttap  erhält  aber  diessfalls  noch  mehr  eoexistirende  Gleichungen 
mireh  süccessive  Differenziation  von  (7)  nach  t ;  eine  erste  giebt 

JSm  {  '  ^  =0, 

,dfY    d^Xy^  dJ^x 

^di"        'W^'dj^^'dyff..., 

woraus,  da  der  .erste  Bestandtheil  dieses  Ausdrucks  vermöge  (7) 

für  sich  verschwindet,  indem'  die  Ausdrücke  ^  ^ vor    das 

Summenzeichen  treten, 

eine  zweite,  d;  h.  die  Differenziation  des  letztern  Ausdrucks  fährt 
ebeni^o  zu      . 

^    rd^,^     d^x^  d^x       ~|_n 

^'^  13?^     "SF^ :  d^^'dr". . .  J  ■-"' 

md  so  fortfahrend  gelangt  man  zu  der  allgemeinen  Formel 

worin  die  vorhergehenden  nebst  (7)  für  die  Werthe  1=0,  =  1,= 2 
enthalten  sind,  und  wo  i  aller  ganzen  positiven  Werthe  von  Null 
an  fähig  ist  .Wenn  die  virtuellen  Wege  nicht  endHch  sein  dürfen, 
also  (7)  nicht  gilt,  so  gelten  zwar  die  vpllständigen  Zeitableitungen 
der  Gleichungen  (6),  zerfallen  aber  nicht  in  Gleichungen  von  der 
Form  (8)  und  (9). 

Theil  VI.  1^ 
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Wir  ziehen  hieraus  noch  schliet^slich  folgende  Resultate. 
])  Addiit  man  die  Gleichungen  (6)  nach  resp.  Multiplicatioii  nit 

-3-,-=!^....,  so  erhält  man,  da  wir  uns  auf  den  Fall  beschrSolf 
\dt  dt 

haben,  daks  x  bloss  mittelst  der  independenten  o»,  ^.z.  ¥od  f ab- 
hängt,  in 

die  der  Form  nach  mit  (6)  und  (1)  t^nz  analoge  Gleichung»  ituä 
Integral  bekanntlich  das  Princip  der  lebendigen  Kräfte  enlUlL 
Man  erhält  sie  gleicherweise  durch  Vertauschung  der  Variatiflt« 
odcfr  Tirtuellen  Geschwindigkeiten  dx  in  (l)mit  denZeitablcitp|n 

oder  wirklichen  Geschwindigkeiten  --j-;    wir  kOnnen   aneh 

ut 

durch  Vertauschung  des  virtuellen  Wegs  Ikc  in  (3)  mit  den»  ifii . 
liehen  Weg  ^a,  welche  Vertauschungen  gestattet  sind,. so  wif  fr 
Relationen  zwischen  den  Coordioaten  und  independenten  oder  .& 
Bedingungsgleichungen  des  Systems  die  Zeit  nicht  enlicit  entU- 
ten ,  wie  sich  Lagrange  in  der  analytischen  Mechanik  ausdrflcii 
In  den  Fällen  nun,  wo  Dx  endlich  sein  darf,  muss  dasselbe  asdi 
von  Jx  gelten ,  imd  man  hat  alsdann  als  Folge  von 

(11)  M(x-^)^^]=o  '  . 

ne1»en  (10)  eine  Reihe  Gleichungen  von  der  allgemeiDeB  Fonn 

welche  sich  in  der  That,  wenn  man  den  Ausdruck  von  ^--  dnrcli 

die  independenten  einführt,  mittelst  (7)  rechtfertigt 

2 )    Da  in  dem  Zeitinteryall  Jt  die  Grössen  X  und  x  die  in* 
cremente  JX,   Jx  erhalten,  so  wird  aus  der  Formel  (1) 

(13)   :Sm[(X+^X---^^^^±^)S(x  +  Jx)}=:0, 

^wo  man  auch  D  fdr  S  schreiben  kann,  analog  der  Fomei  (!))• 
d.  h.  die  Gleichgewichtsformel  der  verlornen  Kräfte  zur  Zeit  H^ 
und  da 

folglich  ' 


i 

,'  t 

«^i)^i(A(t4  4fcj«rstcf  Tlieil  i!<iD  (iS)  •ineEdtwkkeh»tfrllaqii)^<,  dereii 
•ilNsdM.^liefkr  ty^eg«»  derwillkObrlicheD  GrOase  44^  ZekiQterFatts 
^#MmjM»Bi ,  ipi|s#€!D.^ .  wodüitoh  man  ^  eilie  J^olge  ton  GieidmDgM 


•*'>ll       \''.        ».  '.^t:!:*' 


i^;Uii:r/>tf  .  rf^\  cPW;- a<^'/V  i'-^V^  :<^.  i,  # /fTR-^l^x,*^!  JlA 


u.  s.  w. 

.  1  > '  >  %  t 


die 5  wie  natürlich,  nichts  anders  sind  als  die  vollständigen  Ab- 
leitungsgleichungen Ton  (1)  nach  t.  Aber  in  dem  Fall»  wo  die 
Gleichung  (7):  und  folglioh  (9)  gilt,  zerfallen  sie  wiederum  in 
Gleichungen  von  der  allgemeinen  Formi 

wo  i  und  'i' 'pbsitiretganse  ^la&ietr  sind,  äUei*  WerChe  von  Null 

^    an  fähig,   so  dass  für  t-|-t'.=0  die  Gleichung  (1)  darin,  enthalten 

ist,  für  t+i',=l  die  b^€^n: 


<     I 


\    H  • 


die  man  in  det  Tltat;  unmittelbar  mittelst  (9)^ ^rechtfertigt,  indem 

'  '    dj^x   '       ' 

man  den  Werth  von  ^x  und  von  -tj  d.  h.     . 

fr«.%    'r  .    ;  I!»    ji'.»ii.:-*'-'.iij.'       ■  ■' '      •  ..    .'  .       ,.  j!  ■'    ..•••■J:'i'. 

d«       dm  dt        dw*  dt  ^  dwd^  dt  ^      '     7       .  >      -  ». 

einführt.  Endlich,  da  dattniaoch  die  in  (4)  enthattenenF  Gleichungeli 
bestehen,  so  fo^  daralüs  ebeni^o.,  wie  (14) -aus '(1),    '^ 


die  »\th  ebenso. wi^  (14)  flutcii  (d)  r^htf^rtigt     \. . 


■»     jW-      i 


-J: 


17* 


29» 


§.4. 


Nun  lässt  sich  zeigen,  dass  das  Principe ^es  kleinsten  Zwangt 
zu  denselben  Gleichungen  führt ,  wie  die  Gleichgewichtsformel  & 
Zwangskräfte 9  und  zwar  in  dier  Art,  dass  in  den  Fällen,  wo  das 
Princip  der  rirtuellen  Greschwindigkeiten  bei  endliclieii  Verrfik- 
künden  des  Systems  gilt,  auch  unser  Princip  für  ein  endliches 
Zeitintervall  statt  findet,  während  im  Allgemeinen,  d.  li.  wenn  doit 
die  virtuellen  W^;e  unendlich  klein •  sein  mHÄ^n,  mtiAt, hMiF^dis 
Zeitint^all,  fär  itelches  die  freien  BewegmmB  der  Piiidcte'dsi 
Systems  mit  den  wirklichen  vergltchisn  wer&iri  uiieialdilch  kMi 
zu  nehmen  ist.  -  •     I 

I.  Es  seien  fär  irgend  einen  der  majteriellen  Punkte  m  des 
Systems  seil»  i^ecbtwinklisen  Coordinäten  in  der  der  Zeit  lest 
sprechenden  Lage  A  (um  cRe  Benenmmgen  aus  §  I.  beizubehattn) 
or,  VfZf  und  in  den  beiden  der  Zeit  t-j-Jt  entsprechenden  Lagen, 
in  V'a:+Jxi  y^/fy,  z+Jz,  in  B  ar+f  >  &^V >  .2f+C>  vo  ab» 
Ja:,  Jyj  Jt  und  ieblenso  C,  47,  C  Functiöncfii  von  Ji  sindl  Seilt 
man  daher 

BC=u,  vLVkA  Jmu^'=^V, 

so  ist  ^ 

und  die  Grosse  17,  die  ein  Minimum  sein  soll: 

'.  (a)     t7=J»»[(|-^ar)*]. 
.  Um  nun  U  nftch  Jt  zu  entwickdii,  so.ist  lüs  FodcHod  von  Ji 

aber  für  Jt:=^0,  oder  flir  die  Zeit  t  hat  man .         . 

••=••  (Ä).=f(S)r*    -    ■ 

indem,-  wie  in  §.  3.,  X,  Y,  Z  die  Axencomposanten  der  zur  Zeit 
t  auf  den  materiellen  Punkt  m  unabhängig  vom  Systemverbande 
wirkenden .  beschleunigenden  Kräfte  siifd;  es  ist  ferner  zu  Ende 
des  Zeitintervalls  Jt 

aber  auch  remSge;  des  Torhe^ehenden  Ausdracks  von  £ 


folgl}ch.diirc|^,y^M^icMg{üeMr  beiden  id|mtio^«»Vt^tiii:ickeliiig(iii: 
\dJfJo~  dt  '     Uji*Jo~  ^^' 


Mao  hat  mithin 


A^ix    ..^d^xJf  ,  d*xJ1^  ,    . 


f-^^(i-^)^+^.j!f_^).^:+..... 


QDd  ' 

■y : 

folgUcfa 


Ä«^  2    '  dV        dt^'  2.3 
also 

(6)    i;=^^2y„[(^-^+^^(j:-§)+...)M. 

Auch  ist  vermöge  der  EntwickeluDgen  in  §.  3.  III. 

■■■..■ 

mithin  kann  die  dortig^e^FonnelxClS),.  indeni  man  zugleich  die  vir- 
tuellen Räume  statt  der  virtuellen  Gcfsch windigkeiten  setzt ,  so  dar- 
gestellt werden : 

11.  Um  nun  direct,  nach  Analogie  des  Gaussischen  Beweises» 
zu  zeigen^  dass  17  kleiner  ist»  als.  wenn  wiilkührlich  von  A  aus, 
statt  S.e%  wirklichen  Orts  C  zur  Zeit  t-\-Jt,  ein  compatibler  Punkt 
i>»  d.  h.  ein  anderer  Punkt  der  Trajectorie  von  m,  genommen  wird» 
80  seien  a:-i-Dxy  y-\^Dyy  z-\-D%  die  Coordinateu  lon  m  in  der 
Lage  Df  wo  LT^y  Dy,  Dx  wilikührliche»  ab^r  dem  Zustande  des 
Systems  zur  Zeit  t  compatible,x\enderungen  der  Coordinaten  sind» 
mn  Ton  A  tu  D  überzusehen»  also  GrrOssen  nach  Art  der  in  f.  3. 
auf  diese  Weise  bezeicnneten  virtuc»lleq  Wege» 

doeh  mit  dem  Unterschied»  dass»  gemäss  den  Erörterungen  in  Be- 
treff des  Gaussischen  Beweises  in  §.'  1.,  die  ^r  Zeit  t  erlangten 
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Ge^chwindigkeiteii  —^  ebenso  in  Dß:^  wie  in  Ja?  und  {'  fitockH, 

d.  h.  d^s  ^x=.'r:rr  und  desgleicben  8^»-=^  u.s.w.  ni  Dekmcii  ii. 

ar    '  IM 

Alsdann  ist  aber 

t  - 


.{.;.     .  ■'  .1,-jf 


und  g«näss  den  Ausdrücken  von  -^t^*^*^»  ii.s.w.  mtttdbl  dff  h^ 

dependenten,  indem  man  darin  ^  =-=>->  ^^=-^  ^  u.  s.  w.  jntU: 

dt  dt 


,nfd*x  dm  ,   d*x   d<i>  ,       .,t,       rf"«v  1 


•f 


fl.  s.  w. 

Nun  sei  ..--#•. 

I 

so  ist  zu  beweisen«  dass 
Aber 

folgiich  > 

uiid  es  ist  V—  Uy.O,  mithin  V  ein  Mininuimi  wenn  das  iwpi^ 
Glied  dieses  Ausdrudcs  irerschwindet»  oder  wenn 

(17)    -2>ii[U-z/^)(/>a:-rJ^)]=0; 
denn  alsdann  Icommt  U'  —  U  auf  den  wesentlich  positiven  fAusdnick 
^m[(JDx-Jxy]  oder  2m. VB* 


MS 

xurlM^  JBirtwklelt  Mui  4ber  &m  enteoTiMOdem  ftwrtkcod— 
GietGlrai^  (17)  mittetet  der  AnsdHIcke  w%ü  t—^Jc,  Djt-^Jj^ 
nach  ^t  und  setzt  man  alle  Variationen  und  Zeitableitungen  vor 
die  Sammenzeichen ,  cm»  findet  sich  jeden  Glied  mit  einer  ^Somme 
behaftet  von  ^r  Form  derjenigen,  welclie  die  eine  Seite  der 
Gleichung  (9)  bilden.  Wenn  daner  das  System  von  der  Art  ist, 
dass  die  virtuellen  Wege  endliche  Grosse  haben  dürfen,  so  ver- 
schwinden, vennoge  der  dann  giltigen  Gleichung  (9),  aUe  etnselnen 
Glieder  der  Gleichung  (17),  was  auch  Jt  sein  mag,  woFefn  nur  die 
den  ersten^  Theil  derselben  bildende  Reihe  conv^rgirt;  d.  h.  das 
Pmdp  des  kleinsten  Zwangs  snlt  für.  endlich  Zeitintervaüe  ^t, 
weiche  überdiess  jede  belidbige  Grosse  haben  dürfen  in  dem  Fallej 
wo  die  Coordinaten  lineare   Functionen  der  independenten .  sind,. 

weil  dann  mit  den  Ableitungen   ,    .  ,    .,  von  it=2  an  alle  Glieder 

der  .Reibe  Ausser  dem  /ersten  verschwinden ,  mitbin  ^t  keine  Con- 
▼ergenzbedingune  mehr*  erf&llen  darf.  Gestattet  aber  das  S^^rstem , 
was  im  Allgemeinen  der  Fall  ist,  bloss  unendlich  kleine  virtuelle 
Wege,  so  gilt  die  Gleichung  (9)  bloss  filr  t=0,  tt  =  l,  oder  reda- 
eirt  sich  auf  die  Gleichungen  (6),  vermSge  deren  alsdann  bloss  das 
erste  Glied  in  der  Entwidceluna:  der  Gleichui^  (17)  nach  Jt  ver- 
schwindet, M  muss  also  unendlich  klein  genommen  werden,  da- 
mit diese  Entwickelung  auf  das  erste  Glied  zurückkomme,  oder 
(c)  auf 

W   W-  i;=f  j«t(£(^,-^,+g(*.,-^)+....)n| 

**  dieseb  Ausdrucks  zeigt 

Jx  lässt  sich  auch  dadurch 

„^^^ ,  «^-« .^ , und  entsprechend  /></»— 2/a>=A, 

D%p—Jyf=h  u.  s.  w.  als  Incremente  von  ^dx  und  /tot,  J^...  be- 
trachtet >  beim  Uebergang  vom  Punkt  C  zum  Punkt  ^;  man  hat 
alsdann 

t  =i;X>^— ^yf=j  (^yr— -^) -^+ . . . .*, 

u.  s.  w. 
uvd',  TÜmiSg«'  der  in  f  9  angegebenen  Ausdrücke  von  dx  mittelst 
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53;;;5  -  Ä?"  ■*■  ^s;?^  w + Äü^^  w**'"^ '^'^  •  •  •' 

djt.dj^  -d^^^li^^  dt  +  dmdy*  dt  ^'"'     ■'';•'". 

Formeln/  die  auch  noch  später  gebraucht  werden.  —  Man  kami 
endlidi  den  Uebergang  vom  Punkt  C  %n  D  durch  Idcreniciite 
D(it+Jx)  der  Goordinaten  x-\-Jx  von  C  andeuten^  so  daas  dam 
di^  Ton  D  die  Form  haben  x+jx+D{x+Jx\  wo  zunSchst,  tvie  io 
der  Formel  (16), 

•  < 

und  .  /  '''' 

i}a:=zMda:+^^x+..., 
mithin 

allein  da  in  Jx  bereits  die  Anfangi^eschwindigkeit  -^  enthalten  ist, 

so  ist,  gemSss  der  obigen  Erörterung,  in  Dx  zu  setzen  Sx-^O, 
wodurch  Dx  und  D{x-\-Jx)  zurückkommen  auf: , 

Dx::=zS^X^^d*X.^-{-.... 

I 

und 

so  dass  diess  Grossen  vom  Range  des  Quadrats  von  Jt  werden, 
und,  da  nun  auch  gleicherweise  ^oi=0,  ^^^=0,  u.  s.  w.  zu  nehmen  ist, 

fiw  diu  aoidAft 

u.  s.  w. 

ii^t.  Wenn  man  hiemach  die  Gleichung,  die  nun  an -die  Stelle  vob 
(17)  tritt. 


■•,f ' 


Wi 


(18)  AttS  -  Jx) D(x+Ja)] =0 


ass  sie,  wie  die  Enfwickelung 
TOD  (15),  lauter  Glieder  liefert ,  die  durch  die  Gleiphuug  (9),  wenn 
diese  statt  findet,  vfirsefawinden ;  während  fflr  ein  unendlicnkleines 
Jt  an  die  Stelle  Yon  (d)  tritt 

\  • 

eine  homogene  Formel,  deren  zweiter  Theil  vermöge  der  Gleichun- 
gen ^)>!mithHi  ve^noge  (1),  ferschwlDdef*]). . 

III.  Um  nun  das  Minimum  auch  unmittelbar  durch  Differen- 
ri^{re<^hqung  zu  hehatideln,-  so  konnten  wir,  ausgehend  von  der 
nlfkch-^j^e  entwickelten' Form  (6)  der  Function  ü^im^  in  §.2.,  y^om 
i44r.  dksdbst  durim.  die  iNatür  der  Sache  geführt  wurdeiOt  nach  den* 
^fkl^ch^ti  Beschl^igutigibn  differenziren  und  so  durch  NullsetBUiig 
IhtiiT  jei;9ten  Ah|eitungen  Dach  jeder  der  iodependenten  Beschleunig 
Miigen,  d.  h.  naciU  den  arweiten  ZeitabMtungen  der  independenteiv 
Variabein,. ebenspviele  Gleichungen'  erhalten,  als  solche  inde^ien-^ 
j<Me  Vorhanden  -  sind.  Diese  sind,  wenn  man,  ^ie  tm  Allg^mei- 
Mil  erfoirderf  wird,  die  Ehtwiekelung  fmch  Jt  auf  Ihv  erstes.  Mit 
Jt*  behaftetes,  Glied  ^urOckfifhrt  und  *' 

setzt, 

(19)  M(Jf_^)^,^]=0,  M(X-^)|,|^]=^.u.s.w., 


*)  Natürlidi  ^aben  hier  ife  dem  tJebergang  Von  C  au-  jD  entspre- 
chenden Variationen  nicht  dieselbe  Bedeatnng,  wie  die  in  der  Formel  (t/)« 
welche  den  Uebergang  von  A  voi  D  andeuten ;  unterscheidet  man  der 
VergleichoBg  wegen' die  jetaigen  durck  Accentuiijbng  ies^,  so  ist 

j'«w=a«c»— ^---,  u.  s.  w. 


!•  ;  .  i 


■nd  entiprc/cl&Mid : 

dt'^ 

nberimiipt  mass,  wenn  man  die  Formeln  (IT)  imd  (18)  Tergleicht, 

U^  i^Jx) = Doß^Jx 

idcatisch  sein,  und  die  gÜederweiseVergleichung  der  Entwickelung  dieser 
heiden  Ausdrucke  nach  Jt  giebt  die  Torkergtdienffe  imd  alle  übrigen  Be- 
latioiieD  swisdien  den  VarimoMD' ^  ond  S'»    . 


im 

d.  h.  die  Gleiointogen '(6).;  denn,  .vermöge    dw  Ausdrucks  m     p 
-^ —  mittelst  4er  indepeadenfen ,  ist: 


d   d^x dx        d  d^x  _.dx  .    •  "    . 

Wir  verfolgen  aber  voo  dieser  Seite  die  Sache  nicht  wnier; 
denn  da,  wenn  oi',  ot"',  u.  s.  w.  ebenso  die  erste ^  dritte,  o*  8.W. 
Zeitableitung, von  Ol  vorstellt,  überhaupt 

d  dx        d  d^x  _^   d   d^x dx 

S7rfF~€fe«"**  ~^ dJ^'W  dm' 

d.  h.  gleich  dem  ersten  Gliede  von  -7-^   ist,   so  weist'  diasH  wi 

djm  "... 

eine  allgemeinere,  bereits  im  Vorhergehenden  angedeutete  Art  Mit 
die  Difl&rensiatiooen  ansustellen,  nämlich  naeh  dem  dem:  Zeitiiioe: 
»ent  M  entsprechenden  Incrementen  Am^.A^^**  der  indefmideotti 
Variabeln;  denn  diese  Differensiation  >  entspricht  lülffemein  dm 
Uebetgang  vom  Punkt  C  zu  D.y  von  dem  in  "^io.  IL  .die.Rtip 
war,  wobei  wir  auf  die  Function  XJ  in  ihrer  ersten,  unentwidbeita 
Gestalt  ra):BuriickgeheB  müssen.  .  '  .  .  : 

Da:  bei  diesem  Ueber^g  die  Punktcf  J?,  xnitbin.die.CfrÖimB 
£  ungeandert  bleiben,  so  sind  die  partiellen  Ableitongeii^  wster  ubI 
;Eweiter  Ordnung  von  der  Function  10  nach  ^ii,  4^*>.*    ;  •  ;  / 

U.  8.  W., 

d^md^y»  \_jdJo>  dJxpA  dJmdJfJ 

u.  s.  w., 

und  die    Bedingungen   des   Minimum's    sind    von  .  dreiedei;  Ar^  • 
nämlich 

^^^  5^^®'  33;^ >o,  u.  s.  w. 

f.     d^ü     d*ü  ^/^    d*U    V  ^ 


^J 


SI?  sio4.,eritiyt,.W»nD:  t  .        ,         i  ^  _ 

(20)    Ät(S-^i).^]=0,     Ä[(£-^x)^)=a«..,».     ■ 

denn    abdftnh   ktfnun^  'ä!e"zwelCeD''JJ)l<p(ta'D{^n  vOo "?  anfahre 

entanGtidevibiOcfc^tü»  bti  aUeb  tm  atn'Fonn.-r— ji   fftürat- 

■ly  .■      .-  ■.  .    j.-.-,         '^  -    ...;,.■.  dju',        :    ,.;- 

lieh  positiv  sia^  me  ^e8  die  SjsdlngtiiiKai.lf})  erfardera,  DoJ.dfvi 
StatniBdeD  der  BediogaDgeo  von  der  Fonn  (/)  eihellt  unmlttalbar 
durch  Entwifkelung  ihret  BestMidth^Üe,,  indem 

;^.  ,,.,■;   a*V    d'V  _^,^^/dJxdJxY-}     .  .        .     .,  .„ 


wonach  die  Sa%he  anf  den  Satz  a*+b*^2ab  hinausläuft.  Eotwik- 
kelt  man  ab^r  ,  dfe  epten .  ThpUe  der.  nuc  Dsch.-m  erweisenden 
GleiciiungeB  (20)^(21)  nach  Jt    vermuge  obiger  (Kto.  ü.)  Ent- 

witkelongen  d«T  Ableitangen -j— -  n.  b.  W'  und  der  Grössen  Ü-^^m 

BO  befinden  sich  wiederum  i»  allen  Gliedern,  (nach  gehöriger  Ab - 
jsonderung  der  von  den  Sumiiiationen  unabhängigen  Factoren)  Snm* 
nien,  deren  allgemeine  Form  in  der  Gleichung  (Q)  enthalten  i«t; 
die  Gleichungen  ^Oy,  (il)  gelten  mithin,  unabhüngig  Ton  der  Grttaae 
des  Zeitinterralls  ^t,  nenn  alle  diese  Summen  rerm<ige  der  Glei- 
chung (9)  Tcrschwinden.  Wenn  aber  diese  bloss  für  (=^0,  «=^ 
gilt,  so  ist  das  Zeitintervall  unendlich  klein  zu  nehmen,  nie'  dte 
virtuellen  Wege,  und  die,  desshalb  auf  ihre  ersten  Glieder  zurScB:- 
eefuhrten,  Gleichungen  (2()}  sind  einerlei  mit  den  Gleichungen'^; 
die  Gleichungen  (31)  dagegen,  deren  erste  Glieder  die  Summeo' 

««tbalteD,  gelten  zwar  daaa  nicht  mehri.  weil  hier]  n=;3  ■»  dier 
Formel  (9)  zd  nehmea  wäre.  Bind  aber  dieMfalla  zur.Erf&Hwg  dfr 
Beaing:uDgen  (p),  (r)  anch  nicht  mehr  nSthig,  weil  diezweif^ 
Theile  In  den  AnsdrfickeQ  der  zweiten  44>IeituDgen  von  U  wegen 
de«  UneDdiichkleinen  vod  selbst  wmbllen ;  denn  es  kommt  alsdann 

'•«•S,-^-  ...  ■  .■'■"-■,;:, 
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zurück  9  mithin,  wegen  di=z—,  ^uf  2i?/iil  l--f-  j  1  >  und  ebenso 
die  dbrigeni 

I 

■         -   "6.  5.    ■ 

Hier  betrachten  wir  noch  das  Princip  des  kleinsten  Zwaogi 
im  Falle  des  Gleichgewichts. 

Das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  liefert »  wteimdie 
Krfifte,  deren  Axenpvoiectionen  X,  Yy  Z  sind«  selbst  an  dem  8y- 
«tifm  sich  Gleichgewicht  halten  sollen,  die  Gleichung 

•■  _  .•■  ••■■ 

(«)  2rh[XDx\^f^,>  •  ' 

woraus  man,  wenn  Dx  endlicher  Werthe  fähig  ist,  die  Formefai 

\  •  -     ■  ■     .        .    .■  _ 

zieht,  wovon  man  die  letztere  aus  der  vorbergeheniien  erhSlt  durch 
Differenziation  nach  einer  Variabebi  ^  Wovon  aUe  andern  als  F^ 
ctionen  betrachtet  werden,  oder  auch,  was  auf  dasiselbe  hinauslSuft, 
durch  Differenziation  nach  der  Characteristik  S  (nur  dass  dann 

d*X  für  -7-r  zu  setzen  ist),  und  die  im  Allgemeinen  auf 

(y)  Jhn[XSa]T=Oi^m[X^]=^0,JMlX^^^ 

'■ ' 
zutfickkommen,  wdVon  letztere  In  der  AniUihl  der  ^ometrischen 

independenten  vorhanden  sind,  mithin  die  Gleichgewichtslage  voll- 
kommen bestimmen.  Es  Ist  nun  zu  zeigen,  wiefepi  diese  Gleü- 
chungen  auch  diessfallS'Cin  Minimum  des  Zwangs  ausdrücken,  was 
auf  ganz  ähnliche  Weise,  wie  in  §.  4.  gespheten  kann. 

Seien  x,  y,  z  die  Coordinaten  von  m  iq  der  Gleichgewichtslage 

^>  ^+Sj  y+7*  *+C  ^^^\  ^>  y\y  '^  y^  ^^^  Lage  JB,  wohin  JV  von 
A  aqs  gelangt,  wenn  es  sich,  wie  allß  andere  Punkte  des  System«, 
aus  der  Gleichfiewichtslage  frei  unter  dem  Einfluss^der.  an  ihm 
wirkenden  Kräfte  Jt,  F,  Ji  bewegt;  endlich  'x+I)x,  y+D^s  2+P^ 
iii  der  Lage  2),  in  die  es  von  ^  aus  gelangt  bei  einer  wullführli- 
chen,  dem  l^stemverbande  compatibeln,  \^rrückung  sämmtlicher 
Punkte  des.  Systems,  oder  vielmehr  in  die  es  von  A  aus,  wenn  das 
Gleichgewicht  gestört  wird,  während  des  Zeitintervalls  Jt,  in  wel- 
chem es  frei  nach  JB  käme,  bei  seiner  Verbindung  mit  den  übri- 
gen Punkten  des  Systems  wirklich  sich  bewegt,  (so  dass  man  auch 
Ax,,  Ay,  Az  für  Dx,  Dy,  Dz  setzen  kutinte)     SiBtzt  man  wieder  . 

so  dass  ü  die  Function  ist ,  die  ein  Minimum  sein  soll ,  wenn  die 
Gleichungen  (jß)  oder  (y)  gelten;  ebenso,  wenn  der  Punkt  D  an 
die  Stelle  von  ^  tritt. 


269 

•o  ist 

.       «?»;t=((6^ÄB)«]=iM?+[l>j:«]-2ßl>»];.  ^ 

mithih  ?;•  ■■■  •   ■   ■• 

/(o)  T7=^m[g»],  oder'£7=-»»i[(a^^-*)*3,    , 

und  '•■■•■  •     .1 '   •;  • 

.,  (6)      ^  • 

die:  BediiigttB|[:  «Leg  Mimimims  von*  U.  Oder  weDD  man  U  n  der 
BfreiteoEörm  kiach  deo  independeiiten  oi,  >.. ..  differeDztrt,  wobei 
bloss  dieCoördiDaten  sc  des  Punkts  A  sich  ändern,  während  die 
Coocdinäten  ob'  des  Punkts' J?  ungeändert  bleiben  (wie  in  dem 
Bieis{riel  §.  2v  in.)r  «o  hat  man  in 

das  System  der  Minimumsbedingungen.  Da  nun  -^  =  0,  mithin 
auch  da=0,  so  hat  man  zur  Entwickelung  dieser  Ausdrücke  die  Werthe 

■.••■•  ■      -••■.-  ^MB  ■     -•  ■     •    .:  j^aH  ."♦■<■-■■■.■      *:■  i  » 

^    ■■■■•  •■•/>:r-=^.^*:'i^+-^'i;''||+:  :;.;■■  ••■•'■'• 

WO  J*J?,  ^'oTy  u.  s.  w.,  weil  auch  Süi=:Sw=»,,=::0,  dieselben  Wer- 
the haben,  wie  in  der  letzten  Entwickelung  in  §.  4.  IL»  nämlich 

*    diu  dtp 

u..(i.,w;  VfrmOge  dieseC: Ausdrücke  erhelit  aber,  dactoriMg'i^t 
eiuilKch  oder  unendlich  kMn  zu  nehmen  sein,  die  MinimumsbediB- 
supgen  in  der  einen  (6),  wie  in  der.  andern  Form  (c)  durch  die 
Cäetchgewichtsbedingungeu  if)  oder  C)').  sieh  rechtfertiget)^ 

•      -  •  '     ■  •  •  .        '  ..."    ^   ......  .  fu!» 

.    .       .  ' » 

•  '•;      .    .      .-  .-  :       •.-■■.■■.'■      .■•-.■■    .\     .  ■•  .i-->« 
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*     ■ 

Schlujftsbemerkung. 

Mit  VörstehMidem  glatibe  ich  ^dai^Piindp  des  kleinsten  Zifao» 
tiäch  alled  Seiten  erörtert  zu  haben ;  ich  mnsste  mich  dabei  m^Mfäl 
in  eine  Erörterung  über  das  Princip  der  virtuellen  Greschfrind^ 
keiten  einlassen^  die  darin  hauptsächlich  von  den  geforänchüdbcli 
Darstellungen  abweicht ,  dass  ich  bei  den  virtuellen  BewefgttDjM 
immer    zwischen   den  virtuellen  Räumen   und   Gescfawindigkeil» 

iman  kann  beifdgei:  Beschleunigungen)  unterschieden  und  seieigl 
labe  5  dass  von  diesem  Gesichtspuokt  aus  ein  wesentlicher  l7nte^ 
schied  in  der  Entwickelttng  der  Beiivegungi^eichnngen  eintritt  Ht 
difk  beiden  F$llfSr  eii »11141  d^Ujimigea^ire  die  tirtjaurileB/BSiai» 
eodilloh  £iein  dürfen,  alsdann  den ^ wo  sie  unendlich' Jclein -^Mit 
miüss«M.  Mai»  |tf«gtdte  tirtucSlen:  Bewegungen  ^  die  tam  eiMÜ 
%4tem  ertbeilt»  ids  Gctbi^t  der  VaiiationsnedimH^su  sieben;!  idi 
glaube  behaupten  zu  dürfen ,  da«s  nur  bec  obigeruDarstülluiigi.  ditf 
strengen ,  dem  Geiste  der  Functionentheo^|e  angepassten  B^frffe 
d^r  Vaffiatieiiilf'eohnünf«aa  Anwenaüng'-kcfmipebv  wie  sie  nyoientlick 
Ohm  in  seinen '  Schriften  auseinandersetzt.  Diese  Methdle  bc^ 
steht  übrigens  nicht  im  Verbannen  des  Unendlichkleinep  •  sondeM 
in  der  strengjBH  un4  £olg<^<ihtlgen«itnalytii$che'n  Behnndlung  desseUMB« 

«  *    ■ 


■  ^  .■ 
■'•ii        •  I         .| 


:■■'.?■•■     •. ■;■  ^» .,     ■  .  .   \% .'      '.•>•'.     •'.-        •. ■  /.  ■         ..    ,.    ■».......     i » 


•      ••■:r 


Untersuchiingreii  ttiber  den  sogrenaim^ 
ten  Iberf^anlfiufeiiden  DöppelkeireL 

•■■'?:  ■       •"..'■■■■ 

Von  dem 

Herrii  Proüsripor  Diu.  F*  Stcigmaira  <    >' «t   M' 

an  der  IJniveraität  zu  Marburg. 

•  1      '■".    i       :    ■■■'       ■  ■■ 


«•  -ji  ■■. 


i 

I 


Die  bekannte»  in  jedem  Cdtsus  über  Experimentalphysik  er« 
wähnt»  and^  ^ers  als  mmbanisches  Pafadmton  att%eföhi^  Eüschd^ 
noil^^  da«»  isin'Dewpeifeegel'  auf  •  z\M  ditiergirenden  'StOteev^doreh 
selbiN^ttUidig^  Rotafiow  in  die  Hohe  tftoft,  Metet  sowohl'  in*  geditt«^ 
trischer  alsi^i&MhäniBcher'  HibsicM  mebmre  interesi^ante  'Fhii|M 
dar,  und  es  existiren  darüber  auch  bereits  zwei  Abhandlungen  in 
den  Schriften  der  Petersburger  Akademie,  die  eine  von  Kraft 
(Novi  Comment.  Acad.  Petropol.  Tom.  VI.  p.  389.),  die  andere  von 
Kononoff  (Nova  Acta  Acad.  Petrop.  Tom.  VII.  p.  229.).    Allein 
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die  erste  eridärt  eben  nur^  mit  nicht  eeriogerWeitlänftigkeÜ^  wand» 
die  gedachte  Bewegung  vor  sich  gehen  niüsse^  und  dass  das  Auf- 
steigen nur  ein  scheinbares  sei,  und  ist  selbst  in  diesem  Wenigen" 
nicht  frei  von  Irrthümem;  die  zweite  genannte  Arbeil  dagegen^ 
welche  hauptsächlich  in  mechanischer  Iiunsicht  die  ntifliigen  For- 
ineJii  au  entwickeln  bestimmt  war,  ist  durch  einen  fundameotateD 
Fehler,  wie  sich  später  (§•  16.)  zeigen  wird,  so  sehr  missrat hen^ 
di|^  man  nicht  anstehen  darf,  sie  als  ganz  unbcauckbar  zu*  be- 
liehnen. Unter  diesen  Umst&nded  möchten  die  nachstehenden 
Untersuchungen ,  welche  vorzugsweise  über  die  bei  dieser  BtWe^ 
gong  sieh  darbietenden  geometrischen  Fragen  Auüsohluss  geben 
«ollen  ^  manches  neue  und  vielleicht  fiberrascnende  Resultat  liefern. 


■       8-1-    '         , 

.       £s  mtl^gen  in  Fig.  1.  die  beiden  congruenten  Trapeze  AEGB 

a'l  AJEHC  die  Unterlage  vorstellen,  von  welcher  der  Doppelkegel 
hrend  seiner  Bewegung  getragen  wird,  und  zwar  sollen  die  ge- 
raden AJB  und  AC  cne  beiden  scharfen  Kannten  sein,  mit  deren 
einzelnen  ^Punkten  die  K^elflächen  successiv  in  Berührung  treten. 
Die  drei  Kanten  AE,  BG,  CH  denken  wir  una  vertikal,  die  bei- 
den unteren  EG  und  EH  horizontal;  und  was  die  Länge  dieser 
Booten  anbelangt,  so  wollen  wir  EG=EH  so  gross  denken,  dass 
GH  gleich  der  Axe  des  Doppelkegels  wird.  Nach  der  Voraus- 
setzung werden  die  Kanten  AB  und  AC  von  A  an  in  die  Hube 
lajufend  unter  einem  gewissen  \^nkel  gegen  die  Horizontalebene 

Seneich);  sein,  und  alsJMaaas.  dieser  Neigung  soll  uns  im  Folgenden 
er  Winkel  dienen,  welchen  eine  dieser  Kanten  mit  einer  durch  A 
aufwärts  gezogenen  Vertikallinie  bUde^  nämlich  W.  JAB=ABG=J^. 
Im  Uebrigen  ei^iebt  sich  aus.  diesen  Bestimmungen  von  selbst, 
dass  die  Verbindungslinie  der  Punkte  B  und  C  horizontal  liegen 
und  ebenfalls  der  Axe  des  Doppelkegels  gleich  sein  wird* 

Auf  diese  Unterlage' soll  nun  der  aus  zwei  coqgruenten,  ge* 
meinen  und  von  gleichartiger  Materie  crfiSjlten  Kegeln  zusammen« 
gesetzte  Doppelkegel  gelegt  werden,  entweder  so,  dass  er  mit 
einem  in  der  Peripherie  der  gemeinschaftlichen  Basis  gelegenen 
P.unkte  sich  auf  den  Vereinigungspunkt  der  Kanten  AJawaa  AC 
stützt,  oder  auch  so  wie  ihn  die  Fig.  1.  darstellt,  nämlich  dass 
jede  Hälfte  für  sich  in  einem  Punkte  T  resp.  U  auf  den  genannten 
Kanten  ruht.  Mag  man  aber  die  eine  oder  andere  Lage  sils  die 
^(angliche  wählen,  in  jedem  Falle  haben  wir  als  fundamentale 
Voraussetzung  dieser  Untersuchung  anzunehmen,  dass  der  gemein- 
schaltliche  Grundkreis  in  diejenige  vertikale  Ebene  falle,  welche 
durch  die  Halbirungslinie  des  \V.  BAC  hindurch&eht  und  welche 
wir  in  Zukunft  der  Kürze  wegen  die  mittlere  Yertikalebene 
nennen  wollen.  Und  aus.  dieser  Annahme  in  Verbindung  mit  dem,- 
was  über  die  Stellung  der  Unterlage  festgesetzt  worden  ist,  folgt 
so^eich ,  dass  die  Axe  des  Doppelkegels  norizontal  liegt  und  dass 
überhaupt  auf  beiden  Seiten  der  mittleren  Vertikalebene  voUt^om- 
mjene  Symmetrie  Statt  finden  muss. 
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§.  2. 

Man  verbinde  jetzt  die  beiden  Berühningspnnkte  T  nnd  C 
durch  eine  Gerade,  welche  in  W  durch  die  Ebene  des  Grundkrci- 
ses  hindurchgeht,  und  ziehe  von  W  eine  Gerade  WM  nach  dem 
Mittelpunkte  des  Grundkreises,  so  kommt  es  zunächst  darauf, in- 
ob  diese  Gerade  etwa  vertikal  steht,  oder  rückwärts  geneiet  ist, 
so  dass  sie  gegen  die  durch  A  aufw&rts  gezogene  VertiKallinie  i/ 
convergirt,  oder  ob  sie  vorwärts  eeneigt  ist,  nämlieh  von  .^di- 
vergirt.  In  dem  letzteren  Falle  wird  die  sogenannte  bergaDlaufende 
Bewegung  des  Doppelkegels  vor  sich  gehen,  und  zwar  so,  dass 
die  im  vorhergehenden  f,  für  die  ursprügliche  Stellung  angenom- 
mene Symmetrie  auf  beiden  Seiten  der  mittleren  Vertikalebene  sieb 
fortwährend  erhält.  Denn  wegen  der  vorausgesetzten  Homogeneitit 
der  beiden  Hälften  des  Doppelkegels  wird  sein  Schwerpunkt  ii 
den  Mittelpunkt  seines  Grundkreises  fallen,  und  sobald  man  daher 
in  Gedanken  die  Berührungspunkte  T  und  U  mit  M  verbindet  und 
sich  die  ganze  Masse  des  Doppelkes^els  in  M  vereinigt  vor^teiK, 
so  sind  die  Umstände  in  statischer  Hinsicht  dieselben,  als  wen 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  TMU  ohne  eigene  Schwert,  jedoch 
in  seiner  Spitze  m  durch  ein  Gewicht  beschwert,  um  seine  (hori- 
zontal gestellte  Grundlinie  TU  als  Umdrehungsaxe  zu  rotiren  an- 
fängt, und  bei  einer  solchen  Rotation  muss  die  Linie  MW  otkor 
bar  in  der  mittleren  Vertikalebene  bleiben. 

Die  eben  aufgestellte  Bedingung  för  das  AufwSrtsrollen  des 
Doppelkegels  kann  aber  noch  auf  eine  andere  und  sich  unmittelbar 
aui  die  gegebenen  Grüssenverhältnisse  beziehende  Art  ausgedrückt 
werden.  Da,  nämlich  sowohl  T'Uals  auch  dieAxe  jPQ  beide  senkredit 
auf  der  mittleren  Vertikalebene  stehen,  so  lässt  sich  durch  diese 
beiden  Geraden  eine  Ebene  legen,  welche  die  Peripherie  des  Gmiid- 
kreises  in  irgend  einem  Punkt  5  durchschneiden  wird,  so  dass 
MWS  ein  Halbmesser  des  Grundkreises  ist.  Die  gedachte  Ebene 
enthält  nun  zugleich  die  zwei  mit  der  Unterlage  in  Berührung  ste- 
henden Kegelseiten  PTS  und  QÜS,  und  soll  deshalb  der  Be- 
rührungs-Axenschnitt  heissen.  Da  aber  die  fiLante  ^ 7*  der 
Natur  der  Sache  nach  eine  im  Punkt  T  an  die  Kegelfläche  geso- 
gene Tangente  ist,  so  wird  die  Ebene  des  A  AST  die  der  Ke- 
gelseite PS  entsprechende  tangirende  Ebene  sein  und  demgemäss 
auf  dem  Berührungs-Axenschnitt  senkrecht  stehen.  Und  da  die 
mittlere  Vertikalebene  ^5M  gleichfalls  auf  dem  Berührungs  -  Axen- 
schnitt  senkrecht  steht,  so  folgt,  dass  AS  im  Punkte  5  senkrecht 
auf  der  Ebene  des  Berührungs  -  Axenschriitts  stehen,  da^s  also 
auch  W.  ASM  ein  Rechter  sein  muss,  d.  h.  dass'  AS  zugleich 
die  Peripherie  des  Grundkreises  in  S  tangirt.  Die  Bedingnngf 
dass  ^TF  vorwärts  genei^  sei,  bringt  demnach  als  ndthwendigtf 
Folge  mit  sich,  dass  die  Gerade  AS  von  A  an  in  Besie' 
hun^.auf  den  Horizont  abwärts  laufe. 

Dieses  Verhältniss  ist  anschaulich  gemacht  bei  der  projakti^ 
vischen  Zeichnung  in  Fig. 2.,  in  welcher  die  Punkte  A,E,M,W,l9 
die  nämlichen  sind  wie  in  Fig.  1.,  während  die  Geraden    Ea  un4 
AN  die  Projektionen    der  Kanten  EG  und  AB  auf  die  mittler^ 
Vertikalebene  und  AD  eine  in  derselben  Ebene  gezogene  HorisoD^^ 


273 

taUiDie  vorsielloD.  Weon  Dämlich  hier  die  Richtung  des  Halbmes- 
sero  SM  YQu  der  VertikaUiDie  .dl J  divergireo ,  der  \V.  ASM  aber 
ein  Rechtor  sein  soll,  so  muss  augenscheinlich  AS  von  A  an  ab- 
w&rts  Uufen,  nämlich  W.  NAS>NAD  sein.  Und  umgekehrt, 
so  oft  dies  der  Fall  ist,  wird  die  sogenannte  berganlaufende  Bewe- 
gung des  Doppelkegels  vor  sich  gehen« 


B^vor  wir  jedoch  den  analvtischen  Ausdruck  für  diese  Bedin- 
song  lu  entwicLeln  suchen,  scheint  es  nuthig  erst  die  Behauptung 
festzustellen,  dass,  wo  sich  auch  immer  der  l)oppelkegel  wänrend 
seiner  fortrollenden  Bewegung  befinden  mag,  d.  n.  wie  gross  auch 
die  Entfernungen  AT=:AtJ  sein  mögen,  stets  die  Richtung  der 
Linie  AS  dieselbe  bleibt,  nämlich  dass  alle  Punkte,  wie  S  und  S'y 
in  einer  einzigen  Geraden  gelegen  sind.    Kraft  (in  der  oben  an- 
gefShrten  Abhandlung  §.  S,  S.  396«  Z.  6.)  nimmt  zwar  ohne  Wei- 
teres an,   der  Weg,   welchen  der  Schwerpunkt  M  während  der 
Bewegung  des  Doppelkegels  bescfireibt,    sei   eine  gerade  Linie, 
'  was  mit  unserer  gegenwärtigen  Behauptung  ziemlich  zusammenfällt, 
aüetn  die  Annahmen  dieses  Akademikers  bei  der  vorliegenden  Un- 
tersuchung waren  etwaig  voreilig  und ,  wie   wir   demnächst   sehen 
werden,  zum  Theil  irrig,  und  im  gegenwärtigen  Fall  konnte  man 
ffiffHch  fräsen,  warum  denn  nicht  etwa  der  seometrische  Ort  der 
Schwerpunkte  M,  M'  u.  s.  f.  irgend  eine  in  der  mittleren  Vertikal- 
dbene  hegende  Curve  sein  könnte.   Dieser  mögliche  Zweifel  scheint 
vielmehr  erst  durch  folgende  Betrachtung  seine  Erledigung  zu  fin- 
den.   Wenn  zwei  congruente  Kegelflächen  P  und  P",  deren  Axen 
PM  und  PM'  parallel  laufen,  von  einer  Geraden    TT*  berührt 
werden ,  und  zwar  so ,  daäs  die  Berührungspunkte  T,  T'  auf  der 
nämlichen  Seite  einer  durch  die  Axen  gelegten  Ebene  liegen"^), 
so  müssen,  wie  man  leicht  einsehen  wird,    aie   Berührungs- 
Axenschnitte    so   wie  die  berührten   Kegelseiten   PT 
und  P'T'  einander  parallel  sein.    Hieraus  lolgt  nun,  dass 
'während  der  rollenden  Bewegung   des  Doppelkegels   sammtliche 
berührte  Kegelseiten   auf  jeder  l^ite  der  mittleren  Vertikalebene 
in  einer  Ebene  ATS   beziehungsweise    AUS   gelegen   sind,   und 
dass  also  der  geometrische  Ort  der  Punkte.  S,  S'  u.  s.  f.  nichts 
Anderes  ist,    als    die  Durchschnittslinie    dieser  beiden 


*)  Wenn  die  gemeinschaftliche  Tangente  TT'  zwischen  beiden  Kegeln 
hindurchgeht,  so  dass  die  Berührungspunkte  sich  auf  versohiedenen  Sei- 
ten einer  durch  die  Axen  hindurchgelegten  Ebene  hefinden,  so  ^ilt  dieser 
Sata  nicht.  Ins  andern  Falle  aber  überzeugt  man  sich  von  seiner  Rich- 
tigkeit, sobald  man  durch  T  eine  Gerade  TPV  parallel  znr  Axe  und 
ausserdem  die  auf  der  tangpirenden  Ebene  ATS  senkrecht  stehende  und 
die  Axe  schneidende  (in  der  Fig.  1.  jedoch  nicht  gezeichnete)  Normallinie 
Tx  lieht,  und  ganz  dieselhen  Gdnstructionen  ans  Funkte  T'  YominBmt» 
Mit  Hülfe  der  Voraussetzungen  ergiebt  sich  dann  sogleich ,  dass  an  der 
Ton  den  Geraden  TA^  TVy^  Toc  gebildeten  dreiseitigen  Ecke  die  drei 
ebenen  Winkel  gleich  sind  denen  an  der  entsprechenden,  aus  T' A^  T'PV't 
Tx'  gebildeten  Ecke,  und  dass  also ,  ireil  ATPV  und  ATW  in  einer 
Ebene  Hegen,  die  Ebenen  WTviB  und  WVk'P  parallel  sein  mfiteen. 

TheU  VI.  18 
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taneirendeo  Ebenen.  • —  Und  da  sSmmtliche  Halbmesser  8M, 
S'Jlr  u.  8.  f.  auf  dieser  Greraden  AS  senkrecht  stehen,  so  man 
der  Weg  des  Schwerpunkts  allerdings  eine  mit  AS  parallele  Ge- 
rade sein.  Diese  Grerade  MM'  muss  übrigens  verlängert  In  diD 
Halbirungspunkt  N  der  Linie  ACauslanfen,  denn  weil  wir  in^.!. 
BC  gleich  der  Axe  PQ  gemacht  haben,  so  ist  cüe  flnssmfo 
Grenze,  bei  welcher  der  Doppelkegel  Ton  den  Kanten  AB  ind 
^C  unterstützt  zu  werden  auihurt,  dann  erreicht,  wenn  die  Schei- 
tel, jP  und  Q  sich  in  B  resp.  C  befinden,  und  bei  dieser  Lam 
müsste  der  Schwerpunkt  M  in  N.  anlangen.  Freilich  werden  wir 
demnächst  sehen ,  dass  der  Doppelkegel  durch  seine  rollende  Be- 
wegung diese  Grenze  streng  genommen  niemals  erreichen  kana. 

§.4- 

£s  sei  nun  die  Axe  des  Doppelkegels  PQ^=z2h,  der  Doreh- 
messer  des  Grundkreises  s=  2m,  dfer  Winkel  PSQ=2^^  so  dus 

— =tang^  ist. 

Femer  sei  der  Winkel  zwischen  den  Kanten  .^18  und  ^Cgleidi 
%i  und  der  Winkel,  welchen  eine  durch  A  gezogene  VertikaJffiiie 
AJ  mit  einer  dieser  Kanten  bildet,  nämlich  JAS=JAC=^r. 

Mittelst  der  vier  von  einander  unabhängigen,  gegebenen  Grössen 
A,  a,  tff'F  werden  sich  nun  alle  übrigen  constanten  Grössen  be- 
stimmen lassen. 

Um  zuvorderst  den  Neigungswinkel  zwischen  den  EbeDca 
ABGE  und  A  CHE  zu  bestimmen,  welchen  wir  durch  2E  bezeich» 
neu  wollen ,  und  welcher  zugleich  die  Horizontalprojection  des  W. 
BAC  angiebt,  hat  man  aus  dem  Dreieck  GEH 

2A=2£G.sinjB; 

aber. aus  dem  Dreieck  BAC  ergiebt  sich 

2h=z2AB.  sin  fj; 

folglich  ist  sin JE=g^  •  sin^,  d.  h. 

(1)    sin£=?!E5-. 

Um  femer  die  Richtung  der  Geraden  ASZ  zu  finden,  wobei 
wir  in  Betreff  des  Endjpunkts  Z  annehmen  wollen,  dass  NZ 11  M& 
ein  von  N  ^xA  AS  gefälltes  Perpendikel  sei,  so  liefert  uns  das 
4^^^  ^^"^  Werth  ^iV;=Äcotgi7,  also  erhalten  wir  aus  dem  A 
AZVZ,  welches  sich  in  seiner  wahren  Gestalt  in  Fig.  2,  zeigt, 

(2)    siniV^Z=j-J?L^=i5BS5.. 

Acotgi;      tang^ 

Die  Winkel  %i  und  2^  können  zwar  jeden  beliebigen  Werth 
zwischen  den  Grenzen  0  vnd  tr  erhalten,  so  das9  ^  und  ^  belle- 
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bige»  Jedoch  spitze  Winkel  sind»  und  hSchstens  kann  ^^Isrsein» 
in  so  fern  man  die  Untersuchnne  aut  einen  rollenden  Cylinder 
auszudehnen  beabsichtigt ;  in  jedem  Falle  aber  erfordert  die  Natur 
unserer  Aufgabe»  dass  ^>i7  sei.  Denn  wenn  wir  unserer  vorigen 
Bea^ichnung  semäss  unter  2E  die  Horizontalprojeetion  des  W.  %tj 
▼crsteheD»  und  uns  auch  den  Doppelk^el  auf  eine  durch  A  gelegte 
Horüontalebene  projicirt  depken.  so  leuchtet  sogleich  ein^  dass 
äd'>2£  sein  muss,  denn  sonst  konnte  der  Doppäkegel  gar  nicht 
voQ  den  Kanten  AB  und  AC  getragen  werden»  er  würae  vielmehf» 
wenn  man. ihn  so  auf  die  Unterlage  legen  wollte >  dass  er  mit  der 
Peripherie  seines  Grundkreises  durch  A  hindurchginge»  sich  um 
diesen  Punkt  A  herumdrehen»  so  dass  sein  Schwerpunkt  in  der 
Ebene  des  mittleren  Vertikalschnitts  einen  Kreisbogen  um  den 
Mittelpunkt  A  beschriebe»  und  würde  auf  diese  Art  zwischen  den 
Kanten  AB  und  AC  geradezu  hindurchfallcn.  Nun  ist  aber»  wie 
man  aus  (1)  ersieht»  die  Projection  2E  grosser  als  der  projicirte 
Winkel  2^  und  nur  im  Falle»  wenii  jr=^7r  ist»  sind  beide  gleich» 
folglich  muss  jedenfalls  2^-  >  2^  sein.    Demnach  ist  in  allen  Fällen  - 

der  Quotient  *-55S.^<l   und  w^en  (2)  W.  NAZ<,\^.  Dass  übri- 
tane  ^ 

gens  dieser  Winkel  gar  nicht  von  r  abhängt^  ist  sehr  begreiflich^ 
weil  die  Fi&url.»  nämlich  die  Unterlage  sammt  dem  darauf  geleg- 
ten Doppelkegel»  bei  A  festgehalten  und  in  den  Punkten  B  und  C 
erhoben  oder  herabgesenkt  werden  >  konnte  ^  ohne  dass  sich  der 
W.  NAZ  ändern  würde. 


§.  8. 

Zunächst  kommt  es  jetzt  auf  den  Winkel  NAD  (Fig.  2.)  an, 
welchen  die  Gerade  ^iv  mit  der  durch  A  in  der  mittleren  Verti- 
kalebeno  gezogenen  Horizontallinie  AD  macht. 

Durch  Vergleichung  der  Fig.  2.  mit  Fig.  1.  ersieht  man  aber» 
dass  ND  nichts  Anderes  ist»  als  die  vertikale  Erhebung  des  Punkts 
B  über  den  Punkt  Ay  folglich 

ND—AB.^o^r% 
ferner  ist 

^iV=  JB.COS17» 
folglich 

(3)  siniV:.lZ>=52i£. 

cos^ 

Dieser  Winkel  ist  naturlich  unabhängig  Ton  ^.  Am  Schluss  des 
§.  2.  hatten  wir  aber  gefunden»  dass  die  vorwärts  rollende  Bewe- 

fung  dann  Statt  finden  müsse»    und    auch    nur    dann  Statt  finden 
önne»  wenn  W.  NAZ'^NAfi  ist.    Es  kommt  daher»  den  For- 
meb  (2)  und  (3)  zu  Folge»  darauf  an,  ob 

tangiy  >cos/^ 
tang^^coss; ' 

18* 
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d.  b. 


f 


t 


(4)    «11117=: lang ^ cos r 

ist  Je  nachdem  nämlich  die  gegebenen  Winkel  &,  tf,  P  in  efaMM 
solchen  Verhältniss  zu  einander  stehen,  dass  hier  entweder  das 
obere  Zeichen ,  oder  das  mittlere  oder  das  untere  Realität  Ikat, 
wird  beziehungsweise  der  Doppelkegel  sich  vonvärts  Ton  A  gcgn 
N  bewegen,  pder  im  Gleichgewicht  liegen  bleiben,  oder  rflekwftrfi 
gegen  A  hin  rollen. 

Da  sin  17  übrigens^  wie  bereits  im  vorigen  §.  bemerkt  wofden, 

der  Natur  der  Sache  nach  kleiner  als  sin^^  also  1>  -7—^  sein  nuiM, 

sm^ 

so  kann  nian  wegen  (4)  auch  sagen :   Sobald  der  Doppelkegel  tob 

selbst  vorwärts  rollt,  muss 

cos<r 

d.  h.  ^  kleiner  als  r  sein,  ~r  welcher  Satz  jedoch  nim  nicht 
mehr  umgekehrt  werden  kann.  Den  W.  r  setzen  wir  natürlich 
bei  dieser  Untersuchung  als  spitz,  höchstens =/2,  voraus,  weit 
wenn  r  ein  stumpfer  Winkel  wäre,  von  einer  bei^anlaüfenden Be- 
wegung gar  nicht  mehr  die  Rede  sein  konnte. 

Endlich  bemerke  man  noch,  dass  je  nachdem  in  (4)  das  obere, 
mittlere  oder  untere  Verbindungszeichen  gilt,  auch 

BN>  h 

-j^=--cosr, 

AB  <^  a 

d.  h. 

a  =  JÄ.cosJT 

ist*    Und  weil  AB.coßP  die  vertikale  Erhöhung  des  Punkts  B 
über  dem  Punkte  A  angiebt,   so  lässt  sich  die  vorige  Bedingung 
auch  so  aussprechen:  Der  Doppelkegel  wird  vorwärts  oder  rfick* 
wärts  rollen  oder  stillstehen,  je  nachdem  die  vertikale  Erhebung 
des  Punkts  B  über  den  Punkt  A,  nämlich  die  Linie  ND  in  Fig.  %t 
kieineF  oder    grösser  oder    gleich  ist  dem  Halbmesser  des 
Grundkreises.    Noch  bequemer  »eiiich  ersieht  man  dies  Ergebniis^ 
aus  der  Beschaffenheit  der  rechte inkli<i^en  Dreiecke  ANZ  und  AND 9 
weiche  die  Hypotenuse  gemeinschaftlich  haben,  und  in  denen  als^ 

W.  NAZ^NAD  sein  wird,  je  nachdem  ^^j  ^ND  ist.      ^ 


§.  6. 

Wenn  ^=:i7r  wäre,  nämlich  wenn  anstatt  eines  Doppelkegeln 
ein  Cylinder  vom  Durchmesser  2a  auf  die  beiden  Kanten  de^ 
Unterlage  gelegt  würde,  so  hätte  man  sin?7cotg^'=0,  und  es  könnte 
also  gar  nicht,  wie  der  Bedingung  (4)  zu  Folge  für  eine  aufstei«*' 
gende  Bewegung  verlangt  wird»    sini!7Cotg^>cos/'  sein^  sonden^ 
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es  ist 5  wenp  dabei  r  von  ^vc  Terschieden  aageDommeii  wird^ 
8iiii7Cotg^<cosi\  d.  h.  ein  Gylioder  wird  auf  der  Unterlage 
abwfirts  gegen  A  hin  rollen,  und  ,  nur  für  jT^^nr  ist 
sin)7cotg^=cosr=0^  nämlich  wenn  die  Kanten  der  Unterlage  ho- 
rizontal gestellt  sind,  so  bleibt  der  Cyllnder  im  Gleichgewicht 
auf  denselben  liegen. 

Wenn  man  dag^en  einen  wirklichen  Doppelkegel  vor  sich 
hat»  wobei  also  <^<i!ir  ist,  so  ersiebt  man  aus  (4),  jdass  beiun- 

feändertem  n  durch  Verkleinerung  von  r,  d.  h.  durch  steilere  Er- 
ebung  der  Kanten  AB  und  AC,  leicht  die  Möglichkeit  der  auf- 
wärts rollenden  Bewegung  aufgehoben  und  der  Zustand  des  Gleich- 
gewichts herbeigeführt  werden  könne,  yreil  nämlich,  wie  bereits 

in  §.  4.  bemerkt  worden,    • — ^  jedenfalls   <1    ist.     Und   femer» 

sobald  dieser  Zustand  des  Gleichgewichts  eingetreten  ist,  so  wird 
bei  unverändertem  P  und  &  bloss  durch  Vergrusserung  des  W. 
%l  wieder  die  aufwärts  rollende  Bewegung  veranlasst  werden,  wel- 
che Fotgeningen  man  bekanntlich  durcn  das  Experiment  leicht 
bestätigt. 

Im  Uebrigen  konnte  man  für  jede  beliebige  Grösse  der  gege- 
benen W.  ^,  r,rj  die  Winkel  NAZ  und  NAD  nach  (2)  und  (3) 
berechnen,  und  wenn  dabei  NAZ^NAD  ausfällt,  so  würde  dem 
§.  3.  zu  Folge  eine  wit  AZ  im  Abstände  MS=3i'S'=za  parallel 
gezogene  Gerade  MN  den  abwärts  geneigten  Weg  darstellen ,  in 
welchem  während  der'  aufwärts  rollenden  Bewegung  des  Doppel- 
kegels sein  Schwerpunkt  allmählig  herabsinkt. 


§.  7. 

Auch  lässt  sich  jetzt  schon  das  statische  Moment  bestinmien, 
durch  welches  bei  einer  beliebigen  Position  des  Doppelkegels  seine 
vorwärts  rotirende  Bewegung  verursacht  wird.  Zienen  wir  nämlich 
(Fig.  20  durch  W  und  m  die  Vertikallinien  Wr  und  Ma  und  durch 
M  die  Horizontallinie  Ma  und  setzen  W.  DAZ=NAZ-'NAD=(tM 
und  die  Masse  des  Doppelkegels =2P,  so  ist  auch  W.  MWv^otf 
also  das  statische  Moment P=2P.illfF. sin w. 

Hierbei  kann  man  die  veränderliche  Grösse  JUTTleicht  durch 
die  Variable  AT  (Fig.  1.)  ausdrücken.  Denn  die  ähnlichen  Dreiecke 
WMN  und  NZA  in  Fig.  2.  liefern  sogleich  die  Proportion 

MW_  WN_  AN-A  W 
NZ~  AN'^       AN     ' 

und  anstatt  dieser  kann  man,  wie  aus  Fig.  I.  erkannt  wird,  setzen 

MW  _  AB -AT 
a    ^      AB      ' 

h 

also  ist,  wenn  man  für  a  und  AB  die  Werthe  hcotu^  und  -; — 

°  smi9 

benutzt, 

.6)    MW=.iAB.ÄT)^. 
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Um  aber  den  W.  a»  durch  die  gegebenen  Grössen  auszudrüelni,    , 
krinnte  man  zuvOrderst  aus  (2)   und  (3)  cos  NAZ  und  cos  IfAb    f 
suchen  und  dann  t 

sin(NAZ-NAD)  und  coaiNAZ-^NAD) 

entwickeln     Es  ist  jedoch  für  die  Folge  bequemer,  statt  des  W» 
kels  V  seine  Projection  JE  einzuführen,  dann  wird  nämlich  w«n 

(i).  ih  (3) 

sin  17  =  sin  £sin  F, 


cos  ^  ==  V^  1 — sin  JP  sin  F", 


f^     '    AFJ'^       sinUsinTcotg^-  ^^sin^'-sitoJSntoT" 

(7)    8in  NAZ=.^, :^^-rr— T — rr  j  ^^'^  /V>4Z=         — 

^  ^  Tl-sinJB^sin  r»  sm^V  1— »inJPrinP 

«     .    »^  ^  wv  cos  r  „ . ..  cos  jBsin  T 

^  ^  t^l  — sin£*sin  i  ^  T  1— sinJE'sini' 

und  deshalb 


/nx      .           1 « m  2E  cos  &  sin  r*  —  cos  r  V  sin  ^»  —  sin  JE*  sin  i* 
^^>    •'""'= sin^(l-sinE*sin/-) ' 

sin  /Tsin  ZTcoa  Jrcos^+  cosJEJ  Vsin  ^*  —;  sin  JS"  sin  F*] 

cos  w  = *■ : — T-7i ; — iTT— ; — jTTT ^^ 

sm  ^  (1— Sin  L^  sin  /^) 

oder  auch ,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  dieser  Ausdrücke  durck 

1  1 

sin /^  sin  ^  dividirt,  und  die  Quotienten   .    ,^   und  -r-r^  durch  Co- 

sin/^  sm^ 

tangenten  ausdrückt, 

rtO^    .    ^^ _ sin JEcos JScotg^ — cotgi'^cosJE^-hcotgr»— tdngco<|[J* 
^    '        '^  ^  cos£'+cotgr* 


sm  E  cotff  r  cotff  ^+  cos  JE  ^cos  JE*4  cotgr*— 8Ui£"cote^ 
cos  («= ^    ■     ^ — 5 isr-; — T  „1    •     ^— 

cosjcr+cotgr* 


§.8. 

Wir  haben  im  Vorhergehenden  diejenige  Stetlang  des  IKippd- 
kegels,  wenn  er  crerade  über  den  Vereinigungspunkt  der  beiden 
Kanten  AB  und  AC  gelegt  wird,  absichtlich  noch  nicht  als  die 
ursprüngliche  bezeichnet,  weil  diese  Stellung  in  der  That  eine  etwas 
genauere  Besprechung  verdient.  Bei  dem  ersten  Anblick  mag  t» 
nSmIich  Schemen,  als  wenn  in  dieser  anfSnglichen  Stelinng  def 
Schwerpunkt  des  Doppelkegels  sich  vertikal  über  dem  gedachten 
Vereinigungspunkte  der  Kanten  befinden  müsse  und  dass  man  mir» 
weil  alsdann  theoretisch  betrachtet  Gleichgewicht  Statt  finden 
w  ürde ,  durch  einen  kleinen  Druck  u.  dgl.  ein  wenig  nachsuhelfefi 
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brauchte  5  uiii  sogieicb  die  fortrollende  Bevregung  zur  Erscheinung 
zu  bringen.  Di€»e  Ansicht  finden  wir  denn  auch  ausgesprochen 
in  der  apgeführien  Abhandlung  von  Kraft*)  durch  die  Worte: 
^  Huic  puncto  concursus  immineat  yerticaiiter  oentruni  gravitatis  rotae 
aut  centrum  basium  circularium  conjunctarum  quod  sit  D,  -^  in 
Verbindung  mit  der  schon  früher  angefahrten  Stelle**):  Durante 
igitur  hoc  motu  centrum  gravitatis  descripsit  lineani  DO.  Bei  einer 
soi|^ltigeren  Ueberiegnng  aber  drängt  sich  die  Frage  aof ,  ob  es 
oicht  unter  gewissen  Umständen  mög^ch  sei^  dass  anfongs  der 
Doppelkegel  sich  um  den  Punkt  A  herumdrehe»  ohne  mit  der  Pe- 
ripnerie  seines  Grnndkreises  diesen  Vereinigungspunkt  der  Kanten 
und  mit  dem,  aus  der  vertikalen  Stellung  in  eine  schräge  Lage 
fibei^henden  Halbmesser  JA  die  Ebene  des  mittleren  Vertikal« 
iKhnitts  zu  verlassen  9  und  dass  erst  später,  sobald  diese  Umdre« 
hung  wegen  des  Widetständs  der  Kanten  AB  und  AC  unmöglich 
gemacht  wflrde,  die  fortrollende  Bewegung  einträte.  Der  Unterschied 
awischen  dieser  fortrollenden  Bewegung  und  derjenigen«  welche 
ich  so  eben  Umdrehung  genannt  habe,  wfirde  offenbar  in  der^  An- 
zahl der  Berfihrungspunkte  zwischen  der  Gesammtoberfläche  des 
Doppelkegeis  und  seiner  Unterlage  begründet  sein.  Denn  während 
der  blossen  Umdrehung,  wenn  eine  solche  Statt  findet,  wird  sich 
der  Halbmesser  AK  ^ig.  2.)  von  der  Vertikallinie  AJ  abwärts 
drehen,  ohne  dass  der  Doppelkegel  von  der  Unterlage 
in  irgend  einem  andern  Punkt  ausser  A  berührt  würde: 
sobala  dagegen  der  Winkel  JAK  sein  Maximum  erreicht  hat,  weil 
einer  weiteren  Umdrehung  sich  der  Widerstand  der  Kanten  AS 
und  AC  entgegenstellt,  so  wird  in  diesem  Augenblick  der  Doppel- 
kegel mit  der  Peripherie  seines  Grundkreises  den  Vereinigunes- 
Smkt  beider  Kanten  verlassen  und  wird  sofort,  indem  sich  der 
erührungspunkt  A  gewissermassen  in  zwei  aus  einander  tretende 
Punkte  zerspaltet,  in  diesen  zwei  Berührungspunkten  auf  den 
Kanten  AH  und  AC  gestützt  sein. 


§.9.  ' 

Um  diese  etwas  delikate  Frage  zu  entscheiden ,  sei  der  Schwer 
punkt  des  Doppelkegels  der  Ursprung  rechtwinkliger  Coordinaten, 
die  Ordinaten  Z  mögen  in  der  Kicbtnng  der  honzontaüiegenden 
Axe  des  Kegels,  die  Axen  der  X  und  F^aber  beide  in  der  Ebene 
des  mittleren  Vertikalschnitts,  die  erstere  horizontal  und  positiv 
nach  der  Seite  hin,  nach  welcher  die  Kanten  der  Unterlage  in  die 
Hube  laufen,  die  andere  vertikal  aufwärts  angenommen  werden. 

Alsdann  entspricht  der  Oberfläche  des  au?  der  positiven  Seite 
der  Z  liegenden  und  jetzt  allein  zu  betrachtenden  einfachen  Kegels 
P  die  Gleichung 


*)  1.  c*  S*  'S".  Der  Punkt  D  hat  daselbst  die  nämliche  Bedeutong 
wie  in  unserer  Fig.  1.  der  Punkt  J. 

'*^)  i*  c.  §.  8.  Dass  die  Kanten  Al\  und  AC  daselbst  horizontal  vor- 
ausgesetKt  werden  ^  macht  keinen  Üntersdbied  in  der  Sache. 
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■  1 

Verlesen  wir  dagei^en  den  Anfangspunkt  der  Coordioaten,^  oIm  Vi 

jedo(!h  an  ihrer  Kichtung  etwas  zu  ändern ,  nach  A,  und  bezeidmei  .in 

die'  (""oordinaten  des  Schwerpunkts  nach  den  Richtungen  der  neim  ^  ^ 
X  und  Y  durch  I  und  v,  so  ist 

(LI)  Ä«(a;-f)«  +  Ä«(y-t;)«=aMA-0'. 

Die  durch  den  Vereinigungspunkt  A  gehende,  aof-  der  Seite 
der  positiven  Z  gelegene  Kante  AB  aher  lässt  sieh  als  Durch- 
schnitt zweier  Ebenen  betrachten ,  von  denen  die  eine  dnidi  di« 
Axe  der  V  geht,  also  vertikal  steht  und  mit  der  Ebene  der  XT 
den  Winkel  E  bildet,  während  die  andere  durch  g^enwärtiin Aie 
der  Z  geht  und  gegen  die  Coordinatenebene  XZ  unter  demWIakel 
NAD   geneigt   ist,    dessen   Sinus    und   Cosinus   in    $.  7.   g^odi 

cosjT  cos^sinT 

VfT^W^T^  beziehungsweise  ;^p==^=^=^5eland«.™^ 

den  i^t.  Diese  Kante  wird  also  durch  das  System  folgender  bdidn 
Gleichungen  reprSsentirt : 

a:sin£— icosJE=0,    xcosr— ycos£sin/'=0, 

welche  den  beiden  eben  bezeichneten  Ebenen  entsprechen.  Sob- 
stituirt  man  die  Werthe ,  weiche  sich  hieraus  för  x  und  jf  eigcbci, 
nämlich 

a2)    x=zcotgE,    9=^^f> 

in  die  Gleichung  (11),  so  erhält  nuin  eine  Gleidrai^,  welche  nr 
X  enthält  und  in  Beziehung  auf  diese  Variable  vom  zweiten  Gnde 
ist,  und  durch  deren  Auflosung  die  Werthe  dieser  Coordinate  fib 
diejenigen  beiden  Punkte  sich  ergeben  müssen,  in  denen  die  Kid- 
tenlinie  AB  im  Allgemeinen,  so  lange  die  Richtung  des  tod  A 
nach  dem  Schwer^mnkt  des  Doppelkegels  gezogenen  Halbmessers 
noch  nicht  näher  bestimmt  worden  ist,  durch  die  K^[elfläche  P 
hindurchdrint^.  Bezeichnen  wir  aber  zu  gleicher  Zeit  denjen^ca 
spitzen  WinJ^el,  auf  dessen  mrigliche  Existenz  es  ankommt,  wel- 
CDen  nämlich  der  eben  erwähnte  Halbmesser  mit  den  in  A  Tcrtibl 
stehenden  Radius  AJ  bildet  (etwa  den  Winkel  JAK  in  FW.  1) 
mit  ^v.  so  dass  £=fl$inC*  und  v=acosO  ist;  so  erhSlt  die  p- 
dachte  Gleichung  die  Form 

*«(scotg£:-flsint!«)*  +  Ä'(*-^^?^-acosv)«=a«(*-s)\ 

sin/:« 

d.  h. 

(Ä*cosf>  +  *«cotgr*-a*sin£:«)2« 

— 2Aa  (  A  sin  £  cos  £  sin  i!* -f- ^  <^otv  r  sin  £  cos  ^*  —  a  sin  £*)  : =0- 


Die  eine  Wurzel  hierron  ist  :  =  0..  und  dazu  gehurt  w^gen  (13) 
auch  j'  =  0.  ^  =  0,  durch  welche  Coordinatenwerthe  var,  wie  t* 
die  Natur  der  Sache  verlangt,  angegeben  wird,  dass  die  Kantfi* 
linie    mit    der  Kegelfläche    den    Punkt   A  gemeinsckLftfidi  hik- 
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Huh  AbfiM>iideraDg  dieser  ersten  Wurzel  wird  aber  die  andere , 
iMüm  man  sogleich  alle  Glieder  der  Gleichung  durch  k*  dividirt 

md  fttr  T-den  Werth  cotg  ^  einfährt  «- 

^«jv      2asinjE(co»  ^ij>intf>-t-cotgrcostt;  —  cotg^»in£J) 

^    ^    '""  cos£r*  +  cotgi*-cotg^»sini;'* 

Nun  muss  aber^  wie  bereits  in  §.  4.  bemerkt  worden,  allemal 
laig^>tang£  sein,  also 

(14)    cos  £>  cotg^ sin E, 

wi  deshalb  ist  der  Nenner  des  für  z  gefundenen  Ausdrucks  (13), 
wie  ffross  auch  sonst  die  spitzen  Winkel  E,  Fy  &  angenommen 
weraeD  mOgen,  eine  positive  Grosse,  woraus  folgt,  dass  das  Vor- 
irichen  von  z  sich  lediglich  nach  dem  in  Klammern  eingeschlossenen 
Factor  des  Zählers  ricntet    Setzen  wir  daher 

(15)    cos£sini{;-f-cotgrcos'^=co^^sin£-f-^» 

vo  9  dne  noch  unbestimmte  Grosse  bezeichnen  soll ,  so  wird  z 
■gleich  mit  dieser  Grosse  S  positiv  oder  negativ  oder  Null.  Aus 
wer  letzten  Gleichung  erhalten  wir  aber,  wenn  wir  anstatt 
ootg^siD£-|-^  ^^^  Kürze  wegen  fi  schreiben  und  quadriren, 

co^J*cost^*— 2^cotgrcosi|^+^i*=cos£*(l  — costl^*). 


^^n , I.  ^ /*  cotg  rdb  cos  £V  cos  £'+ cotg /'»—^\ 
^■^""  cos  £'  + cotg /*•  ' 

Nun  bemerke  man,  dass  zwar  die  von  dem  Winkelt)^  abhängige 
Ltte  des  Doppelkegels  so  beschaffen  sein  kann ,  dass  wenn  man 
m  seine  auf  der  Seite  der  positiven  z  gelegene   Hälfte ,  nämlich 
'  1e  Kegelfläche  P,  welche  wir  hier  allein  in  Betrachtunff  gezogen 
Ubep,  über  die  gemeinschaftliche  Basis  beider  Kegel  hinaus  er- 
weitert  und  die  gieichfails  auf  die  positive    Seite  der  z  fallende 
KaDtenlinie  AB  über  A  hinaus  verlängert  denkt,  diese  Verlänge- 
nme  in  jene  Fortsetzung  der  Kegclfläcbe  eindringe  und  irgendwo 
mi  der  Seite  der  negativen   z  noch  einen  zweiten  Durchschnitts- 
puikt  mit  ihr  gemein  habe,  dass  es  aber  den  Bedingungen  unse- 
^  Aufgabe,    nämlich   der    Undurchdringliöhkeit  der   Kante   AB 
^derstreiten  würde,  auf  der  Se:te  der  positiven  z  einen  solchen 
^Weiten  Durchschnittspunkt  zu  denken»    Da  also  der  in  (13)  für  z 
«tbaltene   Werth    entweder    negativ  ausfallen  muss  (in  welchem 
lalle  den  Formeln  (12)  zu  Folge  auch  die  zugehörigen  Coordinaten 
^  und  y  negativ   sind),  oder  auch   sich  auf  Null  reduciren  kann, 
^odurcn  angezeigt   sein  würde,  dass    die  Kantenlinie  AB  keine 
Sekante  derl^egelfläche  sei ,  sondern  dieselbe  im  Punkte  A  tangire, 
Und  da  das  Vorzeichen  von  z,  wie  oben  bemerkt,  mit  dem   Vor- 
gehen von  S  übereinstimmt ;  so  darf  auch  in  dem  für  cos  ib  gefun- 
4caeD  Ausdruck  3  nur  als  eine  negative  Zahl  oder  als  Null  be- 
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trachtet  werden«  Ans  der  Gleichanff  <15)  aber  ist  eniichtllch,  dt 
die  in  dem  linken  Theil  dieser  Gleichung  erscheinenden  :Winkcl 
yf},  E,  r  alle  als  spitz  und  positiv  angenommen  sind,  dass  /u  = 
cotg^sinJEJ-|-^  ^'^^^  positive  GrOsse,  nämlich  dass  der  mime- 
risclie  Werth  von  ^  kleiner  als  cotg^sin£  sein  müsse,  und  hieraiu 
folgt  neiter,  dass  indem  für  cos  tf;  gefundenen  Wertbe  die  Wurzei- 
grusse positiv  zu  nehipen  sei.  Denn  nach  (14)  ist  cos£>cotg49  sinJS^ 
also  auch ,  weil  S  keine  positive  Grösse  sein  kann ,  cos  £  >  /u  Dem- 
gemäss  ist  dann  auch  weiter 


l^cotg  r*  +  cos  £*  —  /ii*  >cotgr; 

also,  wenn  man  diese  beiden  letzten  Ungleichungen  mit  einander 
multiplieirt ,  um  so  mehr, 

cos  E  Vcotg  r*  +  cos  £J"  —  ^*  >  ju  co^r. 

Wollte  man  daher  die  Wurzelgrösse  negativ  nehmen,  so  wfindf 
cost);  negativ  ausfallen,   also   auf  einen  stumpfen  Winkel  ip  hin- 
weisen, welches  der  hier  in  Frage  stehende  nicht  sein  kann. 
Aus  der  Gleichung  (15)  erhält  man  nun  weiter 

.    ,      u  — cotgrcos^ 

sin  V = '^ ^j, , 

cos  iE«  ' 

also  durch  Substitution  des  für  cosy  gefundenen  Ausdrucks: 


.         ^        ^  cos£«+cotg/"^ 

Diese  Formel  lehrt,  weAn  ^=0  angenommen  werden  soll,  für 
welche  Annahme  man  den  Zähler  nur  gleich  Null  zu  setzen  braucht, 
dass  dann  /**  =  cotg/^.,  also  weil  ^  nach  dem  oben  Bemerkten 
eine  positive  Grösse  sein  muss,  ^=  cotgj*,  folglich  d=cotgi' 
— cotgö-sin£  sei,  während  für  diese  Annahme  sich  aus  (13)  rar 
den  zweiten  Durcbschnittspunkt  der  Kantenlinie  AB  mit  der  Kegel- 
fläche P  der  Goordinatenwerth  ; 

/|  yv      2qsin  JE(cotgr— -cotg^sin^) 

^    ^    ^  "^  cos  £:»+cotg/'*~  cotgl^«  sin  £* 

ergiebt.  Damit  dieser  Werth  nicht  positiv  ausfalle,  darf  cotgT 
picht  grosser  als  cotgt^-sinf  sein,  und  wir  haben  daher  fOi  die 
Moglicnkeit  den  Doppelkegel  überhaupt  so  zu  le^en,  dass  er  mit 
einem  Punkte  der  Peripherie  seines  Grundkreises  den  Vereinigungs- 
punkt der  beiden  Ksnten  AB  und  AC  berührt  und  sein  Sdiwer- 
punkt  sich  vertikal  über  diesem  Vereinigungspunkt  befindet,  die 
bedingungen 

cotg^  sin  £>  cotgr, 
oder 

cotg^8in£=ootgi'. 
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Diese  beiden  Fälle  mAMen  aber  woU  irateneUeden  irad  einzeln 
DÜber  untersucbt  werden.  Es  kann  nämlich  sin^  tlberhaupt 
nur  alsdann  einen,  foh  Null  verschiedenon  nnd  posi- 
tiven Werth  erhalten^  wenn  die  durch  (t  vorgestellte 
Summe  >  co^  jT  ist,  wovon  man  sich  sofort  überzeugt,  wenn 
man  dem  Zähler  der  Formel  (16)  die  Gestalt  giebt 


V^«(cos£*-|-cotgr*)— ^*cotg/''"~1^cotgr*(cos£»+cotgr*)— ^*co^r". 

Di^  ab^  fSr  jeden  Werth  von  V'  immer  A*=cotg^sin£-|-^  ic^t,  so 
liesse  sich  fiir  ein  solches.  Verhältniss  der  Constanten  ^,  Ey  r, 
wobei  cotg^sin£  =  cotgr'  wird,  die  mit  v^  gleichzeitig  variireude 
Grosse  /*  nur  dadurch  grösser  als  cotgr  machen  >  dass  man  der 
Grösse  S  einen  positiven  Werth  beilegte,  was  mit  dem  Umstände, 
dass  z  nothwenclig  entweder  negativ  oder  gleich  Null  sein  miiss, 
nicht  vereinbar  ist.  Wenn  daher  die  Consüinten  ^,  E,  r  wirklich 
in  dem  Verhältniss  zu  einander  stehen,  dass  die  Gleichung 
cotg^sin£==cotg/'  erfüllt  wird,  so  kann  man  zwar  dem  Doppel- 
kegel ,eino  solche  Lage  anweisen ,  dass  er  auf  dem  Vereinigungs- 
punkt der  beiden  unterstützenden  Kanten  ruht  und  sein  Schwer- 
punkt sich  in  der  von  diesem  Punkt  aufwärts  gezogenen  Vertikal- 
unie  befindet,  also  y/=0  ist,  und  die  Gleichungen  (17)  und  (12) 
zeigen,  dass  die  beiden  Kanten  alsdann  Tangenten  der  Kegelfläcfaen 
sind;  allein  irgend  eine  Drehung  desselben  um  einen 
positiven  Winkel  y^  wird  unter  diesen  Umständen 
durch  den  Widerstand  derKanten  unmöglich  gemacht 
werden.    Auch   giebt  durch    Substitution   des  ^^erths  cotg^=: 

y.  "^  und  des  daraus  folgenden 
sin£ 

sin^*=^      «nZ? 


sin£»  +  cotgr* 


die  Formel  (9),  sobald  man  Zähler  und  Nenner  derselben  vorerst 
durch  sin^  dividirt,  den  Werth 


,  cos  E  sin  Tcos  T—  cos  T  t^l  —  (  sin  E*+  cotg  T*)  sin  T" 

«in  0  = ' 1 '     ra    '     T^a      ^ — ^ " 

1  —  sm  jE*  sm  jT* 

__  cos  r[  cos  jEsin  T^  VT^(  1  -  cos  E^)  sin  F*  —  cos  T'] 
""  l-sin£^sinr* 

=0, 

woraus  hervorgeht,  dass  der  Doppelkegel  unter  diesen  Umständen, 
man  mag  ihn  auf  die  Schenkel  der  Unterlage  hinlegen  in  welchen 
Punkten  man  will ,  nicht  im  Stande  ist  von  selbst  weiter  zu  rollen. 
Wenn  dagegen  cotg  O  sin  £>cotgPist,  so  bleibt  auch  ft= 
cotff4^sin£-|;^  grösser  als  cotgl",  so  lange  die  negative  GrOsse 
S  dem  numerischen  Werthe  nach  die  Differenz  cotgO  sin  £-^  cotg  P 
nicht  überschreitet;  und  innerhalb  dieses  Grenzwertiis  und  dem 
Werthe  d:=:0  ist  denn  auch  sinif;  von  Null  verschiedener,  positiver 
und   reeller  Werthe  fähig,  —   reeller  Werthe   aus  dem  Grunde > 
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*  weil  wegen  fi<cotgOsiDir<cos£  (zu  Folge  (U))  die  Wurzel» 
ffHNSse  iB  dem  Ausdruck  (16)  niemals  imaginär  ausfalleit  kaon. 
Slun  zeigt  aber  diese  Formel  (16)  auch^  dasS  der  AV.  if;  bei  eoiH 
8tahten  Werthen  von  A'  und  JT  desto  grosser  wird,  je  grosser  fn 
ist;  und  weil^  wenn  fi  wachsen  soli^  oer  numerische  Wertb  Yon 
d  abnehmen  muss^  so  erreicht  der  W.  tf;  sein  Maximum,  sobald 
man  ^=0^  also  ft  =  qotg '9- sin  £  annimmt.  Für  dieses  Maximun 
hat  man  daher  den  Werth 


Aiox    .     .      cotg^in  E cosjK— cotgr1^cote:r*+cosJB*—  cotß&'AnP 

(18)  8m'ü;= — -2 g^  ,      i.    r*a '-^ • 

^    '        ^  cosjEJ*  +  cotgr" 

Dieser  Werth  ist  aber  mit  dem  in  Qff)  fdr  sin  od  eefandenen 
identisch,  also  das  Maximum  von  ^=(o,  nämlich  W.  JAK= 
DAZ  (Fig.  2),  woraus  fol»t,  dass  der  Radius  KA  alsdann  seA- 
recht  auf  w^Z  steht.  Wenn  daher  die  Bedingung  cotg^sin£>coter 
erRlllt  ist  und  man  alsdann  djen  Doppelkegel  so  'auf  den  Vereini- 
gungspunkt  der  Kanten  AB  und  AC  legt,  dass  sein  Schwerpunkt 
nur  ein  wenig  aus  der  vertikalen  Richtung  AJ  abweicbc^nd  in  die 
Winkelebene^  JAN  fallt,  so  findet  zunächst  eine  Umdrehung  um 
den  Berflhrungspunkt  ^^  Statt  und  zwar  so  lange,  bis  -der  Rädias 
AK  mit  den  Halbmessern    MS,    31' S' ,   u.  s.  f.  gleiche  Neigm» 

fegen  die  Horizontallinie  ^/>  erhalten  hat,  d.  h.  bis  die  dure| 
ie  Axe  des  Kegels  und  den  Berührungspunkt  ^  ge- 
legteEbjene  mit  allen  andern  Berübrungs-Axenschnit- 
ten  PSM y  P'S'M'  parallel  geworden  ist,  —  und  dann  erst 
beginnt  die  fortrollende  Bewegung.  In  dem  Augenblicke  also, 
wenn  der  Doppelkegel  aufbort  mit  der  Peripherie  seines  Grund- 
kreises den  Punkt  A  zu  berühren ,  ist  seine  Stellung  ganz  die  näm- 
liche ^  wie  wir  sie  in  den  vorhergehenden  §§.  für  einen  beliebigen 
andern  Zeitpunkt  während  seiner  fortrollenden  Bewegung  haben 
kennen  gelernt.  Zugleich  ergiebt  sich  aus  diesen  Betrachtungen, 
dass  die  von  Kraft  (1.  c.  §.  8.)  angegebene  Formel  tang  ANK= 

taiigiV:4Z=^=^^  =  |M  (weil  er  nämlich  glaubte,  das 

j\  ANK  sei   bei    A    rechtwinklig)    falsch    ist  und    heissen  mnss 

sin  ANK^B\nNAZ=z^^^,    wie   wir  sie  in   §.  2.   aufgesteUt 

haben. 


§.10. 

Ish  wende  mich  jetzt  zur  Betrachtung  der  auf  der  Kegelober- 
fläche liegenden  Curve ,  in  welcher  alle  in  Fig.  1.  mit  T^  3r,  u.  s.  £ 
bezeichneten,  nach  und  nach  mit  der  Kante  A3  in  Berührung 
kommenden  Punkte  gelegen  sind.  Diese  Curve  kann  man  offenbar 
auch  auf  die  Art  entstehen  lassen ,  dass  man  sich  den  Doppelkegel 
selbst  als  stillstehend  vorstellt,  aber  die  Kante  AB  dergestalt  an 
seiner  krummen  Oberfläche  rings  herumführt,  dass  sie  fortwährend 
die  Kegelfläche  tangirt  und  zugleich  gegen  die  durch  den  jcfdes- 
maligen  Berührungspunkt  T  gezogene  Kegelseite  PS  unter  einem 
Constanten  Winkel  üTB  geneigt  bleibt^   dessen  trigonometrische 
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Taogente  durch  "^^=1;^  angegeben  wird,  weil   nSmIich  alle  Be- 


rflhmogs  -  Azenschnitte  auf  der  Geraden  AZ  perpendikulär  stehen 
(L  i).    Nehmen  wir  jetzt  in  Fig.  3.  den  Punkt  O  in  der  Peripherie 
dcf  umndkreises  als  denjenigen  Punkt  an ,  von  welchem  die  {ge- 
dachte Schneckenlinie   OTKL  ihren   Anfang  nimmt  und  welcher 
also  ursprünglich  mit  dem  Vereinigungspunkt  der  beiden  Kanten 
der  Unterlage  in  Berührung' war,  und    jT  für  einen  beliebigen  an- 
I     dem  Punkt  der  Curve,   ÄTb  für  die  zugehörige  Berührungslinie. 
\     Da  jede  solche  Berfihniugslinie  gegen  die  demselben  Punkt  ent« 
^     apechende  Kegelseite,  oder  wie  man  bei  Rotationsflächen  im  All- 
^     gffBeineo  zu  sprechen  pflegt,  gegen  den  Meridian  PTSMuiet  einem 
b     eoBStaoteD  Winkel  geneigt  ist,  so  ist  die  Curve  selbst  eine  söge» 
>     lannte  Kegel loxodrome.  Zieht  man  auch  am  Punkte  iS  in  der 
\     Ebene  des  Grundkreises  an  dessen  Peripherie  die  Tangente  SA^ 
)     ao  liegt  diese  mit   TA  in  einer  Ebene  und   beide  schneiden  sich 
also  in  einem  Punkte,  welcher  aus  einem  sogleich   deutlich  wer- 
dandeo  Grunde  mit  A  bezeichnet  worden  ist.     Es  sei  nun  ferner 
A»J&»  Projection   der  Tangente  AT  auf  die  Ebene  des  Grund- 
baise«  und  OW  die  Projection  der  Loxodrome   OTi.  so    muss 
laeh  eiD^m  bekannten  Satze  Av  zugleich  die  dem  Punkte  W  ent- 
aprechende  Tangente  an  die  Curve  OW  sein.    Nun  ist  aber  auch 
B  Fig.  1.  und  Fig.  2.  die  Gerade  AW  nichts  anderes,  als  die 
Projection  der  berührenden  Kantenlinie  AT  auf  die  Ebene    des 
.  *  (hundkreises ,  folglich  muss  der  in  Fig.  3.  mit  AWS  bezeichnete 
Winkel  mit  dem  gleichnamigen  in  den  beiden  andern  Figuren  iden- 
tisch, nimlich  gleich  (DO»-iV:^Z)  sein. 

Sobald  man  aber  letzt,  um  die  Curve  OW  auf  Polarcoordina- 

fcii  jEli  beziehen,  den  Pol  in  M  und  OM  als  Polaraxe  annimmt,  so 

'•t  AWSrrzMWv  der  Winkel,  welchen  die  in   der   Richtung  des 

iviiclufenden  Bogens  gezogene  Tangente  mit  dem   nach  dem  Be- 

ittfhraDgspunkt  gezogenen  Radius  Yector   bildet,    und   da   dieser 

Winkel  gegenwärtig  von  dem  veränderlichen  Polarwinkel   OMW 

QDabhäDgig  und  stets  gleich  dem  >  Complement  des  constanten  und 

S [ebenen  W.  NAZ  sein  soll,  so  folgt,  nach  der  bekannten  cha- 
teristischen  Eigenschaß  der  logarithmischen  Spirallinien,  dass 
die  in  der  Ebene  des  Grundkreises  liegende  Curve  OW  eine  lo- 
Kai'ithmische  Spirale  ist.  Als  Differenzialgleichung  derselben 
S\^8chen  den  Variablen  Oilf  IF=9und  MW=^u  haben  wir  sogleich 

_i?^  =tangilf  »FtJ^cotgiV^Z, 

^nd  wenn  wir  der  Kürze  wegen  tang iV^Z=x  setzen,  so  dass  der 
TPtirmel  (2)  in  §.  4.  zu  Folge 

(19)    x=  tangiy  ^  siniycos^^ 

Vtang  &^  -  tang  ri"      Vsin(^+i?)  sin  (^-^) 

4»t,  80  giebt  die  vorige  Gleichung  — = — xd^o,  also 

/u=— xg)-|-con6t 
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Für  op==0  soll  ti=a  werden,  also  miiss  coBstsrls  sein,  und 
die  Glelchudg  der  Curve  ist 

(20)    /2L=— xffl    oder    u=ae-^. 
a 


§.  11. 

Als  die  nächste  ttnd   sich  einem  Jeden  unmittelbar  aufdrlo- 

Sende  Foleemng  aus  dem  Umstände^  dass  die  Projection  der  aif 
er  Kegelfläche  entstandenen  Schneckenlinie  eine  logarithmlseht 
Spirale  ist^  dass  also  der  Radius  Vector  u  erst  für  9 =00  TW* 
schwindet,  stellt  sich  nun  das  Resultat  heraus,  dass  auch  i&Ht 
Schneckenlinie  nicht  bis  in  die  KegeUpitze  hinaufläuft^  dass  alfo 
auch  der  Doppelkegel  PQ  erst  nach  unzählig  vielta 
Umwälzungen  theoretisch  aufgefasst  mit  seinaa 
Scheiteln  jP  und  Q  auf  den  Kanten  der  Unterlage  AB 
und  AC  aufliegen  würde.  Von  der  Frage  freilich,  ob  gern 
das  Ende  der  Bewegung  hin  durch  die  beschleunigte  Geschwmmff* 
keit  ein  Fortgleiten  des  Doppelkegels  eintreten  werde,  müssen  wir 
hierbei,  bevor  nicht  die  Grösse  der  Reibung  näher  in  Untersnchaiig 
gesogen  worden,  noch  absehen. 

Obwohl  aber  eine  solche  Kegelloxodrome  sich  nur  asymptotisdi 
dem  Scheitel  des  Kegels  nähert,  so  ist  man  dennoch  im  Stande 
dieselbe  vom  Anfan^punkt  O  an  gerechnet  bis  zum  Scheitel  hin 
vollständig  zu  vectificifen,  so  dass  die  auf  einander  folgenden 
einzelnen  Windungen  die  Glieder  einer  geometrischen  Progressioo 
du'steUen,  deren  Summenausdruck  sich  gleich  AB  ergeben  wird. 
Bezeichnen  wir  nämlich  das  Differenzial  des  Bogens  der  Lozo« 
drome  am  Punkte  T  durch  ds  und  das  entsprechende  Differendal 
ihrer  Projection  am  Punkt  fF  mit  ds* ,  so  ist  d$^=ids'.%eQ  WAT» 
Nun  muss  aber,  wenn  wir  die  Veränderliche  x=  WT  in  Fig.  3. 
als  gleichsToss  mit  der  gleichnamigen  Linie  in  Fig.  I.  annehmen, 
auch  SJViB  beiden  Figuren  gleich  sein,  woraus  sofort,  da  auch 
die  Winkel  bei  S  und  ^V  in  den  zid  iSI/ilF  übereinstimmen,  die 
Congruenz  dieser  Dreiecke  hervorgeht  Hieraus  folgt  weiter,  dass 
auch  AW  in  beiden  Figuren  einerlei  Grosse  haben  müsse,  dass 
also  auch  die  ^^  ATTV  die  nämlichen  sind,  daher  ist  in  Fig.  a 
W.  WAT=V9  und  *=«'.sec«y.  Ferner  haben  wir,  indem  wir  den 
W.  OMW  fortwährend  durch  9  bezeichnen, 

ds' =Vu*d9*  +  dtt»=-  V(tt*  ^  +1)  du, 

wo  das  Vorzeichen  (— )  genommen  werden  musste,  weil  wenn  j^ 

zunehmen  soll,  du  negativ  ist.  Und  wenn  wir  hier  für  --^  den  aus 

du 

(20)  fliessenden  Werth =s= substituiren  und  integri- 

ren,  so  erhalten  wir 


*' 


=conjBt.— mV  -5+I, 


»J7 

s 

cMler  weil  d^m  Anfangswerthe  «'=0  der  Radios  Vector  u^MO=^=a 
entspricht. 


*' 


(21)     {  nj^ 

p=(a— m) secfi.y  ^+1. 

Um  diese  Ausdrücke  geometrisch  anschaulich  zu  machen,  brau 
chep  ypir  nur  zu  bemerken,    dass  dem  vorigen  '§•  zu  Folge  — = 

coigNAZii^taMgAWS,   also  V  L^l  — sec  A  WS  — eosec  NÄZ 
ist«  denn  dadurch  haben  wir  sogleich 

i'=zSW.secAWS=::AW 
ood 

s=AW.&ecWAT^AT. 


]>ehaeQ  wir  diift  Gleichungen  (21)  so  weit  aus,  bis  u 
9=00  wird,  und  blidcen  dabei  auf  Fig.  1.^  so  erhalt 

J:=^aco&ecNAZ^'^-^^^AN=     ^ 


=0,  hlmlii^k 
erhalten  wir 


sin  iV^Z  tangi| 

(22)     ^  und 

AN  ...       h 

cos 


Ä=^JV.seci2= =j=r-7^=-4Ä=-7 — 


wie  vorauszusehen  war. 

Substituiren  wir  jedoch  in  dem  bei  (21)  für  s  gefundenen  Aus» 

drucke  für  u  seinen  Werth  aer-^^  und  für  aseciy-V  -,  + 1     ^'^^ 

Werth  AB=z^, —  ,'so  dass 

sini| 

(23)     *=-4-  (1-6-*^) 
sin« 

/  ■        '  '  '      ' 

wird;  setzen  darin  allmählig  q>^=2n,  4»,  6ip  u.  s.  f.  und  subtrahi- 
ren  jedesmal  von  dem  späteren  Resultate  das  Vorhergehende^  so 
ergeben  sich  die  Ausdrücke  für  die  auf  einander  folgenden  Win- 
dungen der  Loxodreme,  nämlich  Länge  der 

ersten  Windung  s,  =-; —  ( 1  —  c  —  ^  »«r), 

Sinti 

zweiten  Wipdung  «a  == -1^  ( 1 --.«--» '^)  e-- «»^  ==«,• «~  J^»««^, 
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V 

U.  8.  f.. 

Überhaupt  Länge  der  (n-f  l)teD  Windung  «»=*i  (e-«*^)", 

80  dass  die8e  Winäungen  in  geometrischer  Progression  abDehmci* 


Auch  die  Breiten,  oder  wenn  man  lieber  Will,  iDdem  nai 

sich  die  Axe  des  Kegels  vertikal  gestellt  denkt,  die  Hohen  der 

auf  einander  folgenden  Windungen  *)  lassen  sich  leicht  bastimiMD, 

und  auch  diese  nehmen  in  geometrischer  Progression    ab.     ts  ist 

,    nämlich  überhaupt,  wie  man  aus  dem  A  STW  In  Fig.  3.  sieH 

WT=z=  (a-u)  tang^=ataDg^(l-if-*9)  =:*(l-«r->^),  odm 
wegen  (23) 

(24)     z=s.8mfig 

wie  auch  8chon  das  A.  AWT  lehrt,  in  welchem  ATt=OT^=^9MiL 
Nennen  wir  nun  denjenigen  Werth  von  2,  welcher  dem  RotajSooi 
Winkel  q>=2n  entspricht,  die  Höhe  der  ersten  Windung,  so  ist 
diese 

3;i=:Ä(l— c-a«^=*i.sini|, 

und  sofort  ergeben  sich  hiernach  für  die  Höhe  der  2weiteD,  dritten- 
u.  s.  f.  Windungen  die  Werthe 

U.  8.  f.. 

Überhaupt 

2«  4.^—2,(6-2'«^)«. 


§.  13. 

Da  in  Fi^.  3.,  wie  so  eben  bewiesen  worden,  die  Geraden 
^TFuud  ^jT  beziehungsweise  gleiche  Länge  haben  mit /den  Cur^ 
ven  OW  und  OT,  so  kann  das  ebene  Dreieck  ATFT  durch 
Krümmung  mit  dem  auf  der  logaritfamischen  Spiral -Cylinderfläche 
li<»genden  A  ^  WT  in  Congruenz  ge1)racht  werden.  Hieraus  wird 
man  vielleicht  die  Ansicht  gewinnen,  dass  gleichzeitig  mit  dieser 
Krümmung  des  Dreiecks  J  PFJ  auch  das  ebene  Dreieck  .^jSJ'sich 


*)  Bestreicht  |nan  die  Kanten  der  Unterlage  JB  und  AC  mit  einer 
abfärbenden  Substanz,  z«  B.  mit  Kreide,  «o  werden,  nachdem  der  Dop- 
pelkegel dar&ber  hingerolU  i«t,  diese  Windungen  deutlich  fiehtbar  seitt. 
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ber  das  auf  der  Kegelfl.'iche  liegende  ^  OST  in  vr»Hi&^or  C'oii« 
inieDx  ausbreite,  und  diese  Ansiciit,  auf  die  FiG;ur  1.  filtor^i^tra- 
wo,  würde,  weil  dann  die  Linie  AS  immer  gleiche  Liinge  mit  dem 
ibMroUten  Bogeu  des  Cünindkreises  hatte,  zu  dem  weitern  und 
iriätigeu  Schluss  führen,  dass  jeder  in  der  Peripherie  des  (ilrund- 
beiaes  gelegene  Punkt  während  der  rotireiiden  lüewegung  des  l)op- 
pelkecels  eine  cemeine  Cykloide  besdirielie.  80  ist  es  über  niclit, 
uodme  obige  Voraussetzung,  dass  die  Cüerade  ylN  auf  dem  Kreis- 
boeeD  OS  hergekrümmt  werden  kunne,  würde  irri^  sein.  J)enn 
«tat  dieser  Kreisboge.i  OS=a(py  dagegen  JÄ^N  Kl  .tang /l|ir*SV... 

1  1— -c~*V* 

j(^t— «)=a( ),  und  dieser  letzte  Ausdruck  entwickelt  glcbt 

lildbes  keines^vegs  gleich  ntp  ist. 

Cnd  was  die  Curve  anbelanf^t,  welcbe  derjenige  in  der  Perl- 
fkrie  des  Grundkreises  beündiiche  Punkt,  der  am  Anfang  der 
rollenden  Bewegung  mit  dem  Vereinigung8|mnkt  der  Kanten  in 
Haühning  war,  während  dieser  Bewegung  beschreibt,  so  sieht 
■u  leicht  mit  Beihülfe  von  Fig.  1.  ein,  dass,  wenn  A  zum  IJr- 
ipmg  recht^vinkli^er  Koordinaten  und  ASZ  als  Abscissenaxe  an- 
gMMNnmen.wird,  die  Gleichung  derselben  das  Resultat  der  Kliini- 
Vftioo  de0  Winkels  tp  aus  den  beiden  Gleichungen 

jy  =  MS  —  a  cos  9  =  a  ( 1  —  cos  tp) , 

X = AS  —  a  sin  00=  -(l  —  e  -*^)  —  a  sin  w 

X 

Min  werde.    Diese  Gleichung  ist  demnach 


^25)    j-  =  -[l-£-»a'ccö«-^]-^"2ffy-;/*' 


^  14. 

In  allen  diesen  Gleichunsen  ist  der  Werth  der  Coristante  % 
DAch  der  Formel  {V^}  aus  den  urs|irun2lich  s<"jebenen  Grössen  zu 
k«technen.  je^K^ch  verdient  n'K-h  bf*ond«fr?f  bemerkt  zu  ui*rden  die 
anfache  Relation  zuiscben  die-^er  Ton^tante  und  der  Tangente  des 
mvcränderlichen  Winkeln,  uriter  welchem  die  Lox'>drorne  von  den 
Ikridianeo  der  Ke'jelfläche  ;fei><:hüitteu  wird.  Ilie  Fi;;,  ].  liefert 
riUich  sofort  die  Werthe 
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§.  15. 

Es  mSgte  dem  Gegenstand  gegenwärtiger  Abhandlung  zu  ferne 
liegend  scheinen  ^  auf  andere  Eigenschaften  der  Kegelloxoarome  hier 
weiter  einzugehen ;  überdies  findet  man^in  dem  zweiten  Bande  diese« 
Archivs,  Heft 2.  Seite  127.5  eine  Abhandlung  Ton  Grebe,  worin  der 
Verf.  diese  Curve  mit  der  gemeinen  Schraubenlinie  (Cylinderlozo- 
drome)  zusammengehalten  und  mehrere  interessante  Sätze^  wiewohl 
nur  in  Form  von  Resultaten  und  ohne  Beweis,  zuerst  aufgestdlt 
hat.  Nur  die  eine,  freilich  auch  schon  von  Grebe  aufgemodene 
Eigenschaft,  dass  der  Krümmungshalbmesser  für  jeden  Punkt  der 
Cui-ve  eine  mit  der  Ebene  des  Grundkreises  parallele  Lage  hal, 
glaube  ich  hier  noch  in  Kürze  nachweisen  zu  müssen,  weil  ich 
auf  diesen  Satz  in  dem  zweitfolgenden  Paragraphen  einen  andern 
Schluss  zu  stützen  gedenke. 

Nehmen  wir  daher  den  Radius  MO  in  Fig.  3.  als  Axe  der 
X  und  ein  in  M  darauf  errichtetes  in  der  Ebene  des  Gmndkreises 
liegendes  Perpendikel  als  die  A:Ke  der  y  an ,  während  wie  bisher 
mP  die  Axe  der  z  sein  soll,  so  ist       ' 

a:=Mcoa9=ac-^9>cos9, 

I 

y  =  t«  sin  g)  =  ac  — ^^^  sin  9 ; 
und  vermöge  §.  12. 

2=Ä(l-.e.-^9>); 
also 

ci!a:=  — [axc--'*9>cos9  +  ac— *9>sing)]cf9=  — (y  +  jur)€?g?, 
rfy =—  [a  xe-'^*P  sin  q)  —  ae  -*9'  cos  cp]  dq>=(x  —  ny)  dg> , 
dz  =  xhe  ~~^^  dcp ; 

rf*a:  =  —  (rf^^ -|- xda;)  c^ = [2xy -|- («• — 1)  or]  £?9' , 
d^y={dx—*dy)  dtp = [—  2«a? + (  »*—  l)y]  dqy^. 

Nun  ist  aber,  wenn  $,  i;,  ^  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
des  Krümmnngskreises  bedeuten,  welcher  dem  Berührungspunkt 
X,  y,  2  zukommt,  und  wenn  man  der  Kürze  wegen 

R  =  dad^y  -  dyd^x ,  S = dxd^z  -  dzd^x , 

T=zdxd^y-dyd^z 


und 
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«etzt^  bekanntlich 

und  mittelst  der  vorigen  Werthe  erhält  man  im  gegenwärtigen  Fall 

S=  [« (y  +xx)  -  '2x1/-  (x*  ~  1)  or]  xke^*9  rfg,3=  (x-xy)  xhe-^9  rf<p» ; 

also 

Tdy-Sdx=zO, 

folglich  i=^2  9  was  zu  beweisen  war. 

§.  16. 

Wir  hätten  nun  endlich  unser  Augenmerk  noch  auf  diejenigen 
veränderlichen,  aber  unter  sich  ähnlichen  Ellipsen  zu  richten,  welche 
eine  durch  die  Kante  der  Unterlage  AB  oder  ^C  gelegte  vertikale 
Ebene,  nämlich  die  Erweiterung  des  TTA^^ezesEABGTesp.EABH 

SPig.  l.)  auf  der  Fläche  des  rollenden  Doppelkegels  in  einem  belie- 
igeii  Augenblick  seiner  Bewegung  hervorbringen  wird«  Da  sowohl 
diese  schneidende  Ebene,  als  auch  die  Ebene  des  Grundkreises 
vertikal  stehen,  so  liegt  deren  Durchschnittslinie  vertikal,  woraus 
sogleich  nach  den  allerersten  Sätzen  über  die  Schnitte  am  Kegel 
folgt,  dass  die  kleine  Axe  einer  der  eben  gedachten  Ellipsen 
^gleichfalls  vertikal,  und  ihre  grosse  Axe  horizontal  laufen  muss. 
Unbegreiflich  erscheint  es  daher,  wie  Kon on off  iq  6.  3.  seiner 
obeif  citirten  Abhandlung  von  der  Aqnahme  ausgehen  konnte,  die 
grosse  Axe  wäre  parallel  mit  der  Kante  AB  und  die  kleine  Axe, 
senkrecht  auf  der  Kante  AB,  ginge  durch  den  Berührungspunkt  7; 
und  da  auf  diese  irrthümlich  vorausgesetzten  Verhältnisse  die 
Entwickelung  aller  seiner  Formeln  wesentlich  gestützt  ist,  so  lässt 
sich  über  jene  Arbeit  leider  kein  anderes  Urtheil  fällen ,  als  das 
in  der  Einleitung  von  mir  ausgesprochene. 

Man  sieht  übrigens  ein,  dass  es  nicht  im  geringsten  mit 
Schwierigkeiten  verknüpft  sein  kann,  die  Halbaxen  einer  solchen 
Ellipse  als  Functionen  von  der  Variablen  AT  oder  von  TWi=^z  = 
ATcosri  oder  von  einer  anderen  mit  AT  proportional  wachsenden 
Linie,  und  eben  so  auch  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunkts  dar- 
zustellen. Da  aber  die  zu  ent^vickelnden  Formeln  etwas  weitläuftig 
ausfallen  und  kein  besonderes  Interesse  in  Anspruch  zu  nehmen 
geeignet  sind,  so  erscheint  es  wohl  zweckmässig,  dabei  nicht  zu 
verweilen  und  ich  begnüge  mich  daher  nur  den  Werth  der  grossen 
Halbaxe  und  das  unveränderliche  Verhältniss  beider  Halbaxen  her- 
zusetzen, nämlich 

/om       ß  _  1^sin(»+£)siD(^-JE). 
^    '       a  Ein» 

19* 


292 


_  (h—z)  co8^  C08  (0  V  Hin  O*  —  sin  E*  sip  F* 
8in  r»in<  d+lJ)  sio  (^-  £)      " 

(h  — 2)  CO» ^ cos  CD  Hin  rV^ sin  {^-\-rj)  sin  (d'—ri) 

•  ~"  sin^'sinr*— siniy*  ' 

«voliei  C08  CO  und  Hin  o  nach  (9)  oder  (10)  zu  berechnen  sein  wMeo 


§17. 

Ausserdem  bietet  sich  hierbei  noch  die  Frage  dar^  ob  viel- 
leicht die  Ebene  einer  solchen  Ellipse  zusammenfalle 
mit  der  dem  Berührungspunkt  T  entsprechenden  Krfin' 
■mungsebene  der  im  Vornergehenden  betrachteten  Ke- 
gelloxodromc,  welche  letztere  Ebene,  gleichwie  die  Ellipscs-* 
ebene,  durch  die  tangirende  Kante  Aß  geht,  —  ob  nämlich  diese 
Krünimungsebene  gleichfalls  eine  vertikale  Lage  habe.  Die  Aa/t" 
wort  aber  wird  sein :  nur  dann  fallen  beide  Ebenen  für  jeden  befie- 

bigen  Berührungspunkt  T  zusammen,  weqn  r=:—  ist,  d.h.  weis 

,  die  Kanten  AB  und  AC  horizontal  laufen.  Dies  Resnltal 
lässt  sich  durch  den  Calcui  mittelst  der  Gleichung  der  Krummungs- 
ebene  ziemlich  leicht,  noch  leichter  jedoch  durch  folgendes  Rä^ot- 
nement  erhärten.  Wenn  die  durch  den  jBerührungspunkt  gelegte 
Krümmungsebene  mit  der  durch  die  berührte  Kante  AB  gelegten 
Tertikaiebene  identisch  ist,  so  «müssen  auch  der  Krümmniigs- 
halbmesser  der  Ke°;elloxodrome  und  der  Krümmungshalbmessef 
der  Ellipse  der  Richtung  nach  zusammenfallen,  weil  beide  auf 
der  tangirenden  Kante  senkrecht  stehen  müssen.  Und  umge- 
kehrt, wenn  diese  Krümmungshalbmesser  gleiche  Richtung  haben, 
so  sind  jene  Ebenen  identisch.    Kun  fallen  aber  diese  zwei  Krum- 

inungsha Ibmesser  nur  dann  zusammen,  wenn  r=^  ist.  Den«  naD 

denke  sieh  durch  den  Berührungspunkt  eine  Ebene ,  welche  yxrr 
der  Kürze  we^en  ßl  nennen  wollen,  perpendikular  auf  die  Kante 
AB  gelegt,  ferner  ebenfalls  durch  den  Punkt  T  eine  Elieoe  .V 
parallel  zu  der  vertikalen  Grundfläche  des  Doppelkegels,  und  be- 
zeichne endlich  die  schon  gedachte,  durch  die  Kante  AB  gelegte 
vertikale  Ebene  ABGE  durch  Q,  Der  Kriimmunsshalbniesser  äcr 
LoKodrome  liegt  dann  nicht  allein  in  der  Ebene  M,  sondern  mass 
zufolge  der  in  $.  15,  bewiesenen  Eigenschaft  dieser  Curve  audi  ii 
der  £l>ene  3r  liegen,  fallt  also  in  die  Durch schnittslinie  von  Mnüi 
A.  Eben  so  muss  die  Richtung  des  Krünimunüshalbmesseni  der 
EJlipse  in  den  Ihirchsch ni tt  der  Ebenen  M  un^  Q  ikllen.    ATcbd 

nun    r^=~^  ist.,  so  ist  ausser  N  und  Q  auch  M  vertikal,  und  danB 

fallen  also  die  beiden  Durchschnittslinien  tou  -W  und  JV  einerseiis. 
und  von  J/  mit  Q  andererseits  als  Durchschnittslinien  dreier  ver 
ti kaier.     durch    den    nämlichen    Punkt    gelegter    Ebenen    wirklich 
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41* 

RNammen.     Wenn   dagegen  r<^  ist^    8o  }at  M  nicht  vertikal« 

ibo  kaAin  dann  weder  die  eine  noch  die  andere  der  eben  gedach- 
te Durchschnittslinien  vertikal  sein.  Beide  können  aber  nun  auch 
nickt  zusammen  fallen,  weil  ja  sonst  die  Durchschnittslinie  der 
ßbeoen  N  und  Q  gleichfalls  mit  ihnen  zusammenfallen  müsste, 
nlhrend  doch  diese  dritte  Durchschnittslinie  offenbar  in  allen  Fal- 
ko vertikal  laufen  muss. 


I ' 


ieber  die  Projection  einer  g^eraden  IjI- 
■Iß  auf  einer  Ebene,  auf  einer  Fläche 
iberhanpt,  und  auf  der  Olberfläelie 
eines    elliptisclien    g^pharoids    Inslbe- 

sondere. 

Von 

dem  Herausgeber. 


1. 

Projection   einer    geraden    Linie    auf  einer  Ebene. 

§1. 

In  Bezug  auf  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
:ar  xyz  s^ien 

1)    y  =  aa:+fli,    z  =  te  +  6i 
ie  Gleichungen  der  gegebenen  geraden  Linie,  und 

2)    Ax-\^By^Cz^D=Q 

A  die  Gleichung  der  gegebenen  Ebene. 

Die  Gleichung  der  projicirenden  Ebene«  deren  Durchschnitt«- 
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liDie  mit  der  geffebenen  Ebene  die  gesuchte  Projection  der  gege* 
benen  geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  ist,  sei  ferner 

3)    J,:c+J5,y+Ai+Z>,=:0. 

Da  diese  Ebene  auf  der  gegebenen  Ebene  senkrecht  steht »  so  hat 
man  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  die  GleichiiDg 

und   weil   die   gegebene  gerade  Linie  ganz   in  der  projicirefldeft 
Ebene  liegt,  so  ist  für  jedes  x 

(J, +ol?i +äC,  );r+a,Ä. +Ä,C.  +  Z>,  =0, 
woraus  sich  die  beiden  Gleichungen 

ei|febeD,   so  dass  man  also  nun  zwischen  den,  vier  unbekannteB 
Grossen  Ä^,  B\,  C^,  ßi  die  drei  folgenden  G^Ieichungen  hat: 

Aus  diesto  Gleichungen  erhält  man  aber  sogleich 

(Ab-  C)  J.  +(ÄÄ-  Ca)l?,=0, 
{Aa~B)A^-{Bb-Ca)C^-0, 

und  sieht  hieraus,  dass  dieselben  erfüllt  werden,  wenn  man 

A^  =  Bb-Ca, 

Br=-(Ab-C), 

Ct=Aa--B, 

Di  =  a,(Ab-0-bi(Aa-B) 


8) 


oder 

A,=Bb-Ca, 

Ci=Aa-B, 

[  D^^-Aiab.-baO  +  Bbi-Ca^ 

juetxt.    Fo^ich  ist  naqh  dera  Obigeif 


ö) 
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7)    (Bb'-'Ca)x 
+  (Aa-B)z 

die  Gleichung  der  projicirendeo  Ebene,  und  man  muss  nun,  nm 
die  Gleichungen  der  Projection  der  gegebenen  -geraden  Linie  auf 
der  gegebenen  Ebene  zu  finden,  die  Gleichungen  der  Durch- 
schnittslinie der  projicirenden  Ebene  mit  der  gegebenen  Ebene 
entwickeln.  Die  Gleichungen  dieser  Durchschnittslinie  sind  aber 
nach  dem  Obigen  unmittelbar 

Aa:+By+C2+D=0, 

{Bb'-Ca)x-{Ab-C)y  +  {Aa-'B)z     \ 

-'A(abi-bai)  +  Bbi-Cai  )  "^    ' 

lUid  durch  Elimination  von  z  und.  y  ^^^  diesen  beiden  Gleichungen 
erhält  man  ohne  Schwierigkeit  als  Gleichungen  der  Projection  der 
gegebenen  geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  die  neiden  fol- 
genden Gleichungen: 

8)    {A(Aa-B)-C(Bb-Ca)]x 

+  {B(Aa-B)  +  C(Ab-C)}y  }=0, 

+  D(Aa-B)+C{A{abi—bai)-Bbi  +  Ca^\ 

{AiAb-C)+B(Bb—Ca)\^ 

+  {CiAb-C)+B(Aa-B)]s  )=0; 

+  D(Ab-C)-B{A(abi-bai)-Bb,+Cai] 

«d«r,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

9)    {iA''+B^  +  C'')a-(A  +  Ba  +  Cb)B\a! 

-{A*+B'  +  C*-iA  +  Ba+Cb)A\y         }=0, 

+  (Aa-B)(Cb^+D)-(Ab-C)Cat 

l(A*  +  B'  +  C:')b-(A  +  Ba+Cb)C\x 

-{A'+B*  +  C-(A+Ba  +  Cb)A\x  }=0. 

+(Ab-C)(Bai+D)-(]iAa-B)Bbi 


§.2. 

Sind  Xi9  yx,  Zi  die  Coordinaten  eines- beliebigen  Punktes  in 
der  gegebenen  geraden  Linie,  und  er,  /?,  y  die  von  dem  einen  der 
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beiden  Theile  dieser  geraden  Linie,  in  welche  dieselbe  durch  den 
Punkt  {x^y^Zi)  getheilt  wird,  mit  den  positiven  Theilen  dreier 
durch  diesen  Punkt  gelegter ,  den  primitiven  Axen  paralleler  Axen 
eingeschlossenen,  lS)°  nicht  übersteigenden  Winkel^  so  sind  die 
Gleichungen  der  gegebeqen  geraden  Linie  bekanntlich 


10)  ^-^i^y-yi  -^--^1 

.cosce        cosjS         cosy 


und  man  hat  also  im  Obigen 


O' 


cos/3     , cosy, 

(l  — ,   0 1 

cos  a  cos  a 

cos/3         ,  cosy_ 

^       cosa  cosa 

SU  setzen,  wodurch  man  für  die  Projection  der  gegebenen  geraden 
Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  leicht  die  drei  folgenden  Gleiclniii- 
gen  erhält: 


11)    {(J«  +  i?*  +  C*)cos/3-(Jcosor+Äcos/3+C<;osy)  B]x^ 
—  {(^^+l?^  +  C^)cosa-(y4cosa+J5cos/3+Ccosy)  J);/ 
+  { (J?cosy — Ccos^)^i+(Ccosa— u4cosy)^i+(^cosj3— -ßcosa)^^} 

+  (  4  cos  j3  —  J5  cos  a  )  Z) 

{(J^  +  l?2_[.C2)cosy-~(^cosa  +  l?cos/3+Ccosy)C)y 
-{(^^+l?^+C'-»)cosi3--(^cosa  +  l?cos/3+G'cosy)l?}z 
+ j  (Bcosy—  Cco^ß)Xy  +(  Ccosa— -4cosy)^i + (,d(cosj3— ißcosa)»!  ]A[ 

+  (Bcosy-Ccosß)D 

{XA^+B^  +  C'')cosa^(Acosa+JBcosß+Ccosy)A}z 
-{(A^+B^  +  0)cosY-(Acosa+Bconß+Ccosy)C]x 
+{(i?cosy—  Ccosß)Xi +( Ccosa— ^cosy)y  1  -|-(^cos^— JKcosa)2;i }  B  \ 

-{-(Ccosa  — A  cos  y)D 


=0, 


=0, 


=^. 


Wenn  die  gegebene  gerade  Linie  die  gegebene  Ebene  in  einem' 
Punkte  schneidet,  so  kann  man  den  Punkt  (o^i^i^i)  '^^  diesen 
Punkt  legen,  und  da  dann  der  Punkt  (xjifiZi)  auch  in  der  Projection 
der  gegebenen  geraden  Linie  auf , der  gegebenen  Ebene  liegt,  so 
werden  die  Gleichungen  11)  erfüllt,  wenn  man  in  »denselben  far 
OT,  y,  z  respective  x^,  yi,  z^  setzt.  Zieht  man  aber  die  durch  diese 
Substitution  hervorgehenden  Gleichungen  von  den  Gleichungen  11) 
ab,  so  erhält  man  als  Gleichungen  der  Projection  der  gegebenen 
geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  die  folgenden  Gleicbungeo : 
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"     (A'  +  B»  +  O)  cos  a— (^  cos  a+Ä  cos  ß+Ccos  y)  A 

y — ;/i 

~"  {A^  + 1?^  +  C*)  cos  /3  —{A  cos  a+i?  cos  jJ  +  Ccos  y  )1? 


(^•^+B-  +  C^)cosy— (.4cosa+«Cos|ä  +  Ccosy)C' 

wobei  man  noch  zu  bemerken  hat,  dass  natürlich    . 

13)     ^a:i+%i  +  Czi+Z)=0 

ist.  ^  V  . 

Bezeichnet  man  durch  9,  i/^,  7  die  180'^  nicht  übersteigenden 
WinkeL  die  einer  der  beiden  Theile,  in  welche  die  Projection  der 
gegebenen  geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  durch  den  Punkt 
Xx^y^Zi)  getheilt  wird,  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch  die- 
sen Punkt  gelegter,  den  primitiven  Axen  paralleler  Axen  ein- 
schliesst;  so  sind  bekanntlich 


14) 


x—xx  _y'—yx  _z—zi 


cosq) 


cosi^ 


^os% 


die 'Gleichungen  der  Projection  der  gegebenen  Linie  auf  der  gege- 
benen Ebene ,  und  aus  diesen  und  den  Gleichungen  12)  erhält  man 
daher  leicht  durch  Division : 


coscp 


(A^  +B^  +  C)  coscc~(Acosa+B  cos  ß  +  C  cosy)  A 

COSI^ 

(^H^''  +  C^)co8/3  — (Jcosa,+  i?cos^+  Ccosy)  B 

cos% 


■(J^+J5=*  +  C2)cosy— (Jcosa+J?cos/3+Ccosy)C' 

oder,  wenn  man  die  Nenner  dieser  drei  Brüche  der  Kürze  wegen 
respective  durch  F ^  G ,  H  bezeichnet: 

COSCp COSI/; COS^f 

'~F"~~G~~~~H~ 

Weil  nun  bekanntlieh 

cos  9*  +  cos  i/;2  -j.  cos  %*  =  1 

ist ,  so  ist  mit  Beziehung '  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  ein- 
ander: 


■i)- 


».'. 


r      •    *  ^ 
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15)   ^    cos^==±yj^=^=g^. 


Muu  Ut  aber  9  weno  man  der  Kürze  wegen 

—  A^  sin  a^  +  B^  sin  ^*  +  C«  sin  y« 

—  2  (-4^  cos  a  cos /? + ^Ccos /?  cos  y  +  C4  cos  y  cos  «) 

=  (^cos/J — Äcosa)* 
+  (J5cosy— Ccos/3)* 
' + (Ccos  a— ^  cos  y  )* 

setzte  wo  K  eine  positive  Grosse  bezeichnen  soll»   wie  man  leicht 
findet : 

17)    F*  +  G^  +  H^  =  (A^  +  B^  +  C*)K^, 

und    folglich  mit    Beziehung^  der    obern    und  untern  Zeichen  auf 
einander:  , 

coscp= j:  — 

cos  Y  = +,1-  ,  : 

oder,   wenn  man  für  F,    G,  H  ihre  aus  dem  Obigen  bekannten 
Werthe  setzt: 

_  ■  iA^-^B^-\-0)c<isu—{Acosa-\-Bcoaß-\-Cco9y)A 
C08<p-_  ^^_______. 

Jcos  il»= +  (^'+'g'  +  ^)c"sP— (-^s«+i?cos/3+Ccosy)iB 
*^)  i      ^  .  K\^A'+B*  +  0 

Lb  «  -  j.  (^*  -f-g'  +  CO  cos  Y—jAcosu+B  cos  /?  +  Ceos  y)C 

COS  7  —  ^r  '  j-r  .    — '  .  * 

immer  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander. 
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§.3 

Bezeichnen  wir  jetzt  ieden,  der  beiden  180^  nicht  übersteigenden 
Winkel,  welche xder  Theil  der  gegebenen  geraden  Linie,  dem, die 
Winkel«,  jS,  y  entsprechen,  mit  den  beiden  Theilen  ihrer  Projee- 
tion  auf  der  gegebenen  Ebene  einschliesist,  im  Allgemeinen  durch 
cd;  so  ist  bekanntlich  "^^ 

20  )    cos  OD  =  cos  a  cos  tp  \-  cos  /3  cos  tf;  -|-  cos  y  cos  jj, 

I 

und  folglich  nach  den  Gleichungen  19),  weil  bekanntlich 

cos  a*  +  cos  jS*  +  cos  y*  =  1 
ist^  wie  man  leicht  findet: 

21)  coa  CO  -  I  "^'  +  ^*  +  ^— (-fcos  «+ g  cos  |3  +  Ccosy)' 

d.  i.  nach  16)  , 

K 


22)    cos  01  =  + 


# 

Weil  nun  bekanntlich  K  eine  positive  Grösse  ist,  so  sieht 
man,  dass  man  in  allen  obigen  Formeln  für  den  Theil  der  Projec- 
tion  der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene,  wel- 
cher mit  dem  Theile  der  gegebenen  geraden  Linie ,  dem  die  Winkel 
ay  ß,  y  entsprechen,  einen  90"  nicht  übersteigenden  Winkel  ein 
schliesst,  die  obern  Zeichen,  dagegen  für  den  Theil  der  Projection 
der  gegebenen  geraden  Lmie  auf  der  gegebnen  Ebene,  welcher 
mit  dem  Theile  der  gegebenen  geraden  Linie,  dem  die  Winkel 
of,  j3,  y  entsprechen,  einen  90*^  übersteigenden  Winkel  einschliesst^ 
die  untern  Zeichen  nehmen  muss. 

Bezeichnen  wir  daher  jetzt  den  90^  nicht  übersteigenden  Nei- 
gungswinkel des  Theils  der  gegebenen  geraden  Linie,  welchem  diie 
Winkel  a,  j3,  y  entsprechen,  gegen  die  gegebene  Ebene  durch  i, 
^o  ist  für  den  Theil  der  Projection  der  gegebenen  geraden  Linie 
auf  der  gegebenen  Ebene,  welcher  mit  dem  Theile  der  gegebenen 
geraden  Linie,  dem  die  Winkel  a,  ß,  y  entsprechen,  den  Winkel 
i  einschliesst,  nach  dem  Obigen: 

_(A'+B*  +  O)  cos  a—  (A  cos  a+Bcoaß-\-  Ccosy)  A , 

(A'+B*+0)co8ß—(Acosa+Bco8ß  +  CcoäY)B 
23)  ^   cosif»-  KVA'+B'  +  O 

■_  (A*+B*+O)cosy-~(A  cos  «  +B  coaß+ Ccosy)  C 
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und  ausserdem  hat  man  nach  22)  die  Formel 

K 


24)    cosi= 


oder    '  '         * 

25)    r(iRi=\l  I      (Acosec+Bcosß+Ccosy)* 

woraus  sich  unmittelbar  die  Gleichung 

.    .      ,  ^  cos  Qg + g  cos  ß  +  Ceos  y 
26)  sini=+ ^r-^       ^       ^ 

erfi^iebt,  in  welcher  mau,  da  sini  immer  positiv  ist,  das  obere  oder 
untere  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenachdem  die  Grösse 

-4  cos  a+-ß  cos /?  +  Ccos  y 

positiv  oder  negativ  ist. 

Bezeichnet  man  die  Neigungswinkel  der  gegebenen  Ebene  ge-  * 
gen  die  Ebenen  der  xy^  xz,  yz  durch  x,  X,  fi;  so  ist  bekanntlich 

COSX*=: 


A'  +  B^  +  C 


''''^^  ~A^  +  B^  +  C^'' 


und  nach  dem  Obigen  ist  folglich ,  wie  man  nach  gehöriger  Sub- 
stitution dieser  Ausdrücke  mittelst  der  Formeln  23)  und  ^),  ohne 
Schwierigkeit  findet: 

cos«      i4cosa+^cosß+ Ccosr         « 

COSgj  = r— • — T 7-^ COStt*, 


COS  l  A  COS  l 


28)  )  cosi(,=S22ß-ä^21SLt^S2lß±£^mcosl\ 

'     ^  COSl  BQ,Ki^% 

cosi  Ccosf 

woraus  sich,  weil  nach  27)    ' 

cos  X*  +  cos  il*  +  cos  |X*  =  1 

ist,  auch  leicht  die  Gleichung 

29)    ^cos9+''3cosif;4-C'cosx:=0 
ergiebt. 
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Die  Winkel  q>9  '^9  %  etttsprecliea  immer  dem  Theile  der  Pro- 
jection  der  gegebenen  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  ^  welcher 
mit  dem  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Theile  der  gegebe- 
nen geraden  JLinie  den  90^  nicht,  übersteigenden  Winkel  i  ein- 
schliesst. 

Die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  in  dem  durch  die 
Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Theile  der  gegebenen  geraden  Linie^ 
dessen  Entfernung  lon  dem  Punkte  (^i^i^J  wir  durch  q  bezeich- 
nen wollen^  sind 

iTi+^cosa,  .Vi +9  cos  j3,  x^+^cosy; 

und  die  Gleichungen  einer  jeden  durch  diesen  Punkt  gelegten  ge- 
raden. Linie  sind  folglich 

y— 2/1  — Q  co8ß= M(a:—  Xj^  —  Q  cos  cc)y 

z  —  Zi^Q  cos  y^=N(  ay^x^*-^  q  cos  a). 

Soll  diese  gerade  Linie  auf  der  gegebenen  Ebene  ^  deren 
Gleichung 

ist  9  senkrecht  stehen  ^  so  muss  nach  den  Principien  der  analyti- 
schen Geometrie 

B=:AM,    C=:AN,  \ 

also 

sein^  und  die  Gleichungen  der  durch  den  durch  die  Coordinaten 

a?!  +  ^  cos  of ,  y  1  +  ()  cos  j3 ,  2i +()  cos  y 

bestimmten  Punkt  gelegten^  auf  der  gegebenen  Ebene  senkrecht 
stehenden  geraden  Linie  sind  folglich 

y— 3^1— ^  cos /?  =-j  (j>— :ri-- 9  cos  of) , 


2; — 2i— ♦^  cos  y  =>-2  (x — x^  — .  q  CQS  a) ; 


oder 


,  .    Jc—Xy  —  p Gos a __y-^y^'-^ qcos ß x^^Xj-^gcosy 

~Ä  B  ""  C 

'  •  \ 

Bezieichnen  wir  jetzt  die  Coordinaten.  des  Durchschnittspunktd' 
dieses  Perpendikels  mit  der  gegebenen  Ebene  durch  Xy  Y,  Z;  so 
haben  wir  zur  Bestinimung  dieser  Coordinaten  die  folgenden  Glei- 
chungen: 
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Ä       " B  ~  C  ' 

^(jr--arO+Ä(F— y,)+C(Z— 20=0; 
ans  denen  man  leicht  durch  gewohnliche  Elimination 

^_a:i+9C08«  ___^ 

«^       I   v-     •    I           Ä      pÄ(2lco8c+Äco8/5+Ccosy) 
30)     ^  F=^,  +  pco8^-.^-^ ^^+^»-fC»  -^ 

Z— r      I    nrnnr        g^(^COSc4-l?COS/?  +  CcoSy). 


oder 


y__  BjAcosß — ^^cosof)+C(^  cosy^-Ccosc)   ' 

j   y._  C(Bco8 y^Ccosß)+  A(Bco8a—A cos/3) 

31)     ^  ^-3^1      ^  ^«+Ä»  +  C?^^  ' 

y_      ^^     A{Ccos  a—^A  cos  y)  +-B  (Ccosß  — ^Ä  cos  y) 

erhält. 

Ist   nun    erstens    C  positiv^  so  ist  wegen  der  dritten  der 
Gleichungen  30)  die  Grosse 

A  cos  cc -i-B  cos  ß-\-C  cos  y 

positiv  oder  negativ^  jenachdem  2i-|-^cosy  grosser  oder  kleiner 
als  Z  ist.  Wenn  dagegen  zweitens  C  negativ  ist,  so  ist  wegen 
der  in  Rede  stehenden  Gleichung  die  Grösse 

-  • 

^  cos  a  + -B  cos  j3  +  Ccos  y 

positiv  odor  negativ,  je  nachdem  Zi-f  ^cosy  kleiner  oder  grosse^ 
als  Z  ist. 

Betrachtet  man  von  jetzt  an  in  dem  Falle,  wenn 

C  positiv 

ist,  {  als  pdsitiv  oder  negativ,  jenachdem  die  dr'^tten  Coordinaten 
, aller  Punkte  in  dem  durch  die  Winkel  a,  ß,  y  bestimmten  Theile 
der  gegebenen  geraden  Linie  grösser  oder  kleiner  als  die  dritten 
Coordinaten  der  Fusspankte  der  von  diesen  Punkten  auf  die  gege- 
bene Ebene  gefällten  Perpendikel  sind;  in  dem  Falle  dagegen, 
wenn 

C  negativ 
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« 

Niitk  oder  negatiT»  jenacbdem  die  dritten  Coordinateii 
i  In  dem  durcn  die  Winkel  et,  ß,  y  bestimmten  Theile 
len,  geraden  Linie  kleiner  oder  grtJsser  als  die  dritten 
der  Fusspunkte  der  von  diesen  Punkten  auf  die  gege- 
geföUten  Perpendikel  sind ;  so  kann  man  der  Gleichung 
oBenbar  in  vulliger  Aligemeinheit 

» 

^^^      ,    ,     -4costf+-Bcos|5+Ccosy 


fcen  wir  die  oben  durch  k,  X,  (i  bezeichneten  Winkel, 
ihre  geometrische  Bedeutung  zu  berücksichtigen,  von 
^issermassen  als  blosse  Hülfswinkel ,  so  können  wir 


C0S9C  = 


oQ\      j    cos  ^=  ,  —  , 

^^     ]  VA*+B^  +  C^' 

cos  tt=    , 

VA^^B*+7? 
erbalten  nun  leicht  mittelst  der  Formeln  32)  und  SS) 


34) 


sint_  __  ^4  cos  a + Ä  cos  |5  +  Ccos  y 
cosx  ~~  C  * 

sini  __^coscg-f  ^cos/?-|-Ccosy 
cosA  ~"  B 

sini  _^cosg-f  ^cos/3-f  Ccosy 
C0»f4  "~"  ^  A 


dieser  Ausdrücke  und  der  Formeln  28)  erhält  man  aber 
le* 

cosor^— sin  jcostt 

cos  CD  = ; £-, 

cosi 


o-v      J  cos  ß— sin  t  cos  A 

36)        {      COS\pr=z !- ; 


COSt 

_  cosy— sintcosÄ 


cos  % 

cos  l 


m  Obigen  ist  bekanntlich 

I    cos  i = cos  o  cos  9 + cos  ß  cos  1^  -f  cos  y  cos  Xf 
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uod  diese  GleicboDg^  id  Verbindung  mit  den  Fonneln  3K)  ml  jff 
bekannten  Gleichung  1 

cos  er*  +  cos /5*  +  cos  y  *  =  1, 

ffihH  leicht  zu  der  Gleichung 

37)  sini=cosacosfi-4-cosj3cosX-|-co8acosx. 


IL 

Projection  einer  geraden  Linie  auf  einer  Fläche 

überhaupt. 


iG\eic 

«itte«> 

ie 


} 


} 


% 


§.4. 

Unter  der  Projection  einer  geraden  Linie  auf  einer  beliebigen 
Fläche  werden  wir  im  Folgenden,  um  jede  Zvreideutigkeit  zu  ver- 
meiden, immer  die  Gesammtheit  aller  derjenigen  Punkte  dieser 
Fläche  verstehen,  welche  auf  derselben  eine  solche  Lage  haben, 
dass  die  in  ihnen  auf  die  Fläche  errichteten  Normalen  die  gege- 
bene gerade  Linie  schneiden. 

Dies  vorausgesetzt^  seien  nun 


38) 


cos  a      cos  ß      cos  y 


die  Gleichungen '  einer  geraden  Linie  im  Räume ,  wo  bekanntlich 
/*,  fj,  h  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punkts  in  dieser  geraden 
Linie,  und  u,  ß,  y  die  180"  nicht  übersteigenden  Winkel  sind,  die 
der  eine  der  beiden  Theile,  in  welche  die  gerade  Linie  durch  den 
Punkt  ifffh)  getheilt  wird,  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch 
diesen  Punkt  gelegter^  den  primitiven  Axen  paraQeler  Axeo  ein- 
schliesst.    Ferner  sei 

39)    u=F{x,y,z)=Q 

.  die  Gleichung  einer  beliebigen  krummen  Fläche^  und  (a?i  ^i  Zi)  sei 
ein  beliebiger  Punkt  auf  derselben ;    so  sind  ^  wenn  wir  der  Kürze 


wegen 


40)    Ui=^F{xi,yi,Zi) 


setzen ,  und  alle  im  Folgenden  vorkommenden  Differentiaiquotienten 
partielle  Differentialquotienten  bezeichnen  ^  nach  den  Principien  der 
analytischen  Geometrie 

41)    ^—'^i—y-^yi  :^^"-^' 

dii^  dUi     —   ilui 


dxi 


dyx 


dzi 
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die  Gleichiuigen  der  Normale  der  durch  die  Gleichuoff  39)  cbarak- 
terisirteo  krummen  Fläche  in  dem  Punkte  (j^i^iITi).  Soll  nun  diese 
Normale  die  gegebene  gerade  Linie  scihneideo»  d*  h.  soll  (äi^iifiZi) 
ein  Punkt  der  Projection  der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der  ge- 
gebenen krummen  Fläche  sein^  so  müssen  die  Gleichungen  38) 
und  41)  durch  dieselben  a!yy,z  erfüllt  werden v. und  man  wird  also 
die  ßedingungsgleichungy  diass  die  beiden  in  Rede  stehenden  Li- 
nien sich  schneiden^  erhalten,  wenn  man  aus  den  vier  Gleichungen 
38)  und  41)  die  drei  Grössen  a:,  ff,  z  eliminirt. 
Es  ist  aber 

cos/3/         A 
^     ^     cosa^        '^ 


cos« 


und 


dui 

dxx 

dui 

dz,  /  \ 

'  >  dxi 

also  durch  Subtraction  der  dritten  von  der  ersten  und  der  vierten 
von  der  zweiten  Gleichutfg: 

dur 

dxx 
dux 

,,-Ä=^^(ir-/)-lI(;r-a;.);     .        - 
cos«  du^ 


dxi 


oder 


dux 


dxx 
dux 

cos «  dui 

dxi 

TluU  VI.  2d 


S 


/'  ^ 


966 


WOHHIB  leicht 


.,     t  < 


(x-^mg^  CO.  «- ^  cosy) 
und  hieraas  ferner  durch  Division  und  nach  gehuriger  ReducüoD 

» 

0=  (xi  — /)  (-r-^  cos  ß  —  -=-^  cosy) . 

d%x  d^i 


rfy,  dar, 


oder 


,   ; . 


0=t(y.-«7)^V-r-(z,-*)^M  cos« 


erhalten  wird.    Wenn  man  nun  statt  Xi,yxiZi  nur  x^y^z  setzt ,  so 
erhellet  aus  allem  Vorhergehenden  auf  der  Stelle ,  dass  die  Glei 
chungen  der  Protection  der  durch  die  Gleichungen  38)  charakteri 
sirten  geraden  Linie  auf  der  durch  die  Gleichung  39)  charakterisir- 
ten  Fläche  die  folj^eriden  e[ind :  '  ^^ 

42)    u=F{x,y,x)=0, 

dku '  du 

0=(:r— /•)  (-7-  cos  j5 —  -j^  cosy) 

dx  "^      ^9    '        . 


oder 


tl<*  .  »   :'      1--.I  i 


3ÖT 

43)    u=F(a;,y,i)=0,  J 


*  .-  -    « • 


du      ,         V  rfw 


III. 


Projection   einer  geT^deni.'jfjini^,  j^uP  ^fler    Oberfläche 

eines  elliptischen  ^Ipnäroids. 

Indem  v^h  zuec^t  nut'in  der  Kfirzedas  eittptische  Sphäroid 
im  Allgemeinen  betrachten ,  nachher  aber  ausführlichere  Betrach« 
tungen  über  das  elliptische  Rotationsispbaroid,  insbf^son^ere  anstellen 
werden,  sei  überhaupt 


;.,.';;'::. .5--    •  •"»•    ■•  •      ..;  ■  .    i  ..     v  'i    '-■»  ■    >•      v» 


und  folglich  ^  •;  '  .  '^ 

^  _  2ar     c^M 2^^     du  ^^  2? 

dx'~"if'   dy~~¥'   dz~~ c^ 


t  ■  ■  \ 


ZU  setzen.    Also  sind  nac^  42)  oder  43) 


-'(o+a^d^- 


^1, 


,    :.....„.  ,  ..        .      \a/   ,\b/      \ejf  ...,;..,,..M 

.    .   ^,         ..(a^-^/)(«^  .4iOs/3-'|j-!C#sy)  J  i...     i,     .:>ol    1.». 

+  (y— 5')C--ä  COSy— —  cos«)  >    =0          ,.-,,;.:,;,)    .1 

Cv  Cr 


+(*-ÄW^  cos«~£.cos/S) 


ao* 


3m 


oder 


">  (f)Xf)X^)"='- 


+  K^-/)-^-(3^-J7)^>  cosy 


oder  .auch 


i   .    : 


{(z— A)cos/J— (y— 5r)cosy}  -^ 

die  Gleichungen  der  Projeptioa  der  durch  die  Gieichungen  38)  cha« 
rakterisirten  geraden  Lini^  auf  der  durch  die  Gleichung  44)  cha- 
rakterisirten  Oberfl|iche  eines  beliebigen  elliptifi^rhen  i^häroids* 
Für  die  Kugel  ist  a=b=c,  und  die  Gleichungen  der  Prdjectiqn 
der  durch  die  Gleichungen  38)  charakterisirten  geraden  Linie  auf 
der  Kugelfläche  sind  also  nach  dem  Vorhergehenden ,  wie  man 
leicht  findet: 

48)    a:^+y*+z*  =  a\ 

(  A  cos /J— (7  cos  y  )  a* 
+  (/'cosy— Acos«)y  ^  =0; 
+  (^  cos  «— /cos  j?)  z 

wo  aus  der  zweiten  Gleichung  erhellet,  dass  die  in  Rede  stehende 
Projection  ganz  in  einer  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehendenr 
Ebene  liegt;  und  zugleich  überzeugt  man  sich  auf  der  Stelle ,  dass 
diese  Ebene  die  durch  üen  Mittelpunkt  der  Kugel  und  die  gegebene 
gerade  Linie  gelegte  fbene  ist^  was  auch  Alles  der  Natur  der  Sa- 
che ganz  geinäss  un4  aus  den  ersten  Elementen  der  Stereometrie 
bekannt  ist.        '  .        ^         ' 


...  .  ,^ 


\}\. 
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§.  6. 


Um  die  Gleidrangender  Beriiliraiigslitiie^Jer  Pro|ectioD  e'iDer 
geraden  Liaie  auf  der  Oberfläche  eines  beliebic^en  Ellipsoids  in 
einem  gegebenen -Punkte  derselben  zu  finden»  wellen  wir  aer  Kürze 
wegen ,  ausser  wie  vorher  . 


'=(f)Xl)'+(l)-'- 


* '  1 


auch  noch 


setzen;  so  ist 


r=l(y— 5r)^-(2-A)-|f)  cos« 


+  {(*-A)J-(a:-/)-J)  cos/3 
+  K^P^/)^-(y-^)  J}  cosy 


du 2^    ^ 2y     du 2*^ 


und»  wie  man  leicht  fiddet: 

Mach  den  Principien  der  Differentialrechnung  hat  man  nun  be- 
kanntlich zur  Bestimmung  der  Differentialquotienten 


dy  ^  dz 
-f-  und  -j- 
dx  aas 


die  beiden  Gleichungen: 


'MW 

du_     du   dg      du   dz^ q. 

dx      dy'  dx     dz  *  dx 

Jinid  eittUtaufiiHcBBeUmrimit  Hülfe  der  YoiiMr  (Ha 

., 

du    du    du      ^   dv    dv   dv 
dx^  dy*  dz  i        idx'  dg'  dz 


1-  -  '■ 


\  ' 


I- .  • 


gefundenen  Ausdrücke ,  wenn  der  Kürze  wegen 

gesetzt  wird,  ftir  die'  beiden -ip  Rede  ^^henden  Differentialquotien- 
ten  leicht  die  folgenden  Ausdrücke: 

Sind  nun  a:i>fr^yzi   4^ -Copidtnalt^ij  eines  beliebigen  Punktes 
in  der  Projection  der  gegebenen  geraden  -  Linie  auf  der  Oberfläche 
des  Ellipsoids,  so  sind  nach^^n  P^ipcipiej^^der  höheren  Geome 
trie ,  wenn  der  Kürze  'wegen , :    .  )  * 

^} 


""     '«rj,      .-.1} 


49).  ^,^|(^ *),/- 


gesetzt  wird. 


50) 


>4  ^^  _  »  ^» 


oder 

^— a:,  jy— yi *^^^i 


51) 


c'  6*  ö*         ^  c*  p*  a* 


die  Gleichnnsen  der  durch  den. Punkt  (^iViZi)   sehenden  Beruh 
renden  der  Projection  der  gegebenen  geraden  Linie  auf  der  Ober- 
fläche des  Ellipsoids.         -  ^ 

§.7. 

Ohne  die  vorbergehendfeo  dHgeweiDeii  Uptersuchitn^cia,  welciha* 
aa  sich  interessant,  für  meinen  nächsten  Zweck  lür  letjst  jedoch- 
von  geringerer  Bedeutung  sind,  weiter  auszuführen,  will  ich  mich 
nun  sogleich,  zu  der  Betra^btuDa  der 'projection  einer  geraden  Linie 
auf  der  Oberfläche  eines , durch  .Umc^rebung  einer  Ellijosis  um  ihre 
zweite  Aie  entstandenen  elliptischen'  Spbaroids  wenden.' 

Weil  bekanntlich 

52)   ^^+^=1 


die  Gleichiihg  äer  Oberfläche  eines  dui'ch  UVhdi|ehiin^>i'nei:,E!Uipse^, 
deren  erste  und  zweite   Halbaxe  a  und  b  sind,  um 'ihre  zweite  ' 
Axe  entstandenen  elliptisicheh  Sphärolds,  welches  wir  in  der  Kürze 
ein  Rotationsellipsoid  nennen  wo0en,  ist;, so  sind  nach  46) 


+{(z-Ä)^,^(ap-/)^},w*^,    }.  =0 

ö       ...     .  .  €*        .  • 


1 1 


*      1 

:  1  ;  ; 


Sit 

der,  wie  Uenas  nutlflst  einer  eisfacbeB  Vennuidhu^  der  zw«-, 
teo  Gleiehu^  leicht  folgt: 

die  Gleichnogeo  der  ProjectioD  der  durch  die  CrleichungeD  38)  cha- 
rakterisirteo  geraden  Linie  anf  der  durch  die  Gleichung  52)  cha- 
rakterisirten  Oberfläche  des  RotationnellipsoidB. 

Beatimmen  wir  aus  der  zweiten  der  beiden  YorhergehendM 
Gleichungen  z,  so  erhalten  wir 

KKx  ^__     *•    (*cog/?--^cosy)  J?+(/coay~Aco8g)y 

Do;  x—— —  . —    a*—b* ' 

geosa—fcosß-l ; —  (a:cö8/5— ycos«) 

und  foi^ich,  wenn  wir 


66)     «•= — -,  l~e'=r— 

a*  ar 


setzen: 


ggv      y ^j^_^^^(hco8ß-gcimy)x+(feoBy-hco8ix)g 

^  cos  «— /"cos /S + e"  (  j:  cos /5  — y  cos  c  ) 

Führen  wir  nun  diesen  Ausdruck  von  z.  in  die  erste  der  Glei- 
chungen S4)  ein,  so  erhalten  wir  zwischen  x  und  y  die  folgende 
Gleichung: 

57)    (1  — e'){(Acos/J— ^cosy)ar+(/'cosy— Äcosa)y}* 
=(a*  —  a^  — y*)  \ffC08a^fco8  /S-f  e*  (orcos  ß  — y  cos«) }  •  , 


§.8. 

Setzen  wir  jetzt,  was  wegen  der  ersten  der  Gleichungen  54) 
offenbar  verstatfet  ist:  » 

!ar=:acos(9cos/?, 
y:=asiD^cos/?» 
;rc=6sinP 

und  führen  diese  Ausdrüdce  von  of,  y,  z  in  die  Gleichung  56}  ein, 
so  erhalten  wir  nach  einigen  leichten  Verwandlungen  die  Gleichung: 

69)    (flpcos«— /cos/J)tangÄ 
=:|ae'cosasinß— (/"cosy  — Acostf)t^l— 6*}sin^ 
—  {oe'cos/Jsinß—  (gcoBY—hcosß)f  1— «•  jcosö. 


( 

welche  die  Gleichung  der  ProiectioD  der  durch  die  Glelchungea 
38)  charakterisirteD  geraden  Linie  auf  der  Oberfläche  des  Rota- 
tionsellipsoids zwischen  9  und  Si  ist.    Setzt  man 


(  R  cos  *  =  ae*  cos  «sin  ß — (  /cos  y  —  Ä  cos  lir )  1^1  —  «*^, 

eo)  .    ,  .    .   ; 

(  Äsi«*=ae«cötejJ8iri:f^— (^cosy^ÄiBosf)<FPe*] 
so  wird  die  vorhergehende  Gleichung      , 

61)    (^cosa— /cöiSj/S)tangß=Äsin(ö  — *). 


I  ^ 


Auch  ist,  wie  man  mittelst  der  betdeii  Gleidiün^en  60)'Ie}clfl 
findet: 


;   ,  t 


^«^««,     /--.^«Ä         Ä(cosasin*  — cosiJcos*) 

^COS  «  -/^COS  ß  =  -  — '— T^r-T.-        .*^ ^, 

cosyT  1  — e» 

und  daher 9  wenn  man  dies  in   die  Gleichung  61)  einführt,  nach 
einigen  leichten  Verwandlungen  r 


62)    tangi^^-^^^yT^^""^^^^""^'  . 

^  cosasip0— cos/?cos^ 


oder  auch 


63)    tang4>=^<^~^^y^'°^^^^^lE£^. 
'  cpsÄ— cosycosÖGotßl^l— e» 

♦ 
§•9.     . 
Zunächst  wollen  wir  nun  den  Differentialquotienten 

entwickeln.    Dimeren tiiren  wir  zuv  dem  Ende  die  Gleichung  61),  so 
erhalten  wir:     . 

«-<»-*>(s-^)+-»<«-»)f 

= (^  cos  «  — /"cos /S  )  secß^. 

Durch  Differentiation  der  beiden  Gleichungen  60)  ergiebt  sich 
aber 

-  dR      n  •   A  d0  -  *.  -~ 

cos  *  ^i— -*  Ä  sm  * -=^  ==  ne*  cos  «  cos  w , 

sin  * -^  +  Ä  cos  * -7— =  ae*  cos /J  cos  i2 ; 

*  _ 

und  hieraus  ferner  mittelst  gewöhnlicher  Elimination; 


31A 


Dndb 

ymfiflf 

rf»     rf»    rfg 


jr«.(e-*)^ 


+  **'  (^««»(e— «XcocffÄB«— CM^cas«)  ♦**■ 

=:(^cos  a — ftamß)»tcSl* 

oder 

Ar  i. 

-|-ae*(co8asiDO — co»  ß  cos  S)  cos  Sl 
:rz(gcosa — /'co«/S)ßecÄ*; 

abo,  wie  man  oach  einigen  leichten  VenraDdlangen  findet:  ' 

ÄiN  <^^  _  (y  r—  gg*  «in  a  cos  ^^)  cos  g — (/ —  ae^  cos  6  cos  Sl*)  cos  ß 

^  c/Ä        ~:  Äco8(e— €>)cQ/8Ä«      ; 

Setzt  man 

SmöCOSÄ*  T.  ^-ri-^-r. 


■■.1 . 


65) 

cos  «cos  A*  '        "^ 


•0  wird,  wie  man  leicht  findet: 


a^.     dB  o  Ä(')sin(0-.<P(')) 


»•* 


m 


'}:•».     «»#». 


Um  nun  ferner  auch  den  zweiten  Differendalquotient^' 

dSl* 

I  I     ••     •     »     I 


ZU  entwickeln,  wollen  wir  zuerst  die  beiden  .Qleichungen  65)  di 
rentiiren.    Dadgren  erhalten -rVirV  V'^         .;." 


ffe- 


~'"'  sin, ^ cos  .^'       ^        ^' 

c^.^  dSl 

3/cos|5 tang  Sl  (l  +  l  tang  0 cot  Ä §^) 

»>•   •    . 


COS  0  cos  Ä' 


'.  ;••    :•-• 


i  i  ■•  -M 


und  hieraus  *  ;,u~    x'>,^i».*:\     ;i* 

,  3/co^^  tang  Ä(l+)  taug  ©cot  Ä^) 

. . ,.      .  m       ^^r-n  ^j,g  ©cos  Ä* 

dS    " 
ÄOdOK«)  3i;cos«tangÄ(l-Jcot©cotil^) 

•Zfc68Jßta.ng  Ä  (l  +  ltang  ®cof  ÄÄ 

'■       ■',:  -ir.-'."'^ 'Vicqeifc>s  j^'- '  :"  ■"' ^'^'^^■' 


'  \   '\ 


Sejtst^  man  -Atii^    .  .      ,  j  ^  \\ 


'\\\      '  .-    » 


5rcosa(l~Jcot0cotÄ^) 

ÄC)C0S(P(«)=: ^^. 1:^-;     ■ 


X  ,  .  •  ^inö 

dSl 


67)   ^--  '-       '"         ^ , 

» '  •      •       •    - 


<^  ^^  -  -  /•cosj^iei+^ltaigecotÄ^?) 


Ä(«)sin(p(*;)=i 


;'v't..nT>  .  •     ••      COSO 


aM: 


R-ypr  =— ae*(cosa8ip*— cosj5cos*jco8ß. 

.   die  .     ' 


,  •        •  <■ 


purcb  9ul^titttt|Qn  ^lt^^x  Aas^rSd^  ja. die  i^heff  fj^kchen  den 
Differentialquotienten 


\-  ^. 


(  sin(ö-^<P)(cosflccos<P+co8/J8inlI>)  i 
^^     '+co8.(6 — <P)(cosa^in(P — c9S/}cos^)  i 

oder  .     , 

"    Äcos(e-*)4S 

J     cosa(sin(d — <I>)cosO-\-coB(ß-^0)H\ikO)\        q 
-I-  fl#»*  1  •  *  I  cos  i>w 

^"•^    (,_cos*/J(cos(©  —  a>)co^«>— .sin  (Ö^<P)§in  O^l' 

^    '  ir(j;cosit— /cos/3)s'efc=ia«, 
dr  i.  , 

ÄC08(©-<P)|| 

•       .1       .•'.■•:     1  .  .  I  ■         •       .  •  I    I       "  t    ♦ 

+  ac*(cosasinö — cosj9cos6)coSi$2 
=  (^  COS  a — ^<jds  j5  )  sec  Ä* ; 

also,  wie  man  na(^h  finigei^  leichten  Verwandjungom  Jndet:  * 

MS  !^  —  (y  r—  qg*  sin  Q  cos  .Q  ^ )  cos  g  ^-  y^-^  ge*  cos  Q  cl^k  il*)cosj 


1  >  *» . 


Setzt  man 


■  ■  \ 


65)     { 

Ä(^)  sin  *(!)==  (•.-v—/!——  -^4ii?«)coslJ; 

so  wird 9  wie  lu^n  leicht  findet:  . 


-.1. 


iiS;*-:^* 


74) 


I 

m 


also 


-I  * 


^^^  as=^ fi~     3ä 


Führt  man  nan  diesen  Ausdruck  von  ^~  und  den  Ausdruck  Yod 

^jL     aus  69)  in  die  Gleichung  72}  ein^  so  erhält  man  n^tck  einigen 
leichten  goniometrischen  Reductionen: 

76)    Ä»cos(^~*r^ 

^— ÄÄ(^)sinÄcos(ö— *)sin(e— *^')) 
-|-/^12(')cos.$2cos  (*—*(»))* 

cos(0 — *(•))  '  dSL 

+^^^^ — 'cos(0(')^.f>(«))  ■  ./-rf3r- 

mittelst  welcVer  Formel  der  zweite  Differentialquotient 

TS? 

ohne  grosse  Schwierigkeit  berechnet  werden  kann,  wenn  man  nur 
erst  mittelst  der  oben  entwickelten  Formeln  die  Differentialquotienten 

dQ       dR        rfÄ(') 


dSl'     dSl\      dSl 
berechnfit  ha,U 

§.11. 

Die  Gleichungen  der  dem  Punkte  ijX^yiXi)  der  Projection  der 
durch  die  Gleichiingen^38)  char$kterisirten  geraden  Linie  auf  der 
Oberfläche  des  Rotationseiripsoids  entsprechenden  Berührenden  die- 
ser. Projecäon  «jnd  bekaniitli<:h 


•    •  •  *        t 


77)    ^  <tei 


:*;-*' =S-^*-*'>' 


si« 

MO  ivird 

nS)  j         '»'»*  C08Ä'   .    , 

aA  eo8M* 

und  folglich  auch 

^    "«BT"—  Ä(»)  '    rfÄ  ' 

oder  auch 

WO  /  wie  gewöhnlich  deo  natürlidieii  Les^rtthimis  bezeichnet 
Pifferentiirt  man  mm  die  aus  66)  sieh  ecgebcnde  GMchmig 

Äcw{©— *)^  =  JK*)»in(e— *(*))co»Ä, 


«o  erhält  man 


•71)    «««(ö-*)^ 


=-«iit*)  sin  Asia(  e— «(')) 

+  j«j„(e^(.))^+jg(.)««(e— (^))(||-*^)j  CO.Ä 

also  nach  66) 

72)    iPco8(»-*)«^ 

=-^i{|i(^)  sin  i2cQs(a— #)«ia(d — *(')) 
+ite«8Äco.(ö-^){siD(e-*('))^+Ä>)coB(»-*('))(^_^» 

-i2(»)cosÄsin(^-^(M){cos(d-*)^-Äsin(ö^-^)(*-^)}. 

Setzt  man  noch 

j    iZ(')co8^')=ac*co«acos.$2, 
^      1    »•)8in*(»)=ae»co8/^co(iÄ; 

so  ist.  wie  aus  dem  Obigen  leicht  erhellet: 
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durch  den  Pmkt  (a:^iZi)  getheilt  wird,  mit  den  positiven  Theilen 
dreier  difircb  diesen  Futikt  gele^ei^/  den  primitiven  paralleler  Axen 

einscfa^iesi^y  dttfcfa  <q)i,  ^ßi,  %i ;  so  ist  bekaniitticb.  " 

•  ■       1  ■  .  '  •        ■        I      ■•  -« 

.\p<i6tf;i  i_dyi        cosxi  j_  dzi 

cos  9)1       dq:i*     co^y^       dx^^ 

-.'''■•■  ■  *      •   •.      -^ 

und  folglich*,  wie  man  mit  Hülfe  der  Gleichupg     .    .  ., 

cös.939+co§4p;+cosx}=l  \ 

deicht   findet,   mit  Beziehnng  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 

einander:  ■' 

•  ■•■     *         ,    ■         '  ,  •    . 

1 

cos  9)1=+ 


¥'+(S^M^';. 


^  dyj^ 

"  *  i  •  ■•  dw\ 


Nun  findet  man  aber  ^it  Hülfe  der  Gleichungen  80)  leicht 

■j 


**''.  1'!.«) 


>  '■■  '  •■■—ij.*-  •     •       ■■  '  ^    dfix         e    dQ/ 


•■!'■«.  "■..,;■...•■■».  r!     ■  **^-i  -    .fP     ':  •  i;   .; 

1 

Also  ist  nac^h  dem  Q]>igen^  . 


. .». 


♦)  Statt 
Irami  man  hier  und  im  Folgendes  ttbeilEiIl  auch 
setzen«  •  '*      v    '•■       ;./... 


m 

Setzen  wir  nun  auf  mu^ic^f  Ar^Wie  ipd  VorhergehendeD 
60  ist,  wie  man  ^lurch  Differentiation  leicht  findet: 

t\'.'.       ■  .  .  •        .     ;;  ,■■  \\  ... 

Ici^r^— «(sinö^cosÄicfej+kCOfiieiSinÄirfÄ,), 


-       '.  sin^isini^i— cos^.coSi^^i-^^ 

,  *       coseiSin>^i-f  sineicos.^,-^^ 

80)     (        ..:  ,:...i.     «A  \        dSl^ 

eki  ^  co^Äi  ^r=e^ 


— ^^  — -     ^    - ;     F-  '  .    r   .. '  .     •  if  f  ■ — •  \\       1 j 

*  COS  01  sin.^i4- Sinei  cosÄi-=7:ri 


9 


oder 


■     • 


*    •     .    -..x 


I  \ 


••»)'>     :=  *■  !•»•  'i  M  lrf-tllllgeFi«0t[Qr| 

81)     ^ 

rfz,  cotÄ*  VI3^ 

dr,  cos©,'  1  ,  .     _^       .  _  d©. 


••«!••   1  ,■ 


Also  sind  nach  dem  Obigen 

1  —  COt0iCOt^i?i-7-i. 

y— yi=tang0i  . ^(k^^ofi), 

l+tangöicotßi  £Z1 

82)       ^  t;     .  ^1 

die  Gleichungen  der  dem  Punkte  (ori^ii/i)  döfWdjiMiÄöff  dir^ 
die  Gleichungen  38)   charakt^fisirten  geraden  Linie  aiif  der  Ober 
fläche  des  Rotations^lipsoias  enfsprecbeiMen  Berührenden  diesrJ 
Projection.  :  *  i 

Bezeichnet  man  die  J80^  ificht  übersteigenden  Winkel^  die  i^ 
eine  der  beiden  Theile,  in  wdlohe  die  in  Rede  stehende  Berflhifi'' 
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gen  des  io  Rede  stehenden  Meridians  sind  folglich; 
a  sin  01  — y  cos  ©i  =  0, 


90)     <  ^«j.-.2 


»cht  findet: 

•a:sin  ©^  — y  cosöi  =0, 

91)     {  _£!_.£! -1=0. 

a*cos0i*^6* 

[  die  Gleichungen  der  durch  den  Punkt  (xi  y,  Si) 
enden  dieses  Meridians: 

y-yi—    (^-^i)tangd„ 

a%cosöi*' 


y— ^1=     (o?— a:i)tang0j, 

*  ^  ^^cosöi 

nan  die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel«  die  der 
Tbeife,  in  welche  die  in  Rede  stehende  Berüh- 
Punkt  (xiy\Z^)  getbeilt  wird,  mit  den  positiven 

urch  diesen  Punkt  gelegter^  den  primitiven  paral- 

bliesst«  durch  q>^^\'^^^\%^^'^i  so  ist 

)""^°^^^*cos9)0)  COS01  ' 


m       I  cosöi 


cos  !/;(*)=  ± 


Vl+(l-e»)cotr^i* 

sin  ©1 


V*l+(l-c»)cotß/ 


COS  y(*)=^-4-  ^  .         *    ■  ; 

^        ^1^1+(l~e»)cotrv 
•■  • 

er  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander 
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cos  ^1  sin^i +«in  O I  cÖ8i?i  5^ 
.  __  -  - <i«i        ' 

cos  91  ^-ir^     ^     ,         ...  I     ^^ i      j        * 

,  sinöisinß,  —  cose.cosß, -T— i- 

85)     ^  •  diix 

^^/  \    AAa  af  ■      •—  J      ■■*« »  iiiii  ■■■»  .'i  I.',      ,.  I  .— 

COSlf^i  — ±        r ' j— 2" 1       ^     > 

Vi-e-cosPia+i-^)a-i.§^) 


cosXi^T 


Vwcosi.j(i+i-^)a-i.^)' 

wo  die  obern  tu  I  unjteni  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen. 
Setzt  man 

tangPx=cotß,^, 

86)  ^  I ! ; 

sin  Qi^ecosi^iy  (1+1 . ^)(1^1  .^)' 

SO  ist,  immer  mit  Beztehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander: 

cosyPjCosQi 
87)   ^  cosi|;x-±      eosP.cosQ— ' 

cos  xi  z:rT^Q^i^  (l+e)(l-e) 

,  cos  Qi 

Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich,  wenn  ds  das  allge- 
,meine  Differential  des  Bogens  der  Projection  der  durch  die  Glei- 
chungen 38)  charakterisirten  geraden  Linie  auf  der  Oberfläche  des 
Rotationsellipsoids  bezeichnet,  auch  leicht  die  Formel: 

88)    rf»«=aMcosß^rf0«+(l-c«cosi?*)d:ß«} 

oder 

89)    A»  =  a«  iteM  1 — c'  cos ß»  +  cos  ß«  (^)« ). 

Die  Gleichung  der  Ebene  des  dem  Punkte  {xiyiZi)  entsprechen- 
den Meridians  ist  ,  ^ 
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4.  i.  nach  78) 

a:  sin  ©1 -^y  cos  e,  =  0, 

und  die  GldchuogeD  des  io  Rede  stehenden  Meridians  sind  folglich; 

IX  sin  01  — y  cos  01  =  0, 
^r-  +  §.     i-u, 

«der,  wie  man  leicht  findet: 


'a;sin  0,  — y  cosöi  =0, 

91)     ]    _£L_  .£! 
a*cos0,«'*'A» 


^       +£.-1=0. 


Folglich  sind  die  Gleichungen  der  durch  den  Punkt  \x\  y^  t\) 
gehenden  Berührenden  dieses  Meridians: 

!y-.yi=     (^-"3:Jtangd„ 
a^ZiCOS©!*' 
<»der  nach  78) : 

y~yi=     (ar  — a:i)tang®, , 

*  ^  *^  cos  öl 

Bezeichnet  man  die  180®  nicht  übersteigenden  Winkel«  die  der 
eine  der  beiden  Tbeile,  in  welche  die  in  Rede  stehende  Berüh- 
rende durch  den  Punkt  (^iyi::i)  getbeilt  wird,  mit  den  positiven 
Theilen  dreier  durch  diesen  Punkt  gelegter^  den  primitiven  paral- 
leler Axen  einschliesst^  durch  9(^)^i^(^)^%(');  so  ist 


cbsi(;(')_  cosx(M__  cot^i  VTHIS. 

und  folglich 


n\        I  cos  01 

cos9(')=J 


Vl  +  (l-c'')cotr^i* 
sin^i 


f»j\      /   cosi/;(^)=±7;:= — j 

^^)       \  ^  Vl+(l-6»)C0tß/ 


...     -.  •      cot-QiV^l-^»         . 
cos  y(0=-f-~-,.  ,  ; 

*  V^l+{l~e«)cotß,* 

mit  Beziehung  der  obem  und  untern  Zeichen  auf  einander 
TheU  VI.  21 


\  • 
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Bezeichnet  man  einen  jeden  der  180°  nicht  übersteigenden 
Winkel,' welche  die  durch  den  Punkt  (xi^iZi)  gelegten  Berühren- 
den Aeä  diesem  Punkte  entsprechenden  Meridians  und  der  Pro- 
jection  der  durch  die  Gleichungen  38)  chärakterisirten  s«radeo 
Linie  auf  der  Oberfläche  des  Rotationsellipsoids  mit  einanaer  ein- 
schliessen,  durch  r^y  so  ist  bekanntlich  in  den  Torher  eiilgefähr- 
ten  Bezeichnungen: 

cos  Fl  =cos  9i  cos cp(^)  +  cos  ijfi  cos  ij;^^)  +  cos %i  cos  5^'), 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

woraus  sich  femer  sogleich  ergiebt: 

cosßi-^ 
96)  sinrx=+  ■       ^  ^g^ 


l-e«cosfl.«(l+j.^)(l---5ßf) 


e    d^^  e  dü^ 

in  welcher  letzteren  Formel,  da  sin  Jf,  immer  positiv  ist,  das  obere 
oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss ,  jeoachdem 

•  « 

eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist 

Aus  den  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  ergiebt  sich  aber 
auch  auf  der  Stelle 


97) 

tang  Tj  = 

VI 

cosß,*^ 

oder. 

wenn 

man 

98)    sin 

TT, -f. 

cosß, 

setzt : 

99)  tan^Ti- 

.^cos 
cos 

Sil 

dBi 
dSl,' 

§.  13. 

Wir  wollen  nun  auch  den  dem  Punkte  (0:^  yi  z,)  der  Projection 
der  durch  die  Gleichungen  38)  chärakterisirten  geraden  Linie  auf 
der  Oberfläche  des  Rotationsellipsoids  entsprechenden  Krümmungs- 
halbmesser Vi  dieser  Projection  zu  bestimmen  suchen,  indem  wir 
als  bekannt  voraussetzen,  dass  nach  den  Principien  der  höheren 
Geometrie,  wenn  der  Kürze  wegen 
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fd^     d^x^        dzi     d^yx  V 

t 

wo  Ti  eine  positive  Grösse  bezeichnen  soll>  gesetzt  wird: 

(dt,  Y 
101)    n=l^ 

ist^  wo  die  Bedeutung  des  Symbols  Si   leicht  von  selbst  erhellen 
wird.    Weil  nun  nach  79) 

~^  ='—  a (cos ©1  sin  Sl^  +  sin  ©i cos  Sli  ■j^)t 

-j^==  — «(sin  ©isin  Äi — cosi^cosi^i  -fpr), 
dzi   


^^  =    oVl--e^.cosÄi 
dSli 

ist,  so  ist,  wie  man  durch  fernere  Differentiation  leicht  findet: 


d'^x. 

^  — — a 


cos  ©iCOSÄ,  -2sin  ®.  sinÄ^^ 


dSl^' 


d^y; 
dSl,' 


+c6a  ©1  cos  Sl/^Y+  s'*^  ®i  <^<>s  *^t 

sin  ©1  cosi^i  +2co80i  srnSli-rr^ 

dSli 

+  8in  01  cos  Äi(^J  -  cos  0,  cosÄ,  -^^^   ) 


j^,=-at^l-e».sinÄ,; 

und  hieraus  erhält  man  ferner  nach  einigen    keine  Schwierigkeit 
darbietenden  Reductioneu: 

dxi_-   d'yi        dy^  .    d^x^ 
d^'dSl*      d^dSl^* 


(l+co.Ä.«(g;^)  )+«ni3.(8inß,^-co.Ä.gi)  j .   , 


21  ♦ 


1^1-; 


■a-y  i—e 


a*Vh^*. 


dxi       d*Zx       dzi      d^Xi 
dSl^  '  dSl?      dSlr  'dSl^^ 

cose,a+cosÄ,«(^y) 
—sin  ©icos  Sil  (siniflti     -^  —  cos  •^1^77-«^ 

dyi      d^Zi         dxi      d^yi 
dSl/  dSl,^      dSli  .dSli^ 

sia0.(l  +  cosÄ,^(^)") 
+cos0iCOSÄi(sinÄi--=-p^ cosÄi  -777-2) 


Setzt  man  aber  der  Kürze  wegeQ 


102) 


^,sini:,  =  l  +  cosÄ,«(^J 


so  wird,  wie  man  leicht  findet: 

dxi      d^y^  __  dyi      d^x^ 
dSl^'iTSl^      dJl^' dSl^^ 

dB 

=  ^1  a*  (cos-Eitang  Äi +sinjEli  ~=-pjL), 

dxi      d^Zi        dz-i     d^Xx  ^   ^a  Ar\ — lä  a>\w.fv      a\ 

r 

und  folglich 

» 

103)     T,=9ja'Y  l-c'  +  Ccos^itangÄi+sinE,^)'. 
Weil  nun  nach  89) 

> 

oder  nach  Einführung  der  HülfsgrOssen  q^  und  E^z         ^    ,. 


.♦  i. 
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iat  nach  101): 


ri  = 


Q^y\  -«•+(cos£,tangÄi+sin£i^~2-) ' 


eichDet  man  die  Coordinaten  des  Krümmungsmittelpunkts 
^flisiii  so  ist  bekanntlich^  wenn  der  Kürze  wegen 

'    VdÄ/c/ßi''    d^'d^y dsi^ 

ifdyi      d^Zi        dxi      c?'y,\  dfzi 

Z  —  ( .^üb—    ^^^^  __  <^^i      d^^ij  \  cZa?i 

i(dzi_    d^yi        dy,      d^z,\  dy^  ^ 
^\dQ^  *  dJ^*       dß,  '  dJ^^^^J  dQ^  ' 

e  man  nach  gehöriger  Entwickelung  mittelst  des  Obigen 
idet : 

sib(£i-©i)cosÄi 
— cos£i  sin  Si  sixkSl^  tangi^i 

X,=Q,a*    ^  +cos(£i  +  Öi)sinßigl 

+  sinJEiCOSÖiCos-Q  Y^  y 

—  ^1  a'e*  sin  ( £i  —  &i)  cosi^i , 

cos  (El — ©i)  cos  .Öl 
-|-cos  El  cos  6jsin  Si^  tang^^ 

r,=  Qia^    ^+sin(£,+  ÖJsinß,^    . 
i-8mE,Bin9,coBSi,(^y 

—  ^1  o'e*  cos  (JSx  —  &x  )  cosi^i 
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Z,  =  Q^a^Vm?.  (sin  £1  sioÄj-cos^iCOsß^,  ^) 

=a»'ri=?.(sinfi,+co«^/^,^,) 
gesetzt  wifd: 

106)    ^,.^,._Wf.. 

Ich  will  letzt  diese  Untersnchangen  Dicht  weiter  ausdehneoi 
behalte  mir  aber  vor^  in  einem  späteren  Aufsatze  auf  einige  An- 
wendungen zurQck  zu  kommen»  welche  sich  von  denselben  machen 
lassen^  wozu  .die  im  Vorhergehenden  mi^edieitten  Entwickelungen 
völlig  genügen. 


i«/ 


— zslop+const.,  oder 

Von 

I 

dem  Herrn  Doctor  O.  Schlomilch, 

PriTatdocenten  an  der  UniTersität  su  Jena. 


Diese  Frage  I8s«l  sich  auf  folgende  Weise  beantworten.    Setzt 
man  in  einem  Int^^e  wie 

dx 


/> 
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^=— ,  wo  t  eine  neue  Veränderliche,  m  eine  eöikatante  Grösse  ist, 
ra 

dz 
so  wird  Är=: — •  wenn  ferner  a?==a  und  x=^b  geworden  Ut,  hat 

2  die  Werthe  ma,  und  mh  angenommen.    Daher  ist  jetzt 


^^••"  (1) 


oder,  weil  es  in  einem  bestimmten  Integrale  ganz  sleicKgültig  istj 
mit  welchem  Buchstaben  die  Veränderliche  der  Integration  be- 
zeichnet wird. 


%J  ma 


Aus  diesem  «Satze  ergiebt  sich  %.  B.  für  a=^0,  6=k,  m=-~l, 

's. 

^^   l  (ZÜ.J^  ^  /^....    (2) 
X         I       o;      —  1        #0? 

0  A./  0  ^   o 


Setzen  wir  nun 


so  ist 


/  ' — ==s  9)(ar)+const., ....    (3) 

y^=9(,e)-9(0), 
0 

y^=9(-t.)-(p(0); 
A  . 


0 

und  vermöge  der  Gleichung  (2) 

'9(««)  =  g)(-?e) (4) 

Man  hat  aber  eine  doppelte  Wahl;  entweder  ip(x)=^lx,  oder 
i5()(j?)=:J/(ar*);   indem  aus  beiden  folgt  dg)(a:)= — ,  wie    es   nach 

X 

(3)  sein  muss.  Gleichwohl  sind  die  Functionen  Ix  und  i/(ar')  sehr 
von  einander  verschieden;  die  erstere  wird  nämlich  für  negative 
Werthe  der  Veränderlichen  imaginär«  während  die  zweite  für  ne- 
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gative  X  die  Dämlichen  Werthe  giebt,  wie  für  gleich  grosse  posi- 
tive x.    In  der  That  ist 

für  (p(x)=ix,  q>(-x)  =  lx+l(-l)=lx±(?k+l)nV^-l 
oder 

^(^ti)=/M±(2Ä+l)jr1^^ 

dagegen-  für     g)(j:)=  J/(a:«),^(-a:)  =  i/('^')==J(fcr') 
oder 

Da  DUO  aber  nach  No.  (4)  9)(— tf)  =  9)(-f  tt)  seio  soll,  so  kann 
man  q>{x)  nicht  =:^lx  setzen,  sondern  muss  durchaus  (p{x)  =  \l{a^) 
nehmen.    Es  ist  daher  nach  No.  (3)  ' 


/ 


dx  * 

=4/(a:')+const.  und  nicht  =te+const.f 


X 


Weiss  man  im  Voraus,  dass  x  keine  negativen  Werthe  an- 
nehmen  wird,    so  kann  man  auch  die  zweite  Form  nehmen,  weil 
beide  FonQen  für  positive  x  identisch  sind;  dagegen  würde  es  to 
tal  falsch  sein ,  sicn  dies  auch  bei  negativen  x  erlauben  zu  wollen. 
Welchen  Unterschied  dies  macht ,  sieht  man  z.  B*  an  dem  Integrale 


dessen  Werth  nach  dem  Obigen  =4/(3*) -5/(2»)=  4/}  =  i  ist, 
während  er  bei  gewohnlicher  Schreibweise  /(3)— /(<-2),  also  ima- 
ginär sein  müsste., 
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IJelbiuigrsaiifgralbeii  für  Schüler. 


Tod  dem  Herrn  Professor  Dr.  F.  Stegmann  ao  der  Universität 
^  zu  Marburg. 

I)  Es  sei  über  dem  Durchmesser  AB  ein  Halbkreis  AuMwH 
beschrieben  und  in  einem  beliebigen  Punkt  P  zwischen  A  und  B 
des  Perpendikel  PM  auf  den  Durchmesser  gesetzt,  Vrelches  in  ^M 
den  Halbkreis  schneidet  Wenn  man  nun  auf  der  Verlängerung 
dieses  Perpendikels  über  M  hinaus  einen  beliebigen  Punkt  S  an- 
nimmt und  die  zwei  Sehnen  AM,BM  nebst  den  zwei  Sekanten 
AS, BS  zieht,  welche  letztere  in  den  Punkten  u,  w  die  Peripherie 

des    Halbkreises  durchschneiden  ^  so  wird  Bogen  Mu=iMw  sein, 

je  nachdem  AP=iBP  angenommen  worden  ist* 

II)  Wenn  man  in  einem  Kreis  eine  beliebige  Sehne  ^^C  zieht 
und  an  deren  Endpunkten  die  Tangenten  AM  und  BM  construirt, 
deren  Durchschnittspunkt  M  sei ;  wenn  man  alsdann  von  dem  eineä 
Endpunkt  C  der  Sehne  AC  eine  zweite  Sehne  gleich  der  Hälfte 
der  ersten,  nämlich  CB=iAC  in  die  Peripherie  trägt  und  von 
deren  Endpunkt  B  aus  die  Sekante  BM  zieht,  deren  zweiter 
Durchschnittspunkt  mit  der  Peripherie  U  heisse;  so  wird  U  der  ' 
Halbirungspunkt  des  Bogens  AUCH,  nämlich  ^17=jB(7  sein. 

Es  sind  zwar  zw^ei  Fälle  zu  unterscheiden,  je   nachdem  näm- 
lich di'e  Sehne  CB=IAC  von  C  aus  entweder  in  den  grosseren 
oder  in  den  kleineren  der  beiden  von  der  Sehne  AC  gebildeten 
Kreisabschnitte  eingetragen  wird,  für  beide  Fälle  lässt  sich  jedoch 
.der  Beweiss  mit  ganz  denselben  Worten  führen. 

III)  Wenn  man  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  von  den 
Endpunkten  eines  beliebigen  Durchmessers  AB  ciie  Verbindungs- 
sehnen AM  und  BM  nach  einem  beliebig  auf  der  Hyperbel  ange- 
nommenen Punkt  M  zieht,  und  von  diesem  Punkt  M  zugleich  Per- 
pendikel auf  die  Asymptoten  fallt;  so  wird  das  eine  dieser  Per- 
pendikel den  Winkel  AmB ,  das  andere  aber  den  durch  die  Ver- 
längerung von  AM  oder  BM  entstandenen  Nebenwinkel  von  AMB 
halbiren. 
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Lehrsatz  aas  der  Differenzialreclmuiig. 

VoD  dem  Herro  Doctor  O.  Schlumilchy  Privatdocenten  an  der 

Universität  zu  Jena. 

Setzt  man 

«^o=l>  «^r=(n— l)(n— 2) (n— r)iir, 

wo  fir  den  rten  Binomialkoßfficienten  des  Exponenten  n  bezeichnetr 
so  ist 

So  ist  z.  B.  für  n— 4 

^4/     i-N^4     rl      12.36      2iT__i 

Wie  lässt  sieh  dies  allgemein  beweisen? 


Herr  Anton  Ritman    zu    Wien    hat  mir  för   das  Archir 
die  folgende  Aufgabe  mitgetheiit. 

Man  denke  sich  einen  Kegel  mit  kreisförmiger  Grundfläche 
nnd  lege  durch,  dessen  Axe  eine  anf  seiner  Grundfläche  senkrecht 
stehende  Ebene^  deren  Durchschnitt  mit  dem  Kegel  der  sogenannte 
Axentriängel  ist.  Lässt  man  jetzt  um  einen  beliebigen,  aber 
gegebenen  Punkt  in  der  einen  der  beiden  in  der  Kegelfläche  lie. 
genden  Seiten  dieses  Axentriansrels  eine  Ebene  sich  so  bewegen, 
dass  dieselbe  immer  auf  der  Ebene  des  Axentriangels  senkrecht 
steht,  so  ist  der  Durchschnitt  mit  der  Kegelfläche  bekanntlich  je- 
derzeit ein  Kegelschnitt,  und  man  kann  nun  fragen  5  welches  die 
geometrii^chen  Oerter  der  Brennpunkte  aller  dieser  Kegelschmtte 
sind.  G. 


Die  beiden  Gleichungen 


-+-=-und  (o?— z)(y  — a;)=z» 
0?  '  y       ^  '  vr        / 


sind  immer  identisch. 
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M  i  s  c  e  1 1  e  n. 


Henr  A*  J.  H*  Vincent  (professeur  au  coli^e  Saint  «Louis) 
liat  die  Berechnung  der  Zahl  n  auf  eine  Rechnungsregei  gebracht, 
welche  sich  zwar  sehr  leicht  aus  ganz  bekannten  Sätzen  ergiebt, 
aber  dessenungeachtet  bemerkenswerth  ist  und  bei'm  Eiementarun-^ 
terridhte  berücksichtigt  zu  werden  verdient/  weshalb  ich  dieselbe 
im  Folgenden  mittheilen  werde.  ' 

Bezeichnen  wir  die  Flächenräume  des  in  und  um  einen  Kreis» 
dessen  Halbmesser  t  sein  mag>  beschriebenen 

necks»  Snecks,  ^necksy  Snecks,  lönecks»   .... 

respective  durch 

Fny  f^Zny  F4ny   Fsny  Fißny   .... 

und 

%t>   u^9  o4n9  ^$»9  ^ißny  *•••  ; 

4S0  ist  nach  einem  sehr  bekannten  Satze 

-  i'n.+  i'a» 


also 


d.  i. 


1__4/    1     J_    ,   ,     1    _1  /  1    .     fj^\ 

F^  -  \  "j^  •  ^ """  i;;  -  2  i,ir + TS  A 


Weil  nun  r^n  der  Flächeninhalt  des  Kreises  ist,  so  sind,  wenn 
man  r:r=l  setzt,  offenbar  jede  zwei  einander  benachbarte  Glieder 
der  Reihe: 

#    .  .  .      .  * 

JL 


1  _i/ J_  J_ 


m 


U,   8.   W. 

^    '        1      ■ 

swei  GräDzeo,  ziri«chen  deDen  der  Bmch  —  li^l    Wie  aber  & 

Glieder  der  vorhergehendeD  Reihe  nach  und  nach  ans  eioandiar 
gebildet  werden ,  fallt  auf  der  Stelle  in  die  Augen,  iodem  mta 
nämlich  foid  dritten  Gliede  an  jedes  Glied  erhält,  wenn  man  zwi- 
schen den  beiden  unmittelbar  vorhergehenden  Gliedern  abwediseliid 
die  mittlere  geometrische  Proportionale  und  die  mittlere  arlthnie- 
tische  Proportionale  nimmt 

Setzen  wir  jetzt  r= — -^  so  ist  der  Flächeninhalt  des 

-^,  und  die  Flächenräume  des  in  und  um  den  Kreis  foeschriebeneD 

regulären  Vierecks  sitfd  respective  1  und  2»   so  dass  also  /!#=! 

und  3^=2  ist.    Bildet  man  nun  aus  1  und  rr-  nach  und  nach  eine 

Reihe  5  in  welcher  vom  dritten  Gliede  an  jedes  Glied  abwechselnd 
die  mittlere  geometrische  und  die  mittlere  arithmetische  Proportio- 
nale zwischen  den  beiden  unmittelbar  vorhergehenden  Gliedern  ist, 
so  sind  nach  dem  Vorhergehenden  jede  zwei-  einander  benachbarte 

Glieder  dieser  Reihe  zwei  Gränzen,  zwischen  denen  —  lies:t.   Weil 

aber  ^  die  mittlere  arithmetische  Proportionale  zwischen  0  und  1 

2 
ist 9  und  0  und  1  offenbar  auch  zwei  Gränzen  von  —  sind,  so  kann 

man  die  Regel  zur  Berechnung  dieser  Grösse  auch  auf  folgende 
Art  aussprechen: 

Wenn  man  aus  0  und  1  nach  und  nach  eine  Reihe 
bild'et,  in  welcher  vom  dritten  Gliede  an  jedes  Glied 
abwechselnd  die  mittlere  arithmetische  Proportio- 
nale und  die  mittlere  geometrische  Proportionale 
zwischen  den  beiden  unmittelbar  vorhergehenden  Glie- 
dern   ist,   so  liefepn  jede  zwei   einander  bena9hbarte 

Glieder  dieser  Reihe  zwei  Gränzen,  zwischen  denen 

2 
der  Bruch  —  enthalten  ist. 

Dies  ist  die  von  Herrn  Vincent  gegebene  Rechnungsregel. 

G. 
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lemerkung  zu  einer  Stelle  im  Archiv  Theil  Y.  S.  220. 

Von  Herro  F.  Arndts  Lehrer  am  Gymnasium  zu  Stralsund. 

Es  ist  dort  der  Satz  aufgestellt:  ^Wenn  die  Sinus  der  Win- 
kel eines  ebenen  Dreiecks  eine  arithmetische  Progression  bilden ^ 
■0  bilden  auch  jederzeit  die  Cotangenten  der  halben  Winkel  dieses 
Dreiecks  eine  arithmetische  Progression.  '* 

Herr  Director  Nizze  hatte  die  Güte,  mir  einen  Versuch  über 
die  Beweisführung  dieses  Satzes^  vorzulegen,  und  war  zu  einem 
Besultat  sekommen,  welches  ihn  veranlasste,  starken  Zweifel  an 
in  Richtigkeit  der  Behauptung  zu  hegen.  Ich  erlaube  mir  dieser- 
Ub,  meine  eigene  Entwickelung  mitzutheilen,  aus  welcher  sich 
Mgiebt,  dass  der  obige  Satz  allerdings  nicht  unter  den  gemachten 
Terausetzungen  richtig  ist,  vielmehr  noch  eine  neue  Annahme  hin  • 
nkonmien  muss,  die  sich  auf  folgende  Weise  ersieht. 

Aus  !2sin/3  =  sina-fsiny  folgt,  wenn  man  die  halben  Winkel 
tKifiUirt»  2sin J/3cosJ/J=sini(a+y)cosl(a— y),  oder  da  (wegen 
•+jj+y=180")sinj(a+y)  — cosi^  ist, 

1.    sin  a  /3=  1  cos  a  (a— y). 

Ferner  haben  wir 

X    ]     .      XI         sinl(a  +  y)      *      cosl/?  , 

cotgia+cotgiy=  .    ;^  /  f^  — -t— f — ^r^",  oder 
°  '      sin  4  CK  sin  2  y     sin  i  a  sin  \  y 

2.     cosJ|3  =  siniasiniy(cotgia+cotgJ  y). 

Dividirt  man  nun  2.  durch  1.,  so  entsteht,  nachdem  mit  2  multipli- 
drt  worden , 

3.    2cotgi/3=^^'°'.';^'^°\y(cotgltf  +  cotg^y), 
®    '^        cos4(a— y)   ^      *  ^'"^' 

Dies  ist  die  richtige  Gleichung.  Soll  sie  in  die  im  Archiv 
tn&estellte  übergehen,  so  muss  zwischen  den  \^nkeln  a  und  y 
voca  die  durch  die  Gleichung 

48in}tfsinly , 

cosi(a  — y) 

tugedrückte  Abhängigkeit  Statt  finden.    Statt   dieser  kann  man 
setzen 

4sin  i  ttsin  I  y =cos  \  «cos  4  y  +  sin  i  «sin  \  y, 

also  3sinittsiniy=cosittcosiy, 
oder 

4.    3=cotg-iacotgiy. 


In  dem  Annuaire  de  TAcad^mie  Royale  des  sciences 
't  belles  lettres  de  Bruxelles.  Dixiöme  ann^e.  Brn- 
lalles.  1844.  p.  129.  erzählt  Herr  Quetelet  in  seiner  interessan- 
en  Notice  sur  Alexis  Bouvard  gelegentlich  folgenden  Vor- 
dlf  welcher  Herrn  Arago  in  seiner  £igenschaft  als  Offizier  der 
fationalgarde  in  den  Tagen  der  französischen  Revolution  passirte* 
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PcffdaoC  e€9  ineatem  M«   Ant^  a  cooni  phai  d!'«B 
J«  ti«fM  de  lai'infine  qae^  rar  no  de»  pooto  de  Paris  et 
ifMtafrt  d*exaiip^ralfO0  fMf»olaire  contre  la  earde  natioDale,  9 
^re  jel^  daiia  la  Seine  et  ne  dat  so«  saiot  qa'a  ose  phiin 
Oe«  gefi»  du  peaple  le  aoolevaieot  d^ja  pow  le  la»eerpar-( 
le  parapet,  lonniae  il  lenr  dit  arec  mie  adäiiraUe  prcieace  dl'< 
He  bien!  he  bien!    Qae  faitea-Too«  donc?    Maw  je  ne  samfm 
naiver  i  moil  Ces  laota  d^sannereot  le«  forieux,  et  Tod  initpar  me. 


Der  berfibnite  Optiker  Robert- Agla^  Cavchoix  ist 
8ten  Februar'  1845  zu  Deoil  bei  MoDtmorency,  wofaiD  er  sich 
ner  durch  Tiele  und  groase  Arbeiten  gesehwächteB  Cvesudheit 
wegen  zurückgezogen  l^tte,  gestorben.  Er  war  am  Üaten  April 
ITvO  zu  Cormeiües-en-PariÄia  geboren,  and^  widmete  sich  hm. 
Jahre  17i^2  dem  Stande  eines  Optikers.  Seine  letzten  grosse 
Arbeiten  waren  zwei  grosse  Femrohre,  das  eine  mit  einem  eilf- 
z^illigen,  das  andere  mit  einem  dreizehnzolligen  Objectir,  Ton -denen 
das  erste  die  UniTersität  Cambridge,  das  zweite  die  Sternwarte 
von  Armagh  in  Irland  besitzt. 


Sitzung  der  mathematisch  -  physikaUschen  Klasse  der 
Akademie  der  Wissenschaften  zu  München   yom 

14ten  December  1844. 

>  « 

Herr '  Akademiker  v.  Steinheil  zeigt  der  Klasse  ein  Ton  ihm 
erfundenes  kleines  Instrument  vor,  Passagen -Prisma  genannt, 
welches  auf  Reisen  zu  Orts-  und  Zeitbestimmungen^  so  wie  znr 
liegulirung  des  Ganges  der  Uhren  mit  Vortheii  benutzt  werden 
kann.  £s  ist  dieses  Instrument  nur  2  Loth  schwer  und  1  Cubik- 
zoll  gross.  Einfachheit  in  der  Construction  und  Transportabilitat, 
so  wie  bedeuteiide  Sicherheit  und  Präcision  der  damit  anzustel- 
lenden Beobachtungen^  empfehlen  es  derAufmerksamkeit  der  Klasse« 


Preisaufgabe  der  Akademie  der  Wissenschaften  zu 

Paris  für  1846. 

Les  g(^om^tres  niuxijueis  on  doit  les  beaux  d^veloppements, 
que  la  thc^orie  des  fonctions  eliipti'ques  a  re^us  dans  ces  derniers 
temps^  ont  aussi  ouvert  la  route  pour  Fetude  de  nouvelles  transcen- 
dantes  d'ordre  sup^rieur,  dont  les  pins  simples  (nomm^es  par  M. 
«lacobl  fonctions  ab^liennes  de  premi^re  classe)  sont  les  fonctions 
de  deux  variables  ä  quatre  p^riodes  distinctes.  N^anmoins  cette 
ötude  prdsente  des  dif beul t^s  nomhreuses^  et,  qnoique  des  traraux 
rt^cents  aient  un  peu  ^tendu  le  cercle  de  nos  connaissances  snr 
cet  objety  on  est  encore   aujourd'hui  bien  loin  du  degr^  de  per* 
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fection  qne  noiis  offre  la  th^orie  des  iooctions  elliptiques.    Poar 

•   encourager  les  efforts  des  s^om^tres  dans  cette  mati^re  ä  la  fois 

tr^s  importante  et  tr^s  dölicate>  i'Acad^mie  la   propose   comme 

8ujet  dtt  grand   prix   de  mathämatiques  ä  deceroer  en  1846.    La 

,     .   question  peut  ^tre  enooc^e  en  ces  termes: 

Perfectionner  daos  queique  point  essentiel  la  th^orie  des 
fonctioDS  abelißnnes,  ou,  plus  g^n^ralemetit  des  traDSceodantes  qui 
r^siiltent  de  la  consideration  des  int^erales  de  quantites  algebriques* 
Le  prix  consistera  eo  uoe  m^daiUe  d'or  de  la  valeur  de  3000 
francs.  Les  m^moires  devroDt  etre  arriv^s  au  secrätariat  de  Tln- 
stitut  avaut  le  1®^  Octobre  1846.  Ce  tenne  est  derigueur.  Les 
noms  des  auteurs  seroot  contenus  dans  un  billet  cacbet^  qui  ne 
sera  ouvert  que  si  la  piece  est  couronn^e.  La  commission,  .qui 
avait  et^  charg^e  de  proposer  le  sujet  du  prix  etait  compos^e  de 
MM.  Arago,  Sinet,  Poinsot,  CaucHy  et  Liouyille>  rapporteur. 


Herleitung  des  DüBPerentialquotienten  -A — =wa;"""i  ^  ohne 
Unterscheidung  der  Art  des  reellen  Exponent^i  n. 

Von  dem  Iferrn  Professor  Dr.  Matzka  zu  Tarnow  in  Gaiizien. 

Der  Differentialquotient  -^ — ,  da  er  vermöge  seiner  Bedeutung 

-    =  lim  (^+^^)"--^  für  lim  /ix=Q  ist,  muss   im  Allgemeinen 

eine  gewisse  Function  yon  x  und  n  sein^  die  wir  vorläufig  durch 
fp{Xyn)  darstellen  und  zu  bestimmeü  unternehmen  wollen.  Zu 
diesem  Zwecke  verwandeln  wir  in 

^^=iiin<^  +  ^^)"7^  =y(a:,n);  liin^:r=0 
ax  MX 

den  beliebigen  (positiven  oder  negativen,  ganzen,  gebrochenen, 
oder  irrationalen,  jedoch  immer)  reellen  Exponenten  n  m  sein  ^fa^ 
ches,  pn^  indem  wir  p  irgend  eine  absolute  ganze  Zahl  vorstellen 
lassen ;  und  setzen  für  einen  Augenblick  zur  Abkürzung  x-t-Jx=^* 
Dadurch  erhalten  wir,  immer  für  lim  z/a;=0, 

daher,  weil  p  absolut  ganz  ist, 
==limi^=^r^«(p-»)+g»(p-*)xHl"^~'^^*"+--'-+5"^<'^*^+^^ 


^x 


und  hieraus 


■  ■'   — —  jß  •  • 
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Sehen  irir  nun  den  Quotienten  ^^^*^  5  in   so  fern  wir  darin 

bloss  auf  die  Veränderlichkeit  von  n  Acht  haben»  als  eine  Function 
Ton  n  an,  die  wir  mit  t^n)  andeuten;  so  haben  wir  gefunden 

t(;(pn)=/?.i(;(w). 

Die  Function  if;(n)  hängt  daher  von  dem  Exponenten  n  so 
ab,  dass,  wenn  dieser  sich  verrielfacht ,  auch  sie  eben  so  vielmal 
vervielfacht  wird;  mithin  ist  diese  Function  dem  Exponenten  di- 
rect  proportionirt.  *) 

Noch  einfacher  erweist  man  diese  Proportionalität  wie  folgt 
Lässt  man  in  der  Gleichung    «         1 

den  Exponenten  n  um  die  beliebige  Zahl  p  wachsen^  so  folgt 

dx  dx 

^=^  xv  ^i{x  ,71)  ^  x'^  g>(x,p)i 

daher  9  wenn  man  durch  x^  und  xP  nach  einander  theilt^ 

(p(x,n+p)_   <p(x,n)       <p(x,p) 
x^+P  x^  xP 

Setzt  man  nun  wie  vorher -^^  ' — L^z'üjfn),  so  erhält  man 

'^(n+p)=tl^(n)  +  ilf(p). 

Die  Function  if;  (n)  hängt  demnach  mit  dem  Eroonenten  n  so 
zusammen,  dass  zur  Summe  jeder  zwei  solcher  Exponenten  die 
Summe  der  ihnen  angehorigen  Functionen  gehurt;  mithin  ist  die 
Function  dem  Exponenten  direct  proportional.**) 

Solche  Proportionalität  drückt  man  aber  bekanntlich  am  en- 
fachsten  dadurch  aus,  dass  man  die  Function  gleich  stellt  dem 
Pröducte  aus  dem,  zum  Werthe  1  der  Veränderlichen  flehorigen, 
Werthe  der  Function  in  die  Veränderliche  selbst ;  daher  ist 

i/;(w)  =  if;(l).w. 

Nun  ist  tf>(l)-^^^ui.d  y(;r,l)  =  jg==lim^^+^^>~^=l. 

x^  dx  Jx 

folglich  i^a)  =  -und  t(;(n)=5^'-2)  =  -?. 

X  ar»  X 

Hieraus  erscheint  nun    die  geforderte  Function  g>(ar,w)=nar"""*, 

und  sofort  ist — \ =:7i;r»»— *. 

dx 

ä 

*)  Knar,  Anfangsgrunde  der  Arithmetik.  Grätz  1829.   §.  529. 
**)  Knar,  ebendaselbst,  §.  528. 
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ITelber  die  l¥fssenschaft  der  extensi- 
Ten  Ct^rSsse  oder  die  Ausdelmiuigrs- 

lehre. 


VOB 

I 

Herrn  Hermann  Grassmann, 

Lehrer  an  der  Friedrich -Wilhelms -Schule  zu  Stettin. 


'  VorerinDerung    des    Herausgebers. 

Ich  hotte  Herrn  H.  Gnusmann  anfgefordert ,  die  eigentliche  Ten- 
denz seiner  kürzlich  herausgegebenen  Schrift:  Die-  Wigsenschaft 
der  extensiven  Grösse  oder  die  Ausdehnungslehre,  eine 
neue  mathematische  Disciplin,  dargestellt  und  durch  An- 
wendungen erläutert  Ton  Hermann  Grassmann.  Erster 
Theil,  die  lineale  Ausdehnungslehre  enthaltend.  Leip- 
zig. 1S44«  in  einem  besondern  Au&atze  den  Lesern  des  Archivs  mit 
möglichster  Kürze  und  Deutlichkeit  Tor  die  Augen  zu  fähren,  welchem 
Wunsche  Derselbe  im  Folgenden  zu  entsjirechen  die  Güte  gehabt  hat. 
Die  Neuheit  des  C^genstandes  laset  mich  hoffen,  dass  Herr  Grassinann 
ididurch  Torzüfflich  deigeniffen  Lesern  des  Archivs ,  welche  dem  Studium 
46S  ganzen  Werks  eine  hmreichende  Zeit  zu  widmen  nicht  im  Stande 
irind ,  einen  angenehmen  Dienst  geleistet  haben  wird,  und  zugleich  glaubte 
ich  auf  diese  Weise  am  besten  das  Bteiniffe^  zu  der  jedeniBlls  zu  wün- 
achendetf  weiteren  Bekanntwerdung  der  Schrift  und  der  in  ihr  Torgetra- 
(nmen  Lehren  beizutragen.  Möchten  daher  die  Leser  des  Arcfiivs  dem 
fo^^enden  Aufsatze  ihre  Aufmerksamkeit  nicht  versagen ! 

Zugleich  soll  diese  Darstellung"  die  Stelle  einer  ausfuhrlichem  An- 
zeige der  Schrift  in  dem  Literarisciien  Berichte  vertreten.  G. 

L    Tendenz  der  Ausdehnungslelire  als  solcher. 

1.  Meine  Ausdehnungslehre  bildet  die  abstrakte 
Grundlage  der  Raumlehre  (Geometrie),  d.  h.  sie  ist  die 
von  allen  räumlichen  Anschauungen  gelüste,  rein 
mathematische  Wissenschaft,  deren  specielle  Anwen- 
dung auf  den  Raum  die  Raumlehre  ist 

Die  Raumlehre,  da  sie  auf  etwas,  in  der  Natur  gegebenes^ 
D&nlLch  den  Raum»  «irückgebt»  ist-keio  Zweig  der  reinen  Mathe- 

Theil   VI.  22 
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matik,  sondeni  eine  Anwendung  derselben  auf  die  Natur;  akit 
nicht  eine  blosse  Anwendung  der  Algebra^  auch  dann  nicht,  wmi 
die  algebraische  Grosse,  wie  in  der  Funktioneulehre,  als  stetig 
veränderlich  betrachtet  wird ;  denn  es  fehlt^  der  Algebra  der  dar 
Raumlehre  eigenthumliche  Begriff  der  yerschiedeueo  L^imensioiMi. 
Daher  ist  ein  Zweig  der  Mathematik  nothwendig,  welcher  in  dm 
Begriff  der  stetig  veränderlichen  Grösse  zugleich  den  Begriff  tm 
Verschiedenheiten  aufnimmt,  welche  den  Dimensionen  des  Rau- 
mes entsprechen,   und  dieser  Zweig  ist  meine  Ausdehnungslehn. 

2.  Doch  sind  die  Sät^e  der  AusdehnuBgBlefcte 
nicht     etwa     blosse     Uebertragungen     gjeo  nie  tri  scher 

s8ätze  in  die  abstrakte  Sprache,  sondern  haben  eine 
viel  allgemeinere  Bedeutung;  denn  während  die  Raum- 
lehre gebunden  bleibt  an  die  drei  Dimensionen  des 
Raumes,  so  bleibt  die  abstrakte  Wissenschaft  von 
diesen  Schranken  frei. 

In  der  Raumlehre  können  durch  die  Bewegung  Yon  Ponkteo 
Linien,  durch  die  der  Linien  Flächen,  durch  die  der  Flächen 
Körperräume  erzeugt  werden,  aber  weiter  kann  die  Ranmlelne 
nicht  fortschreiten.  Hingegen  stellt  man  sich  vor,  dass  an  die 
Stelle  des  Punktes  und  der  Bewegung  abstrakte,  Tom  Räume 
unabhängige  Begriffe  eingeführt  werden  (s.  unten  no.  4—6),  so 
verschwinaen  diese  Schranken. 

3.  Dadurch  g«SLchi.eht  es  nun,  dass  die  Sätze  der 
Raumlehre  eine  Tendenz  zur  Allgemeinheit  .haben, 
die  in  ihr  vermöge  ihrer  Beschränkung  auf  drei  Dimen- 
sionen keine  Befriedigung  findet,  sondern  erst.'in  der 
Ausdehnungslehre  zur  Ruhe  kommt. 

Zwei  Beispiele  mögen  dies  erläutern.  1)  Zwei  gerade  Lioien 
derselben  Ebene  schneiden  sich  in  Einem  Punkte,  ebenso  eine 
Ebene  und  eine  Gerade,  zwei  Ebenen  in  Einer  geraden  Linie, 
vorausgesetzt,  dass  die  Geraden,  oder  die  Ebene  und  die  Gerade^ 
oder  die  Ebenen  nicht  zusammenfallen,  und  die  jDhircIiSGlinitle 
im  Unendlichen  mitgerechnet  werden.  Werden  der  Punkte  die 
Crerade,  die  Ebene,  der  Körperraum  beziehÜch  als  Gebiete  erster, 
zweiter,  dritter,  vierter  Stufe  aufgefasst,  so  liegt  darin  der  iH- 
gemeine  Satz  angedeutet,  dass  ein  Gebiet  von  dter  und  eins  foa 
nter  Stufe,  vrenn  sie  in  einem  Gebiete  von  cter  Stufe,  aber  aneh 
in  keinem  Gebiete  von  niederer  Stufe  vereinigt  sind»  ein  Gebiet 
(a+b  -'C)ter  Stufe  gemeinschaftlich  haben;  aber  die  Ramnlelue 
kann  diesen  Satz  nur  für  c  gleich  oder  kleiner  als  4  zur  Anschau- 
ung bringen.  2)  Der  Flächenraum  eines  Dreieck^  ist  die  Hälfle 
von  dem  eines  Parelielogrkmms,  dessen  Seiten  mit  zwei  Seiten 
des  Dreiecks  gleich  lang  und  parallel  sind,  der  Körperraum  des 
Tetraeders  l  von  dem  des  Spathes  (Parallelepipedums),  dessen 
Kanten  mit  3  in  einem  Punkte  zusammentreffenden  Kanten  des 
Tetraeders  gleich  lang  und  parallel  sind.  Darin  scheint  der  Sah 
angedeutet:^  der  Raum,  welcher  zwischen  n  Punkten  liegt>  die  in 
einem  Grebiete  nter  Stufe  (und  in  keinem  Grebiete   von  niederer 

Stufe)  vereinigt  sind,  ist^-^r-T^ von     dem    Räume     eines    Ge- 

1.2.o...n 

bildes  (einer  Figur,   eines  Körpers),    dessen  BegrihmmgeliBhn 
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(Mten,  Kanten)  den  von  einem  der  n  Punkte  zu  den  flforigen  se- 
■•^«n  feeraden  Linien  deich  und  |>arailei  sind.  Aber  auch  die- 
MV  8ati  Kommt  hier  nicht  in  seiner  Allgemeinheit  heraus.  —  Hin- 
gegen in  der  Ausdehnungslehre  treten  in  diesen  beiden ^  und  in 
allen  andern  Fällen,  die  ganz  allgemeinen  Siitze  vollkommen  her- 
▼or.  So  nimmt  also  überall  die  Raumlehre  einen  Anlauf  zur  All- 
gMnelnheit,  stOsst  sich  aber,  ohne  diese  Allgemeinheit  erreichen, 
m  können,  an  den  ihr  durch  den  Raum  gesteckten  .Schranken, 
wekhe  nur  die  abstrakte  Wissenschaft  der  Ausdehnungslehre  zu 
duchbrechen  vermag. 

,.  4«  Das  der  Linie  entsprechende  Gebilde  der  Aus- 
fl'ehDungsiehre  ist  die  Gesammtheit  der  Elemente,  in 
die  ein  seinen  Zustand  stetig  linderndes  Efement 
überseht 

Die  Linie  kann  als  Gesammtheit  der  Punkte  betrachtet  wer- 
den» in  die  ein  seinen  Ort  stetig  ändernder  Punkt  übergeht.  Sub- 
sfitnireq  wir  hier  dem  Punkte  allgemeiner  irgend  ein  Ding,  wel- 
cbeB  einer  stetigen  Aeuderung  irgend  eines  Zustandes,  den  es 
hat,  l&hig  ist,  und  abstrahiren  nun  von  allem  anderweitigen  Inhalte 
d08  Dinees  und  aller  Besonderheit  dieses  seines  Zustandes,  und 

Snnen  das  von  allem  andenveltigen  Inhalte  abstrahirte  Ding  das 
ement»  so  gelangen  wir  zu  dem  aufgestellten  Begriffe. 

5.  Wenn  hierbei  das  Element  seinen  Zustand 
stets  auf  gleiche  W'erse  ändert,  so  dass,  wenn  aus 
einem  Elemente  a  des  Gebildes  durch  Eine  solche 
AeBdemng  ein  anderes  Element  b  desselben  hervor- 
geht» dann  durch  eine  gleiche  Aenderung  aus  h  ein 
p'enas  Element  c  desselben  Gebildes  hervorgeht,  so 
eatsteht  das  der  geraden  Linie  entsprechende  Ge- 
bilde» das  Gebiet  zweiter  Stufe. 

Die  gerade  Linie  wird  von  dem  Punkte  konstruirt,  wenn 
dkasr  seinen  Ort  stets  nach  derselben  Richtung  hin  ändert ;  sub- 
otttsireD  wir  daher  der  Richtung  die  Art  und  Weise  der  Aende- 
wtmg,  so  geht  der  aufgestellte  mgriff  hervor*). 

Ob  Wenn  man  alle  Elemente  eines  Gebietes  «ter 
Stufe  einer  und  derselben  Aenderungsweise  unter- 
wirft» welche  zu  neuen  (in  jenem  Gebiete  nicht  ent- 
haltenen) Elementen  fiihrt,  so  heisst  die  Gesammt- 
heit der  durch  diese  Aenderung^^weise  und  die  entge- 
S engesetzte  erzeugbaren  Elemente  ein  Gebiet  (n-f  l)ter 
^toie;  das  Gebiet  dritter  Stufe  entspricht  der  Ebene, 
i.mß  vierter  dem  ganzen  Räume. 

Wenn  die  Punkte  einer  geraden  Linie  sich  alle  nach  einer 
und  derselben  Richtung  bewegen,  die  zu  neuen  (in  jener  Geraden 
nicht  enthaltenen)  Punkten  führt,  so  ist  die  Gesammtheit  der 
dnrch  diese  Bewegnnff  und  die  entgegengesetzte  erzeugbaren 
Panirte  die  Ebene:   und  wenn  man   ebenso  mit  den  Punkten  der 


^  Soll   die    f^.mAe   Linie    nnd   dan   ihr   ^ntitprerh^nd«^  Gebilde  naeh 
fceidia»  Sekeii    nnendlii^h  «ein,    no  moM   der  Pnnkt  (das  £lement)  anch 
i.dor  mtgegenffeiietsten  Richtung  ( AndemngiweiM )    fortoehraiCe», 
wir  hier  der  Einfachheit  wegen  äbergwgen  habeii. 
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Ebene  verfahrt,  so  erhält  man  den  ganzen  Raum.  Sabstitnirtm 
hier  den  räumlichen  Begriffen  ^e  vorher  angegebenen  abslraktii 
und  hält  den  Fortgang  von  einer  Stufe  zur  nächst  hoher«!  alige* 
mein  fest,  so  ergiebt  sich  der  obige  B^riff.    , 

IL    Tendenz  der  in  meiner  Ausdehnnngslehre  angewandta 
Rechnungsmethode  an  der  Geometrie  erläutert. 

7.  In  meiner  Ausdehnungslebre  tritt  eine  elgen- 
thümliche  Rechnungsmethode  hervor,  welche  auf  die 
Raumlehre  übertragen  von  unerschöpflicher  Fr'acht- 
barkeit  ist,  und  hier  (in  der  Raumlehre)  darin  besteht, 
dass  räumliche  Gebilde  (Punkte,  Linien  u.  s.  w.)  unmit- 
telbar der  Rechnung  unterworfen  werden. 

Zum  Beispiel  wird  die  durch  zwei  Punkte  geführte  Gerade 
ihrer  Grosse  und  Lage  nach  als  ^Verknüpfung  lener  Punkte  und 
zwar  als  eine  eigenthiimliche  Art  der  Multipukation  aüfgeCeuBst 
(s.  unten  no.  15.),  ebenso  das  zwischen  3  Punkten  liegende  Drei- 
eck seinem  Fläcnenraum  und  der  Lage  seiner  Ebene  nach  ab 
Produkt  dreier  Punkte,  so  dass  dies  Produlct  null  ist,  wenn  der 
Flächenraum  jenes  Dreiecks  es  ist  d.  h.  die  3  Punkte  in  gerader 
Linie  liegen ;  ferner  der  Durchschnittspunkt  zweier  gerader  Idnieo 
in  einem  unten  (no.  22.  und  Aufg.  18.)  näher  zu Ibezeichnendeo 
Sinne  als  Produkt  dieser  Linien. 

8.  Die  Tendenz  dieser  Rechnungsmethode  für  die 
Geom«etrie  ist,  die  synthetische  und  analytische  Me- 
thode zu  vereinigen,  d.  h.  die  Vorzüge  einer  jeden  anf 
den  Boden  der  andern  zu  verpflanzen,  indem  jeder 
Konstruktion  eine  einfache  analytishe  Operation  znr 
Seite  gestellt  wird  und  umgekehrt. 

Zur  Erläuterung  diene  folgendes  Beispiel.  Bekanntlich  be- 
schreibt eine  Ecke  /  eines  veränderlichen  Dreiecks,  dessen  beide 
andere  Ecken  a,  ß  sich  in  festen  geraden  Linien  A  und  JB  hewe- 

fen,  und  dessen  Seiten  durch  3  feste  Punkte  a,  6,  e  gehen,  einen 
Legelschnitt  Sind  a,  6,  c  die  festen  Punkte,  durch  weldie  be- 
zieblich  die  den  Ecken  a,  ß,  y  gegenüberliegenden  Seiten  gehen, 
so  sieht  man,  dass  (s.  no.  7.)  yaB  die  Ecke  ß,  yaBcÄ  die  Ed^e 
a  darstellt,  und  da  die  Punkte  a,  h.  y  in  einer  geraden  Linie  lie- 
gen, also  ihr  Produkt  null  ist  (no.  7.),  so  hat  man  die  GleidiuDg 

yaBcAhy=^{i 

als  Gleichung  eines  von  y  beschriebenen  Kegelschnittes.  Mao 
sieht ,  dass  diese  Gleichung  in  Bezus  auf  y  vom  zweiten  Grade 
ist,  und  man  wird  schon  hierin  ein  auf  alle  algebraischen  Kurven 
gehendes  wichtiges  Gesetz  ahnen. 

HL    Einfachste  Rechnungsregeln  für  die  neue  Analyse. 

Die  Verknüpfungen,  die  in  diesem  Theile  der  AnsdehnuDCS- 
lehre  vorkommen,  smd  Addition,  Subtraktion,  kombinaloriadie 
Multiplikation,  kombinatorische  Division. 
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ft.  Für  alU  Arteo  der  Addition  und  8abtraktloD 
gilt  das  ffewdknliche  Hechnungsverfahren. 

10.  Für  alle  Multiplikation«-  und  Divisionaweisen 
gilt  das  Gesetz:  Statt  ein  Acgregat  von  Gliedern  mit 
einem  zeicheniosen  Ausdracke  auf  irgend  eine  Weise 
m  ipultipliciren  oder  zu  dividiren,  kann  man  ohne 
Aeoderung  des  letzten  Ergebnisses  die  einzelnen 
Glieder  mit  diesem  Ausdrucxe  auf  dieselbe  Weise*) 
mvltiplieireo  oder  dividiren,  und-die  einzelnen  Pro- 
dukte oder  Quotienten  so  zu  einem  Aggregate  ver- 
knüpfen,   dass  man  einem  jeden   das  Zeichen   desie- 

.Bijgen  Gliedes  vorsetzt,  durch  dessen  Multiplikation 
oder  Division  es  entstanden  ist;  ein  Zablfaktor  kann 
flbardies»  wenn  er  irgend  einem  Faktor  des  Produktes 
sviteordnet  ist,    aucn  jedem    andern    oder   auch   dem 

Produkte  zugeordnet  werden;  endlich  --r  ist  allemal  1, 

wenn  A  nicht  null  ist. 

11.  Ein  Produkt  a.^.c...  nenne  ich  ein  kombina- 
torisches, wenn  ausser  dem  Gesetze  no.  10.  ffir  das- 
'selbe  noch  das  Gesetz  gilt,  dass,  wenn  von  den  einzel- 
nen Faktoren  a,  b,  c,....  zwei  aufeinanderfolgende 
vertauscht  werden,  das  Produkt  entgegengesetzten 
Werth  annimmt;  und  zwar  nenne  ich  a,  b,  c,....  und 
Jeren  Summen  oder  Differenzen  dann  Faktoren  erster 
Ordnung. 

Ueniack  ist  also  z.  B.  n.b»c,d^-  —  a.c.b.d, 

13.  Wenn  in  einem  kombinatorischen  Produkte 
nwel  Faktoren  erster  Ordnung  einander  gleich  sind, 
so  int  das  Produkt  null. 

Z.  B.  a.6.6.</~0  (wie  sich  auch  sogleich  erfpebt,  wenn 
man  in  dem  Beispiel  zu  no.  11.  6  and  c  gleich  setzt).  Folgende 
Aufgaben  m«igen  zur  Erläuterung  dieser  Multiplikatioosweise  dienen : 

Aufc.  1.  Das  kombinatorische  Proilukt  («1«. -f  ««^a-f  ^i^s) 
•(A«i+^«'l+i^3^3)-(/i«i+3J|^j  +  y30  zu  entwickeln,  wenn  Uy 
«Cv  «ij/i,  gj,'  ßx'r  yi-  y«'  73  Zan Igr rissen ;  «,,  #».,,  «j  aber  kombi- 
Dateriscke  Faktoren  erster  Ordnung  bezeichnen.  Man  erh&lt 
dnidi  Anwendung  der  Rechnungsregeln  (9—12)  schliesslieh  den 


Auf  ff.  2.  Drei  Gleichungen  ersten  Grades  mit  drei  Unbe- 
kannten £irch  die  Regeln  der  kombinatorischen  Multiplikation  zu 
lOnen  (f*  46.). 

Die  drei  Crleichungen  seien 


1     '    I  o,jf  + 


ßiS+Yi'-^Ä» 


*)  Dieirr  Anmlnick    bezieht  sich   nirlit   nni*  auf  die   Verltnüpfting«- 
eiie  im   Allgemeinen,   ««indeni  aiiirh  anf  die  SteUang  des  Kaktom  in 
Prodaktr. 


342 

Man  multiplicire  die  3  Gleichungen  beziehlich  mit  3  kombina- 
torischen Faktoren  erster  Ordnung  Ci,  e^,  e^y  deren  Proddkt  nldift 
null  ist,  addire  sie,  und  setze 

£i  •  •  m        \ 

so  erhält  man  die  Gieiehung 

3  ..  :rä+y6-f-zc=«t 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  kombinatorisch  mit  6.  c,  so  erfcllt 
man,  \yeil  b.b.c  und  c.6.c  nach  no.  12.  null  sind,  die Gletchiii^ 

.6*=a.o.c,  also  a?= — r- — »  .. 

a.b\€ 

und  auf  ähnliche  Weise  findet  man  y  und  z,  und  erhält 

^  d,b.c      a»d.c     a.b^d 

a.b.c  a,b.ö         a^b.c 

Diese  Ausdrücke  (in  welchen  die  Gesetze  der  kombinatomcben 
Multiplikation  kein  Heben  der  einzelnen  kombinatorischen  Faktoren 

gestatten)  sind  äusserst  beauem  für  die  Analyse.  Will  man 
ie  Unbekannten  in  der  gewöhnlichen  Form  ausgedrückt  erhalten, 
so  hat  man  nur  aus  Gleichung  2.  zu  substituiren,  nach  Aufg.  1.  zu 
entwickeln  und  e^ .  e,  nach  no.  11.  im  Zähler  und  Nenner  zu  neben ; 
z.  B.  findet  man 

.  Man  sieht,  wie  dies  Verfahren  nicht  nur  überhaupt  fSr  n 
Gleichungen  ersten  Grades  mit  n  Unbekannten  anwendbar  ist, 
sondern  wie  man  auch  bei  einiger  Geläufigkeit  hiernach  sogleidi 
das  Endresultat  hinschreiben  kann,  sobsud  die  n  Gleichungen 
gegeben  sind. 

• .  ■      '  '  --. 

rV.    Anschauliche  Begriffe  der  Terschiedenen  GrOsseli  und 

Verknüpfungsweisen  in  der  Geometrie. 

13.  Die  räumlichen  Grossen  erster  Stufe  sind 
einfache  oder  vielfache  Punkte,  und  gerade  Linien 
von  bestimmter  Länge  und  Richtung.    (§13.  ^-«  §  20.) 

Sind  A  und  B  Punkte ,  so  bezeichne  ich  die  g.  L.  von  A  nach 
ßy  SO  fern  an  ihr  zugleich  Länge  und  Richtung,  aber  auch  nichts 
weiter,  festgehalten  wird,  mit  B^A\  ich  sage  also,  dass  JB—Ä 
dann  und  nur  dann  gleich  B^—Ai  sei,  wenn  die  geraden 
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TM  A  nach  B  and  von  Ai  nach  JB,  gleiche  Länge  und  Rieh- 
tmg  haben. 

14.  Die  räumlichen  Grössen  nter  Stufe  entstehen 
darch  kembinatorische  Multiplikation  von  n  Grössen 
erater  Stufe»  weiche  uU  Faktoren  erster  Ordnung  an- 
genommen werden. 

In  diesem  Falle,  wenn  nämlich  die  Faktoren  erster  Ordnung 
a|ieich  Grössen  erster  Stufe  sind ,  nenne  ich  die  Multiplikation 
eine  äussere. 

1&    Sind  A,  B,  C,  D  Punkte,  so  bedeutet  (9  106—115} 

1)  A,B  die  Linie,  welche  A  und  B  zu  Gränxpunk- 
ten  hat,  aufgefasst  als  bestimmter  Theil  der  durch 
A  und   B    bestimmten    unendlichen    geraden  Linie. 

ir  9)  A.B.  C  das  Dreieck,  dessen  Ecken  Ay  By  C  sind, 

i      iifgefaest    als   bestimmter  Theil  der  durch  A,  B,  C 
..    bestimtnten  anendlichen  Ebene. 

3)  A.B.  CD  das  Tetraeder,  dessen  Ecken  J,  B,  C, 
Asind,  aufgefasst  als  bestimmter  Theil  des  unend- 
lieheD  Körperraumes. 

D«  h.  wir  setzen  A.B=At.Biy  wenn  beide  Produkte  gleiche 
nad  gleichbezeichnete'')  Theile  derselben  geraden  Linie  vorstellen; 
ferner 

weoa  beide  Dreiecke  gleiche  und  gleich  bezeichnete  Theile  der- 
selben Ebene  sind;  endlich 

A.B.C.D—A^.Bi.Ci.D^y 

WMin  beide  Tetraeder  gleichen  und  gleichbezeichneten  Inhalt  haben. 

16.  Sind  a,  6,  c  Linien  von  bestimmter  Länge  und 
Richtung,  so  bedeutet  (§  28—36) 

1)  a.6  das  Parallelogramm ,  dessen  Seiten  gleich 
and  parallel  a  und  b  sind,  und  zwar  aufgefasst  als 
Fläcnenraum  von  bestimmter  Grösse  und  Ebenen- 
Rlchtufiff^). 

2)  a.o.c  das  Späth  (Parallelepipedum),  dessen 
Kanten  gleich  und  parallel  a,  6,  c  sind,  und  zwar 
aufgefasst  als  Körperraum    von  bestimmter   Grösse. 

D.  h.  wif  setzen 

a.6=ai.6i, 

wenn  die  Parallelogramme,  welche  durch  diese  Produkte  darge- 
stellt sind,  in  parallelen  Ebenen  liegen,  und  gleichen  und  gleich- 
bezeichneten  rlächenrauin  haben; 

a.6.c*  =  Mi.6i.  Ci, 


*)    GleLchbozeichnot  nenne  ich  zwei  Grössen ,  welche  entweder  beide 

'     \  haben. 

sage  ich,  dass  sie  gleiche  Ebenen- 


positiven,  oder  beide  negativen  Worth  haben. 
**) '  Von  zwei  paraUelen  Ebenen 


BichUing  haben. 
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wenn  die  durch  diese  Producte  dargestellten  Spathe  gleichen  ol 
gleichbezeichneten  Inhalt  haben. 

17.  Die  Seite  (rechte  oder  linke),  nach  welcher 
die  Konstruction  einer  räumlichen  Grosse  erfols^ 
bestimmt  ihren  positiven  oder  negativen  Werth, 
nämlich 

1)  Zwei  Theile  derselben  Linie,  A.B  und  A^.Bt,  s^icii 
wir  als  ^leichbezeichnet ,  wenn  B  von^  aus  nach  derselben  Seite 
liegt,  wie  JffjL  von  A^  aus. 

"1)  Zwei  Theile  derselben  Ebene,  A.B.C  imA,  A^.Bx.Ci, 
'  setzen  wir  als  gleichbezeichnet,  wenn  C  von  A.B  aus  «ach  dc^ 
selben  Seite  hin  liegt,  wie  C^  von  A^.B^  aus,  oder  deutlieher, 
wenn  dem,  der  in  A  stehend  nach  B  sieht,  C  nach'  dersel- 
ben Seite  hin  liegt,  wie  (\  dem  liegt,  der  in  A^  stehend  nack 
.BjL  sieht. 

3)  Zwei  Korpertheile  ^ .  j? .  C.Z>  und  ^i .  ^i .  Q  .  A  setiCD 
wir  als  gleichbezeichnet,  wenn  D  von  ^.^.Caus  nach  dersel- 
ben Seite  hin  liegt,  wie  D-i  von  Ai.Bi,Ci  ans;  oder  deutli- 
cher, wenn  einer  menschlichen  Figur,  die  den  Kopf  nach  A,  die 
FOsse  nach  B,  das  Auge  nach  C  hin  gerichtet  nat,  der  Paukt 
D  nach  derselben  Seite  liegt,  wie  Di  einer  Figur,  die  den 
Kopf  nach  Ai ,  die  Füsse  nacn  Bi,  das  Auge  nach  Ci  hin  gerich- 
tet hat. 

4 )  Zwei  parallele  Flächenräume  a .  b  und  ä|  •  bi  setzen  wir 
als  gleichbezeicnnet,  wenn  die  Richtung  ö  von  der  Richtung  aaus 
nach  derselben  Seite  liegt,  wie  bi  von  Oi  aus. 

5)  Zwei  Korperräume  a.b\c  und  a^.Ai.Ci  setzen  wir  ab 
gleichbezeichnet,  wenn  die  Richtung  c  von  a,b  aus  nach  derselbeo 
Seite  hin  liegt,  wie  Ci  von  Oi .  ft|  aus ,  d..  h.  wenn  einer  mensch- 
lichen Figur,,  welcher  die  Richtung  a  von  den  Füssen  zum  KoniiB 

feht,  und   deren  Augen  in  der  Richtung  bi  vorwärts   sehen,  die 
Lichtung  c  nach  derselben  Seite  liegt,  wie  die  Richtung  C|  einer 
Figur  u.  s.  w. 

18.  Es  giebt  sieben  Gattungen  räumlicher  Grös- 
sen, in  vier  Stufen  vertheilt: 

(  1)  Einfache  oder  vielfache  Punkte« 
I.  St.     j  2)  Gerade  Linien  von  bestimmter  Länge  und 
(  Richtung. 

13}  Bestimmte  Theile  bestimmter  unendiicher 
gerader  Linien. 
4)  Ebene      Flächenräume     von      bestimmter 
Grösse  und  Ebenen -Richtung. 

(  5)  Bestimmte     Theile     bestimmter    unendli- 
UL  St.    j  eher  Ebenen. 

V  6}   Bestimmte  Korperräume. 

IV.  St.       7)  Bestimmte  Körperräume. 

Hier  kommen  die  Körperräume  zweimal  vor,  theils  als  Gros- 
sen dritter  Stufe,  theils  als  Grössen  vierter  Stufe,  je  nachdem  sie 
als  Produkte  dreier  g.  L.  von  bestimmter  Richtung  und  Länge, 
oder  als  Produkte  von  4  Punkten  aufgefasst  werden. 

19.  Gleichbezeichnete  Theile  eines  und  des^ielben 
Ganzen  geben  als  Summe  einen   ebenso   bezeichnetee 
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V 

Theil  desselben    Ganzen,    welcher  so  gross  ist,   als 

jene  beiden  zusammengenommen.  ($•  8«)' 

Z.  B.,  AiB  und  A%,JBi  geben,  wenn  sie  gleichgerichtete 
Theile  derselben  unendlichen  g.  JL.  sind,  zur  Summe  emen  eben 
so  gerichteten  Theil  derselben  Linie,  welcher  so  gross  ist,  alis 
jene  bejden  Theile  zusammengenommen. 

20.  Je  zwei  Grössen,  derselben  Stufe,  aber  auch 
nur  solche,  können  addirt  werden;  der  Begriff  für  die 
Addition  solcher  Grossen  lässt  sich  allemal  bestim- 
men, wenn  man  die  vorhergegebene  Bezeichnung  die- 
se<r  Grössen  festhält,  und  die  Rechntingsregeln  aus 
III.  anwendet.  ^ 

Aufg.  3.    Zwei  Punkte  A  und  B  zu  addiren. 

Setzt  man  A+B=:2S,  so  erhält  man  ^— J=2(iSr-J),  d.  h. 
S  ist  die  Mitte  zwischen  A  und  B.  Also  die  Summe  zweier 
Punkte  ist  die  doppelt  genommene  Mitte  zwischen  beiden. 

Aufg..  4.  Zwei  vielfoche  Punkte  otA  und  ßB  zu  addiren, 
w^ni  die  Coefficienten  er  und  ß  positiv  sind>  d.  hü  den  Punkt  jS 
zu  finden,  welcher  der  Gleichung 

g  aA+ßB:=(a+ß)S 

genügt.    (§,  94-r-98). 

Soll  ^eser  Gleichung  genügt  werden,  so  muss 

/J(Ä-J)=(iH-/J)(Ä-^) 

sein ,  und  umgekehrt  erhält  man  aus  der  letzten  die  erstere.    Aas 

der  letzten  folgt  aber  die  Konstruktion:  Man  nimmt  von  der  Linie 

ß 
AB  von  A  aus  den  Tbeil      \^ß    (öder   von   B   auis^   den  Theil 

tß)f  ^  ist  der  Endpunkt  dieses  Theiles  der  Punkt  S.  —  Also 

„die  Summe  zweier  vielfachen  Punkte  mit  positiven  KoefBcienten 
ist  ein  mit  der  Summe  der  Koefficienten  multiplicirter  Punkt,  wel« 
eher  in  der  geraden  Linie  zwischen  beiden  Punkten  so  Ueg^  dass 
seine  Entfernungen  von  diesen  beiden  Punkten  sich  umgekehrt 
verhaltep,  wie   die  zu  diesen  Punkten  gehörigen  KoefBcienten^).^' 

Aufg.  5.  Einen  Punkte  und  eine  ger.  Linie  von  bestimmter 
Länge  und  Richtung  C—^B  zu  addiren. 

Bfqtn  konstruire  eine  ger.  Linie  von  A  aus,  welche  mit  C—i? 

fleich  lang  und  gleich  gerichtet  ist;  diese  sei  D — A^  so  ist  D 
ie  gesuchte  Summen  genh  da  C-^^=/>— ^  ist,  so  ist 

■       A+(C-B)^A+(Dr'A)-D. 

Also  „die  Summe  eines  Punktes  A  und  einer  geraden  Linie  von 
bestimmter  LäMe  und  Richtung  ist  der  Endpunkt  dieser  Linie, 
wenn  A  ihr  Anibngspunkt  ist/* 


*)  Man  sieht,  doM  dieser  Punkt  der  Schwerpunkt  ist,   wenn  die 
Koefftcieiiten  Gewichte  Torstetlen. 
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Au  fg.  6.    Einen  vielfachen  Punkt  oA  und  eine  g.  L«  tob  h» 
stimmter  Xiänge  und  Richtung  C — B  zu  addiren 

Man  konstruire  eine  g.  L.  von  Ä  aus,  welche   mit  C— £ 

gleiche  Richtung  hat^  aber  nur  -r  so  lang  ist;  diese  sei  JD— J,  80 
ist  aD  die  gesuchte  Summe.    Denn  da 

C-Bz^zaXD-A)  ist,  so  ist 

aA+(C-B)^aAi'a(D-A)=:aD. 

Au  fg.  7.    Zwei  ger.  Linien  von  bestimihter  Länge  und  Uek- 
tung  B—A  und  D—C  zu  addiren. 
Man  mache  E—B=:D—C,  so  ist 

* 

(Ä-^)+(Z>~C)=(Ä-^)+(£-J?)=JE-2*. 

Also  „zwei  Linien  von  bestimmter  Länge  und  Richtung  ad&t 
man,  indem  man,  ohne  die  Länge  und  Richtung  zu  veräsden) 
auf  den  Endpunkt  der  einen  den  Anfangspunkt  der  andern  htti 
dann  ist  die  g.  L.  vom  Anfangspunkte  der  erstenv  zum  Endponne 
der  letzten  die  gesuchte  Summe.'' 

Aufg.  8.  n  ger.  Linien  von  bestimmter  Länge  ui^  Richtnug 
zu  addiren. 

Die  wiederholte  Anwendung  der  Auflösung  von  Aufg.  7.  fillirt 
sogleich  zu  der  Lösung  dieser  Aufgabe,  nämlitsh.  „ft  ger.  Linien 
von  bestimmter  Länge  und  Richtung  addirt  man,  indem  man  £e 
einzelnen  Linien,  ohne  ihre  Richtung  und  Länge  zu  ändern ^  nach 
der  Reihe  stetig  d.  h.  so  an  einander  legt,  dass,  wo  die  eine  auf' 
hört,  die  nächstfolgende  anföngt;  dann  ist  die  g.  L.  vom  Anfangih 
punkte  der  ersten  zum  Endpunkte  der  letzten  die  gesuchte  Summet'' 

Aufg.  9.  Die  Summe  von  n  Punkten  Ai,  A^.,...An  m  fin- 
den ,  d.  h.  den  Punkt  S  zii  finden,  welcher  der  Gleichung 

genüfft. 

Subtrahirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  61«chai^  nR,  moB 
ein  beliebiger  Punkt  ist»  so  «rhäit  man 

(A^^B)+(A^-^R)+....(An--R)=n(S^B). 


Und  da  aus  dieser  Gleichung  wieder  die  erstere  sich  ableiten  lässt, 
so  folgt:  „Um  n  Punkte  zu  addiren,  zieht  man  von  einem  belie- 
bigen Punkte  R  die  g.  L.  nach  den  n  Punkten,  legt  sie,  ohne 
ihre  Richtung  und  Länge  zu  ändern ,  stetig  an  eLnander  und  zwar 
so,  dass  der  Anfangspunkt  der  ersten  auf  ll  fällt,  verbindet  ÜC  mit 
dem  Endpunkte  der  letzten  durdi  eine  g.  L.  und  theiit  diese  Ver 
bindungsiinie  in  n  gleiche  Theile,  so  ist  der  erste  Theilpunkt  von 
R  au«  der  Punkt  S,  dessen  nfadies  die  gesuchte  Summe  ist    : 

Au,fg.  10.  •Beliebig  viele  vielfache  Pudcte  «u1,|3jB;  •••• -n 
addiren,  wenn  die  Summe  der  Koeffidenten  «Hh/^-f'*«**  ukiä 
null  ist. 

Setzt  man 


aA+ßB  +  ....=:(a+ß+....)S,. 


'.  "•  1  *  ii 
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und  subtrahirt  auf  beiden  Seiten  (ci+ß.^..)R,  wo  12  rin  belie- 
biger Punkt  ist^  so  erhält  man 

a(A^R)  +  ß(B^R)  + ^(a+p+.. •.)(«— Ä). 

Also  da  auch  hieraus  wieder  die  erste  Gleichung  sich  ableiten 
lässt,  so  folgt  yy  die  Summe  von  beliebig  vielen  vielfachen  Punkten 
aAyßB,,..',  deren  KoeiBcienten  -  Summe  nicht  null  ist,  findet 
man  >  indem  man  von  ir^nd  einem  Punkte  R  ans  die  Linien  nadi 
A  legt>  diese  dann  beziehüch  mit  a,  ß,..»*  multiplioirt*)>  die  so 
gewonnenen  Linien,  ohne  ihre  Richtung  und  Länge  eu  ändern, 
stetig  an  einander  legt,  so  dass  der  Anfangi^punkt  der  ersten  in  R 
fallt,  dann  R  mit  dem  Endpunkte  der  leüiten  verbindet  und  von 

der  Verbindungslinie  von  R  aus  den  Tbeil 5 nimmt,  so 

ist  der  mit  (a  -|-  i^  •  •  •  •)  multiplicirte  Endpunkt  diases  Theiles  die 
gesuchte .  Summe/^ 

Au  lg.  iU  Die  Summe  von  vielfachen  Punkten  aA,  ßß,.*.. 
zu  finden    wenn  a-|-jS-f...  .  =  0  ist. 

Man  subtrahire  von  uA-t-ßB-j^....  den  Ausdruck {« 4- 5 -f...)/2, 
so  wird,  da  diese  subtrahirte  Grosse  null  ist,  der  Werth  der 
Summe  nicht  geändert ,  also  ist 

aA+ßB+.:..=a(A^R)+ß(B'--R)  +  .... 

Also  „die  Summe  von'  vielfachen  Punkten,  deren  KoefBciepten- 
summe  null  ist,  ist  eine  g.  L  von  bestimmter  Länge  und  Rich- 
tung, die  ^äA  - 'dadtir'ch  mdety  'dass  man  von  ein^in  beliebigen 
Punkte  R  die  g.  L.  nach  den  g^geb^nen  Punkten  sle^t,  diene 
mitd^  dieisen  Pnfikten,  zugehSrigeo  Koeffidenten  inultiplicirt,  und 
die  Produkte  addirt/' 

Au  fg.  12.  Zwei  Tlieile  Jl.J5^  und  C./>  von  Linien,  die  sich 
in  £  schneiden,  zu  addiren. 

Man  mache  E.F  gleich  A.  B  und  £.  £r  gleich  CD,  so  ist 
A.B+C.D  =  E.Ff£.G=E.(F+G)^'2E.Sy  wenn  S  die 
Mitte  von  JP  und  (r  ist  (vergL  Aufs.  3).  Also  „zwei  Theile  von 
Linien ,  welche  sich  schineicUin  \  äadirt  man ,  indem  man  diesen 
Theilen  4cn  J)urchschnittspunkt  als  Anfangspunkt  giebt;  dann  ist. 
dte  doppelte  g.  L.  vom  Durchschnittspunkte  jzu  der  Mitte  der  bei- 
den Endpunkte  die  gei^uchte  «Summe  -)k^' 

Au  fg.  13.  Zwei  parallele 'Llnientheile\^l.£  und  CD  {zu 
addiren,  wenn  beide  nu;ht  gleicUang  und  zugleich  entgegengesetzt 
gerichtet  sind.         .  ^  . 

Wenn  A.ßiini  C.D  parallel  sind,  so  muss  D — Cgieich 
aifB-^A)  sein,  wo  a  irgend  eine  positive  oder  negative  Zahl  ist. 

,':  ^)  Durch  lolciie  Multiplikation  mit  einer  Z9hLg;ros8e  a  andeirt  sich, 
nie.  ipan  leicht  sieht,  wem|  a  positiv  ist,  die  Richtqng  nicht,  w^brond 
die  tiäoge  im  Verhaltniss  l':a  sich  ändert;  und  ist  a  negativ,  so  wird 
die  Richtung  die  entgegengesetzte. 

**)  Diese  ist  zugleich  die  Diagonale  des  Parallologramms ,  welches 
jene  IdalentheUe  sn  Seiten  luU^  woraus  man  sieht,  dass  die  Summe  der 
LfadenfthdUe  die  sdsammeRgeietzte  Kraft  ist,  wem  die 
Kräfte  ventellen. 
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Da  nun  A.B  gtmch  A.(B — A)  ist,  weil  A»A  nach  do.  12.  nl    >« 
ist»  so  hat  man  a 

A.B+C.D^A.iB—Ay  +  CiD-^Q  e 

r=A.(B—A)+aC.iB—A)  j 

=:(A+aC)(B—A). 

Ist  die  Summe  A+aC  gleich  (l-|-a)S  (vergl.  Aufg.  4.),  so  wiid 
der  letzte  Ausdraek. 

=  S.(l+«)(ß— ^)  =  Ä.(Ä— ^+1>— O» 
worin  eine  einfache  Konstruktion  jener  Summe  liegt 

Auf  e.  14.  Zwei  gleich  lange  und  en^egengesetzt  gendtete 
Linientheüe  A.B  und  C>D  zu  addiren. 

Lie«:en  beide  in  derselben  e.  L.^  so  ist  die  Summe  oolL  Ist 
dies  nicht  der  Fall,  so  ist,  weü  Z>  — C=— (Ä— -4)  ist, 

A.B+C.D=A.(B—A)+C.(D—C) 

=A.(B^A)^C.  (B-^A) 
=(A^C).(B'^A). 


Dann  ist  die  Summe  also  ein  Flächenraum  von  bestimmter  Griten 
und  Ebenen -Richtung*). 

Aufg.  15.  Zwei  Flachenräume  von  bestunmter_  GrSsse  und 
Ebenenriätung  o.6  und  cd  zu  addiren. 

Sind  die  Ebenen  parallel,  so  können  sie  schon  nach  no.  19. 
addirt  werden,  sind  sie  es  nicht,  so  werden  beide  Ebenen  eine 
Richtung  gemeinschaftlich  haben.  Es  sei  e  eine  g.  L.,  welche 
diese  Richtung  hat,  und  a.b  gleich  e.f,  cd  gleich  e.g,  so  ist 

Aufg.  16.  Zwei  Theile  A.B.C  und  D.E.F  bestimmter 
Ebenen,  die  nicht  parallel  sind,  zu  addiren. 

Sind  die  Ebenen  nicht  parallel,  so  werden  sie  dch  schneidcB. 
Es  sei  G.H  ein  Theil  der  Dnrchschnittslinie,  und  es  sei  A^.C 
gleich  G.H.J,  D.E.F  gleich  G.H.K,  so  ist 

A.B.C+D.E.F=G.a.J+G.H.K 

=  G.H.iJ+K)z=2G.B.  & 


wenn  5  die  Mitte  zwischen  /  und  K  ist.  Also  „Zwei 
nicht  paralleler  Ebenen  addirt  man,  indem  man  sie  als  Dreiedse 
darstellt,  deren  gemeinschafUiche  Grundseite  in  dem  Durchschnitt 
beider    Ebenen    liegt;    dann    ist    das    Doppelte    des    Dreiecks, 


*}  Wie  die  Summe  zweier  Linientheile ,  die  nicht  in  dendhei 
Ebene  liegen,  su  behandeln  lei,  kann  ich  liier  nicht  antfahicn  (TOgL 
Anidehnangil.  g.  51.  n.  §•  122.). 
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was  dieselbe  Grundseite  hat,  und  dessen  Spitae  die  Mitte  ist  zwi- 
schen den  Spitzen  jener  Dreiecke,  die  gesuchte  Summe. 

A  n  f  g.  17.  Zwei  Theile  A.B.CundD.E.F  paralleler  Ebe- 
nen zu  addiren. 

Sind  die  Ebenen  parallel,  so  muss  (E — D),{F-'D)  gleich 
cr(JS— ^).(C— ^)  gesetzt  werden  können,  wo  er  eine  Zanl^'isse 
ist.    Dann  ist  « 

^.Ä.C+/>.JE.F=^.(JB— J).(C— ^)+Z>.(jE;— />).(F— />)*) 

=  &  (1  +a) .  {B^A) .  (C— 4), 

wenn  (l-|*a)jS  die  Summe  von  A-{^D  ist.    Der  letzte  Ausdruck  ist 

=  S[(Ä-J).(C-J)  +  (£-Z>).(F-Z>)], 

worin  wieder  eine  einfache  Konstruktion  liegt.    Ist  jedoch  a=— 1,  x 
d.  h.  sind  beide  Flächenräume  gleich  gross,  aber  entgegengesetzt 
bezeichnet,   so   ist  A+aD  eine    g.  L.  von  bestimmter  Richtung 
und  Länge  (Au%.  11.);  ist  diese  gleich  H—^G,  so  ist 

also  die  Summe  dann  ein  Kurperraum. 

Au  fg.  18^  Einen  Theil  A.B.C  einer  bestimmten  Ebene  und 
einen  Korperraum  (D—A),(B—A),(C — A)  zu  addiren. 

A.B.  C+(/>— ^).(Ä— J).(C— J) 
=  ^.(jB— ^).(C— ^)+(Z>— ^).(Ä— i).(C— il) 
=  Z>.(B-J)+(C-J),     . 

woraus  der  Begriff  dieser  Addition  leicht  hervorgeht. 

21.  Ein  kombinatorisches  Produkt,  dessen  Fakto* 
ren  erster  Ordnung  Grössen,  (n»-^l)ter  Stufe  sind, 
welche  aber  alle  m  einem  und  demselben  Gebiete 
nter  Stufe  liegen,  nenne  ich  ein  eingewandtes  Pro- 
dukt, und  zwar  ein  auf  jenes  Gebiet  bezügliches, 

z.  B.  ein  kombinatorisches  Produkt  von  Linientheilen   in  der 
Ebene,  oder  von  Ebenentheilen  im  Räume. 

22.  Wird  von  jetzt  an  die  äussere  Multiplikation  durch  blos- 
ses Aneinanderschreiben ,  die  eingewandte  Mult^hation  durch 
einen  zwischen  die  Faktoren  gesetzten  Punkt  bezeichnet,  so  ver- 
stehen wir  unter  dem  eingewandten  Produkte  AB.AC, 
wo    A,   B,    C    beliebige    Grössen    sind,    das    Produkt 

ABC.A,  in  welchem  ABC  wie  ein  zu  A  gehöriger  Koe  f- 
^.    .      .  1.. !.-_:.., X  ^.«j     ^ «^-..-.x-x    j«-«   ^as  Pro. 

welchem 
X«  uuu  ^  x.uKic;i^u  Ai«^gen,  bezogen  wird. 
Au  fg.  19.     Das    auf   die  Ebene  ABC  bezügliche  Produkt 
zweier  Linientheile  AB.AC  zu  finden. 


^    vevgL  no.  12. 


t 
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Nach  DO.  22  ist  dasselbe  gleich  ABC. A;  d.h. ,, das  ProMt 
zweier  LiDieotheile ,  deren  Linien  sich  schneiden ,  ist  der  DmAt 
schnittspnnkt«  verbunden  mit  einem  Theil  der  Ebene  als  Koeffid 
enten.  ^^    Denkt  man  sich  einen  Theil  der  Ebene  als  Einheit  ai- 

fenommen,  so  werden  die  Ebenentheile,  mit  denen  die  Punkte 
ehaftet  sind>  wirkliche  ZahlgrSssen  und  die  Produkte- erscheioei 
als  vielfache  Punkte;  doch  müssen  dann  alle  zu  vergleichende! 
Grossen  in  derselben  Ebene  ^  auf  die  sich  die  Produkte  beziehen, 
liegen  (wie  dies  in  der  Planimetrie  immer  der  Fall  ist). 

Au  fg.  19.     Das  Produkt  dreier  Linientheile  AJB,  AC,  £C 
in  Bezug  auf  die  Ebene  ABC  zu  finden. 

Aufl.    AB.AC.BC=ABC.ABC=(ABC)\ 

Au  fg.  21.     Das    eingewandte    Produkt   zweier   Ebenentheile 
ABC  und  ABD  (in  Bezug  auf  den  Kurperraum)  zu  finden. 
Aufl.    ABC.ABD=ABCD.AB. 

Aufg.    22.      Das   eingewandte  Produkt  dreier    Ebeoentheile 
ABC,  ABB,  ACB  zu  finden. 

Aufl.  ABC.ABB.ACD=ABCB.ABCB.A^{ABCDyA 

Aufg.  23.    Das  eingewandte  Produkt  von  vier  EbenentheiieD 
ABC,  ABD,  ACD,  BCD  zu  finden. 

AufL    ABC.ABD.ACD.BCD=(ABCDy. 

Anm.  Das  Produkt  zweier  Ebenentheile  giebt  also  einen 
Linientheil  9 .  das  dreier  einen  Punkt ,  aber  jener  Linientheil  und 
dieser  Punkt  haben  dann  noch  einen  Raumtheil  oder  ein  Produld 
von  Raumtheilen  als  Koefficienten  ^  und  nimmt  man  einen  Raum- 
theil als  Einheit  an^  so  gehen  diese  Koefficienten  in  wirkliche  Zahl- 
grossen  über. 

Dies  etwa  sind  die  weseiitlichsten  Begriffe^  ^welche  in  dem 
ersten  Theile  meiner  Ausdehnungslehre  vorKommen.  Aber  es  tat 
unmöglich,  von  der  unendlichen  Fruchtbarkeit  dieser  neuen  Me- 
thode für  die  Behandlung  nicht  nur  der  Raundehre ,  sondern  über- 
haupt aller  Wissenschaften,  welche  auf  räumliche  Verhältnisse 
zurückgehen ,  hier  auch  nur  einen  oberflächlichen  BegriiF  zu  eeben. 
Ebenso  weni^  konnte  ich  hier  die  Beweise  liefern,  dass  .in  der 
That  die  in  tll.  gegebeneu  Rechnungsregeln  für  die  einzetnen  ht« 
dargelegten  Terknüpfungsweisen  gelten,  sondern  auch  hier  moss 
ich  auf  meine  ausführliche  Schrift  verweisen,  in  welcher  diese 
Beweise  in  aller  Strenge  geführt  sind;  und  wo  zugleich  die  Eot- 
Wickelung  überall  in  der  Art  fortschreitet,  dass  alles  WUlkfibr- 
liche,  was  noch-  in  der  Aufstellung  der  versdbiedenen  Begiife  n 
liegen  scheint,  verschwindet. 
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Obserration  gr^om^trique,  an  siUet  du 
proM^me  trait^  p.  321.  du  W,  yoL  de 

ce  Journal. 

Par 

Monsieur  le  docteur  J.  R.  Boyman, 

k  IVcole  saperienre  de  Malmedy. 


1. 

".1         ■ 


D^crivei  par  le  sommet  B  dun  angle  ABC  (Tab.  V.  Fig.  1.) 
OD  cercle  quelconque»  qui  coupera  les  deux  cdt^a  de  Tangle  eu  A 
«t  C,  ^levez  ä  ces  points  les  perpendicolaires,  qui  se  rencontreroDt, 
comme  od  sait«  sur  la  circontereDce  eu  ud  point  D,  et  abaissez  du 
point  B  la  perpendiculaire  BP  sur  la  droite^  qui  Joint  les  deuxpoints 
AetC"  Menez  en  outre  entre  les  deux  cdtes  de  Fangle  par  le  point 
iP  eDcore  une  droite  GH  h  volonte,  et  circonscrivez  au  triangle 
'OJBH  nn  cercle ,  qui  coupera  le  premier  en  F.  Si  maintenant  on 
Jöliit  BG,  BH  et  F6?,  FHy  on  trouvera  <ABC=<,GFH;  mais 
edmine  <€rF/f  est  plus  petit  que  ^<,GBH,  on  aura  aussi  <,ABC 
Mui  petit  que  ^GBH.  Ainsi  dans  les  deux  triangles^Z>Cet  GBH 
ob  a  <ABCv\vLa  petit  que  <,GBH,  BA<,BCf,  BC<,BH,  done 
AC"^  GH,  öt  la  droite  GH  ayant  4t6  men^  k  volonte  par  le 
point  P,  on  est  conduit  au  tht^oreme  suivant: 

,^81  entre  les  cotäs  d'un  angle  donn^  on  tire  une  ligne 
,y  droite  quelconque  et  que  du  point  d'intersection  des  deux  per- 
„  pendiculaires  äeväes  a  ses  extr^rait^s  sur  les  c6täs  de  1  angle 
yyOn  abaisse  sur  eile  la  perpendiculaire:  le  pied  de  cette  per- 
„pendiculaire  est  un  point  tei^  que  la  ligne  droite  est  la  droite 
>,la  plus  courte  quon  puisse  faire  passer  par  ce  point  entre  les 
,,c^t^  de  Tangle  donnc^. 


2. 

Maintenant  qu'aprös  avoir  tir^  BP  on  d^crive  sur  la  ligne  BP, 
comme  diam^tre,  un  cercle  qui  coupe  la  droite  ^C  en  Q,  et  qii*on 
joigne  aussi  BQ:  alors  on  aura  ^BPAco^AQB  et  iüBPC 
i^CQBy  d'oü  r^sultent  les  proportions  suivantes: 
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AP.DP=iBQA'.Q, 
DP:CP—CQ:BQ. 

8i  on  multipli«  ces  deux  proportions  tenne  ä  ternie,  on  trouven 
la  suivante: 

AP:  CP=  CQ'.AQ. 

De  lä  T^aqtte 

AP+CP:AP=CQ+AQ:CQ, 

ou  ce  qui  revirnt  au  in^me: 

■ 

AC:AP=AC:CQ, 

d'oii  Tod  Gondut: 

AP=  CQ. 

Nous  veDODS  donc  de  d^montrer  le  tfa^br^me  jsuivant : 

,,Si  par  un  pomt  entre  les  c^t^s  d*iui  angle  ^uelconque  od 
„m^ne  la  ligDe  droite  la  plus  courte  et  qu'on  d^nve  ud  eerde 
,,8ur  la  ligne  qui  Joint  ce  point  au  sommet  de  Faugle^  comme 
^ydiam^tre:  la  droile  la  plus  courte  sera  coup^e  par  la  circon- 
yyförence,  de  maniere  que  les  deux  Segments  bora  du  cerde 
y^sont  äganx/'  • 


■  f 


D'apr^s  ce  qui  pr^ede  il  n'y^  a  plus  de  difßculte  pöjir  tmr  h 
droite  la  plus  courte  par  un  point  P  donn^  entre  les  cdt^  d'uB 
angle,  comme  c'est  aussi  indique  dans  le  trait^  cit^.  Car  outre 
le  point  jP  on  a  aussi  le  point  Qy  qui  determine  sa  position.  Mais 
ce  point  est  le  point  d'intersection  du  cercle  d^rit  sur  ia  ligne 
jßJP« comme  diam^tre  et  (puisqu'on  doit  avoir  APz:^CQ)  de  l^y* 

Serbole   m^n^e  par   le    point  P,   laquelle  a  les  cdtös  de  Taiifle 
onnäe  pour  asymptotes. 


IBS 
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Betrachtonnren    einiiirer    Oef^enstände 

der  Ijog'ik,  mit  besonderer  Rücksicht 

auf  Ibre  Anwendung  in  der  matlie- 

matik. 


Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 


Ä!lgein«iii  erkeant  man  an,  dass  einerseits  die  Mathematik 
und  von  ihr  ganz  vorzüglich  die  reine  Geometrie  und  Statik  die 
beste  Schule  für  die  gründlichste  und  folgerechteste  Anwendung 
der  Lot^ilc  sei,  und  andrerseits  dass  die  Logib  durch  die  Bemü- 
hungen der  neueren  meist  deutschen  Philosophen  seit  Kant,  einen 
sehr  hohen  Aufschifunc  in  ihrer  Ausbildung  genommen  hat.  Desu- 
ungeachtet  folgen  diejenigen  Schriftsteller  und  Lehrer  der 
Alathematik ,  welche  ihre  Leb rgegen stände  ausführlich  begründen, 
mit  sehr  geringer  Ausnahme,  noch  immer  der  Weise  Euklid's  in 
den  «war  für  seine  Zeit  ganz  vorzüglichen  aber  doch  nicht  uuver- 
besserlicfaen  Elementen  der  Geometrie ;  was  um  so  weniger  zu 
billigen  zu  sein  scheint,  als  heut  zu  Tage  besonders  an  gelehrten 
Schulen  der  Zügling  schon  eine  hühere  wissensc häßliche  Vorbil- 
düng  als  vordem  mitbringt  und  als  man  durch  den  ungeheuren  Um- 
fang, den  die  theoretische  Mathematik  schon  erlangt  hat,  haupt- 
sächlich auf  übersichtliche  und  gedrMn^e  Darstellung  des  Lehr- 
ganzen, jedoch  ohne  dabei  die  Deutlichkeit  und  Gründlichkeit 
ausser  Acht  zu  lassen ,  hinzuarbeiten  sich  gedrungen  sieht.  Darum 
möge  es  mir  erlaubt  sein,  in  dem  >vegea  seiner  Tendenz,  vorzüg- 
lich Lehrern  höherer  Hissenscbaftlicher  Sildungsangtalten  zu  die- 
nen, am  besten  hiezu  geeigneten  vortre  111  leben  Archiv,  durch  fol- 
gende Winke  die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  auf  die  Ver- 
besserung der  Anordnung  der  Lehrsätze  ihrer  Wissenschatl  und 
der  logischen  Form  ihrer  Beiveise  zu  lenken. 
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I. 

Ueber  unmittelbare  Foleerungen  aus  hypothetische« 
Urtheiien   mittels   der    ÜmkehruDg  oder    der  Contra- 

position. 

1.  Die  UmkehruDg  eines  hypothetischen  Urtheils  bestellt 
in  der  Verwechslung  oder  Umstelhne  des  Grundes  und  der  Folge» 
der  Bedingung  und  des  Bedingten;  in3em  man^  die  Folj^  alsGnpd 
setzend»  auf  den  Grund  als  Folge  zurückschliesst  DieallgemoM 
Focm  des  hypothetisehen  Urthals  ist  nenüiek:        •-  •  "  .-  r*  (i)')!^iS 


» 


Wenn  il  ist,  so  ist  B;'' 


r 


■^ . 


daher  die  form  seiDes  UmgekehrtMis  \  ''  . 

„Wenn  B  ist,  so  ist  A  *• 

Dieser  Schluss  aus  dem  Bestehen  der  Folge  auf  das  Bestehen 
des  Grundes  ist  jedoch  nicht  nothwendig,  sonaem  bloss  etwa  n- 
fallig  richtig,  oft  sogar  ganz  unrichtig.     Denn  das  hypothetische 
Urtheil  spricht  nur   die   einseitige-  Abhängigkeit   der  Folge  Tom 
Grunde  aus ,  setzt  aber  keineswegs  umgekehrt  die  Yerknflprang  des 
Grundes  mit  der  Folge  als  noth wendig  voraus.    In  deniL  Wesen  des 
Grundes  liegt  es,  dass  er  die  Folge  nach  sich  zieht;  aber  die 
Folge  allgemein  gedacht  kann  in  besonderen  FUlen'  verseUMcM 
GrOnde  haben.     Setzt  man  daher  eine  gewisse  Folge,    so  mOM 
man  darum  noch  nicht  diesen  oder  jenen  bestimmten  Grand  setzeit 
Die  Folge  wird  im  hypothetischen  Ürtheile  nur  gesetzt,   wenn  md 
wiefern  der  Grund  gesetzt  wird;  allein  dieses  Setzen  des  CinuMtcs 
erscheitit  an  sich  bloss  möglich ,  nicht  aber  unbedingt  nothwendigi  — 
Die  Gflitidceit  j^ines  umkehrenden    hypothetischen  UidieiU  mau 
demnach  Jedesmal  erst  eigens  geprüft  und  wo  mSgUeh  erwfi 
werden,  wenn  man  ihrer  versichert  sein  soll. 

So  7vB.  beweist  die  Creometrie  den  Sieitz: 

„Wenn  Parallelogramme  gleiche  Gmndliniei»  «niHDheU 
so  jHod  sie  gleich;^' 

allein  umgekehrt  darf  mau  nicht  ächliessen: 

„Wenn  Parallelogrammie  gleich  «ind,.  se  hshen  si»  glefchi 
Grundlinien  und  Hohen  ;^'  .       :  «  . 

denb  dies  findet  nur  in  ganz  besondereik  Fällein  statt,  tand  kaiil 
also  auch  gar  nicht  allgemein  bewiesen  werdeo.  D€n  Sats  dagegen: 

^Wenn  ParELllelo^amme  Ton  gleichen  Gnuidliaien.  ^ieiete  BBr* 
ben  ndben,  so  sind  sie  gleich'' 

darf  man  zwar  in  den  folgenden  umkehren ; 

„  Wenn  Parallelogramme  yoo  gleichen  Grundlinien  gleich  sind, 
so  haben  sie  gleiche  äöhen;'' 

aliein  seine  Gültigkeit  muss  erst  nachgewiesen  werden. 

2.^  Die  Contraposition  eines  liypothetiseben  Urtheils  be- 
steht in  der  Umtauscnung  sowohl  des  urundes  als  auch  det  Folge 
mit  ihrem  contradictorischen  Gegentheile  und  in  der  nachherigeo 
Umstellung  dieser  Gegentheile.  Man  folgert  also  hier  aus  &m 
Gegentheile,  dem  Nicntbestande,  der  Folge  das  Gegentfaeil,  deo 
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Nichtbestand   dem  Gmudes;   oder  n^ao  hiebt  mit  der  Foloe  auch 
den  Grand  ant    Aus  dem  allgemein  bypothetuachen  Urtheue 

,,  Wenn  J  ist,  ist  £'' 

*      ■  ■  • 

iA^bliesst  man  nemlich: 

9>Wenn  B  nicht  i^t,  ist  auch  \^1  nicht/' 

Diese  unmittelbare  Folgerung  aus  einem  hypothetischen  Ur- 
tbeile  durdh  Contraposition  hat  jederzeit  strenge  lö^sche  GAltig- 
k^tt  Dedn  eigentlich  ist  sie  ein  abgekürzter  hypothetischer  Scblüss 
in  aufhebender  Schluss^^eise,  ein  Enthymem  der  zweiten  Ordnung, 
id  welchem  der  Untersatz  fehlt,  durch  den  die  Folge  aufgehoben, 
wird.  In.  der  aligemeinen  Form  zum  aufhebenden  hypothetischen 
Sdiluss  Tervolistdndigt  lautet  sie  daher  also: 

Obersatz:  „.Wenn  A  ist,  so  ist  B/' 
Untersatz:  „Nun  ist  B  nicht." 
Schlusssatz:  „Also  ist  auch  A  nichf 

3.  Durch  die  Contraposition  der  hypothetischen  Urtheile  oder 
der  durch  die  unmittelbare  Folgerung  des  Gegentheils  des  Grundes 
aus  dem  Gegentheile  der  Folge  eines  hypothetischen  Urtheils  kann 
man  in  der  Mathematik,  besonders  in  aer  reinen  Geometrie,  wo 
die  meisten  Lehrsätze  hypothetisch  ausgesprochen  werden  oder 
sich  wenigstens  hypothetisch  aussprechen  lassen,  aus  sehr  .vielen 
Lehrsätzen,  sobald  sie  erwiesen  sind,  andere  unmittelbar  erschlies- 
sen ;  ohne  dass  man  wie  Euklid  und  seine  Nachahmer ,  erst  noch 
eines  indirecten  Beweises  für  sie  bedarf  oder  über  ihre  strenge 
Gültigkeit  auch  nur  den  mindesten  Zweifel  zu  hegen  vermag.  Cks- 
wohnlich  wird  man  dabei,  zur  Aufhellung  der  Einsicht  bloss  den 
schon  bewiesenen  Lehrsatz  nachträglich,  den  daraus  abzuleitenden 
Folgesatz  aber  anfänglich,  in  der  hypothetischen  Form  auszuspre- 
chen haben,  und  dem  letzteren  dann,  erst  noch  den  angemesseneip 
sprachlichen  Ausdruck  ertheilen. 

Durch  einen  solchen  Vorgang  drängt  man  nicht  nur  den  Lehr^ 
gegenständ  mehr  zusammen  —  was  bei  dem  ges^enwärtigen  Um* 
fange  der  zu  lehrenden  Wissenschaften  schon  hocbst  Noth  thut  ^-^ 
sondern  man  verschafft  auch  dem  Lernenden  einen  heileren  Blick 
in  die  Natur  des  Lehrgegenstandes  und  in  den  Zusammenhang 
seiner  Wahrheiten. 

So  z.  B.  beweist  man  in  der  ebenen  Geometrie  naicfa  EukliS 
einzeln  und  nach  einander  folgende  Sätze: 

a)  „Durch  denselben  Punkt  kann  mit  einer  Geraden  nur  eine 
einzige  Gerade  parallel  gezogen  werden.  ^^ 

6)  „Eine  gerade  Linie,  welche  eine  von  zwei  parallelen  schnei- 
det, muss  aucn  die  andere  schneiden.^' 

c)  „Zwei  gerade  Linien,  welche  zu  derselben  dritten  parallel 
sind,  müssen  aueh  unter  sich  parallel  sein.'' 

Nun  sind  die  beiden  ersteren  Sätze  nichts  weiter  älä  verschie- 
dene Ausdrücke  des  hypothetischen  Satzes: 

„Wenn  zwei  Geraden  sich  schneiden,  so  kennen  sie  nicht 
zugleich  zur  nemlichen  dritten  parallel  sein;'' 

23* 
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dtor  also  allein  zm  beweisen  kommt.  Und  daraus  folgt  s<^Meh 
ohne  allen  Beiveis  bloss  durch  ContraposiÜon  der  dritte  San  ah 
nächst  in  der  hypothetischen  Form: 

,,8ind  zwei  Creraden  zu  einer  dritten  parallel,  so  schneidcii  di 
sich  nichts  d.  h.  sie  sind  auch  zu  einander  p&rallel.*' 

Man  bedarf  daher  hier  nur  Eines  Beweises  statt  dreier. 

4.  Die  Umkehrung  eines  hypothetisciien  Urthe&b  fttit 
jedoch  dann  auf  ein  wahres  Urthell,  oder  man  scblieest  iIAf 
tig  von  dem  Bestehen  der  Folge  auf  das  Bestehen  des  Gfmde% 
wenn  man  überzeugt  ist^  dass  nur  bei  dem  angefilhrte«  Gioidi 
die  Folge  nothwemlig  besteht ,  oder  dass  ein  bestimmter  Gtoii 
und  eine  gewisse  Folge  einander  gegenseitig  bedingen,  uBiiwging 
Jieh  mit  einander  stehen  und  fallen. 

Hier  lässt  sieh  nemlich  das  gegebene  hypothetiscbe  Uiflsil 
in  der  Form  aussprechen: 

»>Nur  wenn  A  ist,  ist  auch  B;** 

und  man  schliesst  daraus  mit  voller  logischen  Strenge : 

,,Wenn  B  ist,  muss  auch  A  sein.^' 

'  *  ■ 

Denn  in  einem  solchen  Falle  gilt  das  gegebene  Urtheil  eigent- 
lich folgenden  zweien  gleich: 

„Wenn  A  ist,  ist  auch  B,^ 

und 

„Wenn  A  nicht  ist,  ist  auch  B  nicht.** 
Ans  dem  ersteren  folgert  man  aber  mittels  seiner  Umkehmng: 

„Wenn  B  ist,  kann  ^^  unter  andern  <-«  A  sein;*' 
und  aus  deiki  zweiten  Urtheile,  mittels  der  Contraposition: 

„Wenn  B  ist,  ist  auch  A;'' 
mithin  aus  beiden  Urtheilen  zusammen,  wie  oben: 

„Wenn  B  ist,  muss  auch  A  sein.** 

Z*  B.  der.  Satz  der  Astronomie: 

I  

„Nur  wenn  die  Erde  die  Gestalt  einer  Kugel  hat,  ist  ihr 
Schatten  auf  dem  yerfinsterten  Monde  jedesmial  kreisrund,** 

berechtigt  uns  zn  dem  Schlüsse: 

„Weil  der  Schatten  der  Erde  auf  dem    yerfinsterten  Monde 

i'edesmal  kreisrund  sich  zeigt,  so  muss  die  Erde  ^die  Kugelgestalt 
laben.** 

Ebenso  schliesst  man  aus  dem  geometrischen  Satze: 

„Wenn  zwei  Parallelogramme  gleich  sind,  so  haben  sie  die 
Grundlinien  im  vericehrten  Verhältnisse  der  Hohen**' 

mit  Sicherheit: 

„Wenn  zwei  Parallelofframme  die  Grundlinien  im  verkehrten 
Verhlltnisse  der  Höhen  haben,  so  sind  ine  gleich.** 
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S.  Diese  letztere  Schlussweise  wird  in  der  Mathematik^  beson- 
ders in  den  AnwenduDgeD  der  Algebra  auf  Geometrie,  Mechanik, 
Physik,  Astronomie  u.  dgl.  und  in  der  höheren  Anatysis  hfiufig 
angewendet. 

In  den  allgemeinen  algebraischen  Forschungen  dieser  mathe- 
matischen Doctrinen  erscoeinen  nemlich  oft  gewisse  Grössen  in 
einem  solchen  Zusammenhange,  dass  überhaupt  die  zwischen  ihren 
Zahlwerthen  bestehenden  Beziehungen  theils  durch  Gleichungen, 
theils  durch  Ungleichungen,  theils  auch  noch  durch  sonstige  Be- 
dingungen ausgesprochen  werden,  welche  zusammen  gefiisst  ein 
Syiäem  von  Beziehungen  ausmachen ,  das  wir  kurz  mit  A  bezeich- 
nen wollen.  Tritt  nun  dazu  in  einem  besonderen  Falle  noch  ein 
System  B  von  solchen  Beziehungen  zwischen  einigen  oder  allen 
in  Betracht  genommenen  Grössen  oder  ein  System  particulärer 
Werthe  einieer  jener  Grössen,  und  verwandelt  sich  dadurch,  mit- 
tels der  algeoraischen  Reductionen ,  das  allgemeine  System  A  noth« 
wendig  in  ein  anderes  nun  mehr  particuläres  System  V;  so  gewinnt 
man  oaraus  die  Ueberzeugung : 

„Wenn  zwischen  den  betrachteten  Grössen  insbesondere  das 
System  B  von  Beziehungen  besteht,  so  besteht  zwischen  ihnen 
«:Uch  das  System  C,** 

Hat  man  nun  das  System  B,  wie  es  gewöhnlich  geschiebt,  so 
allgemein  angenommen,  dass  nur  bei  seinem  Bestände  das  System 
C besteht,  was  aus  der  Art  der  Beziehungen,  aus  den  Formen 
der  Gleichungen  und  der  Beschaffenheit  der  darin  vorkommenden 
Rechnungsoperationen  meistens  dergestalt  einleuchtet,  dass  eine 
weitlänfige  Erörterung  überflüssig  erscheint;  so  ist  eigentlich  der 
Satz  fes%esteUt: 

„Nur  wenn  zwischen  den  in  Betracht  genommenen  Grössen 
das  besondere  System  B  von  Beziehungen  besteht,  kann  und  muss 
zwischen  ihnen  auch  das  System  C  von  Beziehungen  bestehen. '' 
Folglich  schliesst  man  daraus  mit  voller  Sicherheit  umgekehrt: 

„Wenn  das  System  C  von  Beziehungen  besteht,  so  besteht 
auch  das  System  Js.^^ 

Meistens  sprechen  die  Analytiker  diesen  Folgesatz  nicht  erst 
noch  eigens  aus,  sondern  benützen  ihn,  wo  er  Anwendung  findet« 
ohne  weiteres  Bedenken. 

Beispiel  1.     In  der  Planimetrie  wird  der  Satz  erwiesen: 

M  Parallelogramme  verhalten  sich  wie  die  Producta  ihrer 
Grundlinien  und  Höhen.'' 

Sind  nemlich  P,  p  zwei  Parallelogramme,  A,  a  ihre  Höhen 
und  By  h  ihre  Grundlinien,  so  ist 

P'.p—ABiab. 

In  dieser  Proportion  setzt  man  nun  insbesondere  P^=p  und 
folgert  daraus  aucn  AB=^ab  oder  Aia  wie  b:B, 

Man  hat  also  eigentlich  den  Satz  erwiesen: 

„Wenn  P=p,  so  A;a=b/.B" 
d.  b«    ,^Sind  zw/ei  Parallelogramme  gleich,   so   sind  ihre  Höhen 
den  Grundlinien  vericehrt  proportional; 


tmd  IneTanv  folgert  hui  soiricich  obne  fcfciia  Bcvrms  tmigdedd: 

„Wenn  Aia^=b:B,  ^o  P=p; 

d.  fa.    .yWenn    zwei  Parallelognuiime  iiire  HSkeo  den  Gfimdfiri« 
vorkehrt  ptoportioiiai  habea,  an  «ind  sie  gieick.'' 

B*ei«piel  'L  BcaeieiiiieD  a.  6,  c  cüe  Seiten  «aes  gendB- 
oiisHi  Dreieck»  and  a,  ß,  y  die  in  derseUien  Ordnung  ihnen. gegM- 
ubcriicteenden  Winkel ,  ao  oeweicst  die  Trigooonetrie  den  aUsem«- 
nen  Satz:  a*=^^  +  c* — '2he.ewia.  Nimmt  nna  non  daa  Prodiici 
:i6c.eo»a^=0  an«  wa»  anr  dann  jwin  kann«  wenn  coaa=Oy  akt 
0=^0**  ist;  ao  erhält  man  den  äatz:  Wena  a=90^,  so  iat  a*=i* 
■^-c*^  d.  h.  den  bekannten  pythagnniiachen  LehrsataL 

Allein  man  tbigeit  darau»  auch  sogleich  nmgekehrt : 

d.  h.  .»Wean  io  einem  Dreiecke  die  zweite  Potenz  den  ZaUwer- 
tk»  einer  Seite  so  ä^pos«  Ist.  oL»  die  zweiten  Potenzen  der  ZiU- 
werche  der  beiden  andern  Seiten  zusammen  ^en<«imen  ;  so  Begt 
der  er^ttereu  Seite  ein  rechter  Winkel  gegenüber." 

BeLd.pIel  3.  Die  anaivtisehe  Geometrie  stellt  za  einer  Lioie 
oder  Flache,  tur  eine  ^[ewähfte  Art  Ton  Coordinaten,  mne  Glcichmiff 
oder  ein  Sy$ce«  zusammen  sehuriger  Gleichuneen  auf«  wodnrcn 
jene  Linie  oder  Flache  aaaN~sdsch  Tonstandig  cnarakteriairt  wird; 
folglich  er^üist  «ie  eigentfich  den  Satz: 

,» Wenn  eine  Linie  oder  Fläche  fi»  eine  gewioae  Art  von  Coor- 
dinaten  diesen  aMBceflUictett  Charakter  besitzt;  an  koaunt  ihr  dfe 
hier  abiteleitete  Gleiehanft  oder  dieses  System  simnllaner  61eMfaiiB< 
geu  zu." 

Sie  schliesst  «braus  ahne  auch  no^  umgekehrt: 
^,  Wenn  einer  Linie  oder  Flache,  bei  der  angewiesenen  Art  tm 
Coordinattto«   diese  bestimmte   Gleichung  oder  dieses  'bes&nmts 
System  von  simultanen  Gleichun^sen  zukommt«    an  beaitai  sie  dra 
vorher  becM.'hriebeueu  Charakter.*^ 

So  beweiäit  z.  R  die  Lehre  Ton  den  KcgelBchqltten «  dass  io 
der  Parubel.  weou  p  den  Psirameter  eines  Durchmessers  und 
•r.  jf  die  hier  gewöhnlichen  schiefwinkligen  Coordinaten  Torstei- 
leu ,  die  Gieichuug  tß*  =  pj^  besteht.  Andrerseits  lehrt  die  Balli- 
stik oder  die  Dyuaiuik.  dass  im  leeren  Räume  eia  schief  gW^ 
deu  Horizont  ge^'or teuer  Korper  eine  Linie  dnrchliuft«  deren  Glei- 
chui^  die  Form  jr*  ~\pjf  hat;  mithin,  schliesst  sie«  beschreibt 
dieser  kor|M^r  eine  Parabel. 

IL 

Vou  der    Umkehrung   mehrerer 
zusammenhängeader   allgemeiner    disjunctiver    and 

hypothetischer  Urtbeile. 

1.  Uochst  wichtig  ist  folgender,  zuerst  von  Haube  r  *)  aufge- 
stellter Satz»  nach  dessen  Anleitung  man  aus  mehreren  zusammeo- 

*)  Vergleiche  denen  Schelae  leeico-mathematlcae.  cap.  7»  Statt- 
gart 1829,    ond  Drobitch  Logik.  Le^ig.  18S6.    S.  102. 
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iifiDffepden  allffemeiD  bejahenden  disjunctiven   und  hypothetischen 
Urtheileo  mittelB  Umkehning  andere  nnmittelbar  folgern  kann. 

Seien  als  g^tig  anerkannt : 
erstens  folg^ende  zwei  disjunctiv«  Urtheile: 

Der  Begriffes  kann  nur  enbveder  a  oder  b  oder  c,  oder  s.  f.  iseii;^. 
Der  Begriff  2  kann  nur  entweder  a  oder  ß  oder  y  oder  s.  f.  sein; 

sw^itens  folgende  hypothetische  Urtheile: 

Wenn  S,a  ist,  so  ist  £30; 

Wenn  S,b  ist,  so  ist  2,ß; 

Wenn  S,e  ist,  so  ist  S^y; 
a.  s.  w. ; 

dann  gelten  aneh  umgekehrt  die  folgenden  hypothetischen 
Urtheile : 

Wenn  S,a  ist,   so  ist  5,  o; 

Wenn  Z,ß  ist,  so  ist  S,6; 

Wenn  2,y  ist,  so  ist  S,ci 
u«  s.  w. 

Es  genügt  nur  das  erste  behauptete  Urtheil : 

„Wenn  Z,a  ist;  «p  ist  i$,  a'* 
EU  erweisen,    weil   die  übrigen   ihm  analog  sind. 

Indirepter  Beweis.  Wäre  der  Behauptung  zuwider  S 
Dicht  a,  so  inüsste  ^S  entweder  6  oder  c  oder  d  u.  s.  f.  sein. 

Wäre  <S> ,  6,  so  wäre  nach  der  Annahme  27,  ß  also  nicht  £,a    ■ 
»     Ä,c,    „     „        „       „         „  £,y  aisp  nicht  I!,a 

wie  bedungen  j  u.  s.  w. 

Mithin  wenn  S^a  ist,  kaitn  S  weder  6,  noch  Cf  noch  d  v.  8.f. 
folglich  nur  a  sein,  wie  behauptet  wurde. 

Directer  Beweis.  Ans.  den  vorausgesetzten  beiden  üm^ 
junctlven  und  allen  hypothetischen  Urtheilen  folgt  der  Sats :' 

Wepp  S  picht .  a  ist,  foigtich  entweder  b  oder  c  oder  d 
u.  s.  f.»  so  ist  ^  entweder  ^  oder  y  oder  ä  u.  s.  f.  also  nicht  a; 
knn:    Wenn  S  .nicht  a  ist,  so  ist  auch  £  nicht  a. 

Hieraus  folgert  man  aber  durch  Contraposition  soekich  richtig 
den  behaupteten  Satz:  ^P 

Wenn  Zya  ist,  so  ist  S,a. 

2.  Aus  diesem  höchst  allgemeipen  Umkehnin^sgesetae  laa^en 
sich  für  die  Mathematik  viele  wichtige  Sätze  ableiten. 

Betrachten  wir  zunächst  zwei  mit  einander  zusammenhängende 
Gattungeil  von  Grössen  in  Absicht  auf  ihre  gleichzeitigem 
Veränderungen.  Gewöhnlich  beweist  man  Von  ihnen  folgende 
zwei  Sätze: 

1)  „Zu  gleichen  Grössen  der  ersten  Gattung  gekoren 
gleiche  GrOssen  der  andern  Gattung. '' 

2)  »{Zu  ungleichen  Grossen  der  ersten  Gattung  geboren 
UDgleidie  fofissen  der   zweiten  Gattung;    und  zwar  gehört  zu 
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einer  grosseren   Grusse   der  ersten    Gattoi^  eine  fiAi»ei«     i 

Grosse  der  zweiten  Gattnng.  } 

Hier  bedeutet  nnn  S  und  Z  die  Vereieicliiaie,  weiche  iwisd« 
xwei  Grössen  der  ersten  und  zweiten  Gattung  oestehf :  m  ud  c 
das  Gleiclisein  l>eider  Grössen,  b  das  Grosser-,  c  das  iQeiBeEMb     • 

•    j         -*      r.  ^         fl  j      Grosser-        ,       ,       Kieinersein    . 
in  der  ersten  Gattung,  ß  das  ^j,^-^^^    und  y  das  ß^sse^seh   *■ 

der  zweiten  Gattung.  Mithin  feiert  man  nach  oh^em  Undnli* 
rungsgesetze  aus  den  erwiesenen  zwei  Sitzen  noch  diese  zwei 
zugehörigen : 

3)  „Zu   gleichen   Grossen   der   zweiten    Gattung  gehören' 
gleiche  Grossen  der  ersten  Gattung.'* 

4)  „Zu  ungleichen  Grossender  zweiten  Gattung sehSnn 
ungleiche  Grössen   der   ersten   Gattung;     und  zwar  gewkt  zu 

einer   grösseren  Grösse  der  zweiten  Gattung  eine  ?i^t.^.^ 
^  Kleinere 

Grösse  der  ersten  Gattung.*' 

Beispiel  1.  Die  Algebra  beweist,  dass,  wofern  in  einen 
Producte  ein  Factor  (der  Multiplicand)  ungeSndert  bleibt,    a)  zu 

8 gleichen  zweiten  Factoren  (Multiplicatoren)  gleiche  Producte  und 
zu  einem  grösseren  zweiten  Factor  (MultipRcator)  ein  grösseres 
roduct  gehört.  Indem  sie  ferner  bei  der  Lehre  von  der  Theilung 
das  ProTOct  in  den  Dividend,  den  ersten  Factor  in  den  Divisor 
und  den  zweiten  Factor  in  den  Quotienten  übersetzt;^  folgert  rie 
sogleich,  dass,  bei  ungeSndertem  Tbeiler    oder  Divisor,    a)  zn 

Seichen  Dividenden  gleiche  Quotienten  und  ß)  zu  einem  grössere« 
ividenden  ein  grösserer  Quotient  gehört. 

^  ■  

Beispiel  2.  Die  Planhnetrie  erweist,  dass  in  einem  Drei- 
eclce  a)  gleichen  Seiten  gleiche  Winkel  und  b)  einer  grösseren  Srfte 
ein  grösserer  Winkel  gegenüber  liegen.  Daraus  llsst  sich  daher 
sogleich  folgern,  dass  auch  umgekehrt  c)  gleichen  Winkeln  gleiche 
Säten  und  d)  einem  grossem  Winkel  eine  grössere  Seite  gegen- 
tlber  liegen  müssen. 

3.  Diese  Sätze  lassen  sich  nunmehr  leicht  auf  drei  oder 
mehrere  unter  einander  zusammenhfingende  Gattunsen  von 
Grössen  ausdehnen.  Seien  nemlich  die  beiden  folgenaen  Sitae 
erwiesen :  ^ 

1)  „  Zu  gleichen  Grössen  der  ersten  Gattung  gehören  auch 
gleiche  Grössen  der  zweiten ,  dritten ,  vierten  und  so  fort  jeder 
andern  Gattung.'' 

2)  „Zu  einer  grösseren  Grösse  der  ersten  Gattung  gehört  haM 
eine  pössere  bald  eine  kleinere  Grösse  einer  jeden  andern  Galtung, 
jenacndem  diese  mit  der  ersten  in  gerader  oder  verkehrter  Tei^ 
gleichung  steht.'' 

Dann  folgert  man  daraus  umgekehrt  fOr  jede  übrige  Gattung 
zwei  Sätze  von  folgender  Form: 

a)  „Zu  gleichen  Grössen  jedweder  anderen  Gattung  gehören 
auch  gleiche  Grössen  der  ersten,  mithin  auch  jeder  übrigen  Gattung." 
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t)  „Za  einer  gfOeseren  GrOeee  jedweder  andereo  Gattang 
■ehOit'liaU  eine  grössere,  bald  eine  Kleinere  GrOaae  der  ersten, 
^auhdem  diese  zwei  Gattnngea  in  gerader  oder  yerkehrter  Ver- 
rielelning  mit  einander  steken ;  mithin  gehOrt  dasn  andi  entweder 
mmm  grOisf  re  oder  kleinere  GrOsse  ieder  übrigen  Gattung,  je  nach- 
fana  diese  mit  der  ersten  Gattung  m  gerader  oder  Yerkehrier  Ver- 
^•Ichiing  steht 

Beispiel  1.  In  der  fifAreometr'e"^*^*^**"**"  ^®°  ^*°  schie- 
foü  Geraden,   die  nebst  der  senkrechten  aus  einem  Punkte 

aa  eine  £i|^-^    gezogen  werden  die  beiden  Sätze: 

•)  Schiefe,  welche  mit  der  Senkrechten  gleiche  Win- 
kel bilden,  sind  gleich  und  haben  ihre  Fusspunkte  von  dem  der 
Senkrechten  gleich  weit  abstehen. 

i)  Zu  ejnem  grösseren  Winkel  einer.  Schiefen  mit  der 
genhr echten  gehOrt  eine  grössere  oder  längere  Schiefe  und  ein 
gf&Merer  Abstand  von  der  Senkrechten« 

Hlerans  folgt  nun  umgekehrt: 

c)  Gleiche  Schiefen  bilden  mit  der  Senkrechten  gleiche  'Win- 
kel ud  stehen  von  der  Senkrechten  gleich  weit  ab. 

d)  Eine  srössere  Schiefe  bildet  mit  der  Senkrechten  einen 
grB— eren  Winkel  und  steht  von  ihr  weiter  ab. 

e)  Schiefe ,  welche  von  der  Senkrechten  gleich  weit  abstehen, 
MMwi  mit  der  Senkrechten  gleiche  Winkel  und  sind  gleich. 

f}  Eine  Schiefe,  welche  von  der  Senkrechten  weiter  absteht, 
Uld«t  mit  dieser  Senkrechten  einen  grossem  Winkel  und  Ist  länger. 

Beispiel  2.  Die  Lehre  vom  Kreise  beweist,  dass 
st)  asgletchen  Winkeln  ain  Mittelpunkte  gleiche  Kreisboffen, 
Kreisausschnitte,  Sehnen  und  gleiche  iVinkel  der  Sennen 
mit  den. Halbmessern  zu  ihren  Grenzpunkten,  gleiche  Abstände 
der  Seltnen  vom  Mittelpunkte,  gleiche  Sagitten  und  Kr  ei  sab - 
sckaitte  gehören;    und 

,  b)  dass  zu  einem  grösseren  ^  l  i^         Winkel    am    Mittel- 
pnnfcle   auch   ein  grösserer  Kreisbogen  und  Kreisausschnitt,  eine 

ri7r~,  -    Sehne,  ein  _„  Winkel  der  Sehne  mit  dem  Halb- 

Meipete  grösserer 

meeeer  am  Grenzpunkte,  ein      -t-MMv  -^^^o'   ^^   Sehne  vom 

Htttelponkte,  eine  »^.^^^    Sagitte  und  ein  g^.^^^^^     Kreisab- 

sdüiitt  gehört. 

Daraus  kann  man  sogleich  um|ekehrt  schliessen,  dass  wenn 
einer  der  genannten  Gegenstände  gleich  ist,  auch  jeder  andere  gleich 
sein  muss;  und  dass  z.  B.  einer  längeren  Sehne  ein  grösserer 
hoUer  und  ein  kleinerer  erhobener  Winkel  am  Mittelpunkte,  ein 
kleinerer  Winkel  der  Sehne  mit  dem  Ebdbmesser  an  ihren  Grenz- 
piinkten,  ein  kürzerer  Abstand  vom  Mittelpunkte  u.  s.  f.  angehört. 

4.  •  Selbst  wenn  die  Abhängigkeit  der  betrachteten  Gattungen 
von  Grössen  in  bestimmteren  Formen  ausgesprochen  wird,   läset 
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«ich  das  angdRührte  Umkebmiigs^ietB  noch  benfitien,    wie  i«  B. 

hei  der  pToportionalität  zweier  Gattangen  Ton  GrSsaeB. 

.     Int  oemlich  erkannt,  daes  zw^i  Gattungen  Ton  GrSssen^  derce* 

atalt  cneaiiunenhSDgen:     a)  das«  zu  sleichen  GrdMen  eioinr  Jem 

Gattung  auch  gleiche  der  anderen  und  ß)  zu  einer  grOaeeren.  eioer 

flrrOsaere 
jeden  Gattung  auch  eine  f.  .  der  anderen  gehört  und  y)  dai0 

zu  jedem  Vielfachen  einer  jeden  Grosse  der  ersten  Gattung  das 

Ehensovielfache  ,  l^.        ^  ^        .  .^^  am 

der  ebeoBovielte  Theü  *"  «»gek«ngeD  Gros«  der  zweiten  Gattang 

gehurt;     so   gilt,    vermöge   des    erwähnten   Umkehfnnffssesetzes, 

auch  der  Schluss  umgekehrt  von  der  zweiten  Gattung  aiuf  die  erste, 

direct 
uod  bei4e  Gattungen  von  Grössen  heissen  dann  zu  einander  ^^KaM 

proportional 

6.  Aus  allen  diesen  Beispielen  erhellet,  dßss  hier,  so  wie  in 
ähnlichen  Fällen  die  Beweise,  ja  sosar  die  blosse  Anßihrung  der 
umgekehrten  Sätze,  da  diese  für  sich  verständlich  sind.  Überflüs- 
sig ist,  wenn  nur  dieses  Umkehrungsgesetz  als  dem  zu  Unterrick- 
tenden  bereits-  bekannt  vorausgesetzt  werden  darf,  daher  zu  diesem 
Zwecke  etwa  in  die  Vorrede  <Mer  in  die  Vorbegriffe  des  betrefen* 
dep  Lehrbuches  aufgenommen  worden  ist 


m. 

Ueber  indirecte  Beweise. und  ihr«  Ersetzung 

durch  directe. 

m 

1.  Directe  Beweise  lassen  bekanntlich  die  Wahrheit  Ihres 
Satzes  als  Schlusssatz  aus  richtigen  Prämissen  unmittelbar  erken- 
nen ;  indirecte  Beweise  dagegen  stellen  die  Gültigkeit  ihrer  Behaup- 
tung dadurch  ausser  Zweifel,  dass  sie  zeigen,  das  Gegentheil  der- 
selben sei  unmöglich ,  in  so  fern  es  andern  anerkannten  \Vahrfaeiten 
widerstreitet.  Directe  Beweise  gewähren  daher  eine  befriedigende 
£rkenntniss  des  noth wendigen  Zusammenhanges  der  Behauptung 
mit  ihren  Beweiseründen ,  indirecte  aber  lassen  nur  den  Widerstrett 
des  Ge&entheiis  aer  Behauptung  mit  den 'Beweisgründen  erkennen« 
Denn  mrecte  Beweise  zeigen ,  dass  und  warum  ebvas  wahr  sei  und 
gerade  so  sein  müsse,  die  indirekten  aber  bloss,  dass  und  warum 
es  nicht  falsch  sei  und  nicht  apders  s«n  könne.  Durch  den  diree- 
ten  Beweis  werden  wir  daher  weit  inniger  von  der  Wahrheit  des 
zu  beweisenden  Satzes  durchdrungen ,  als  durch  den  indirecteo 
Beweis,  welcher  uns  bloss  das  Zugeständniss  derselben  abnöthigt 
Doch  sind  darum  die  indirecten  Beweise  noch  nicht  geradezu  ver- 
werÄich ;  denn  wo  sich  die  vorausgesetzten  DisjunctioneQ ,  von 
denen  man  eine  behauptet,  die  übrigen  aber  widerlegt,  vollständig 
Übersehen  lassen,  wie  vorzügHch  in  der  Mathematik,,  passt  der- 
selbe immerhin.  WünschensWerth  bleibt  es  jedoch  immer,. die 
indirecten  Beweise  überall,  wo  es  nur  angeht,  durch  directe  zu 
ersetzen  und  sie  nur  als  unumgängliche  Nothbehelfe  zu  gebrauchen* 
Wie  jenes  Ersetzen  wenigstens  in  manchen  Fällen  gcfeistet  wer- 
den kann,  soll  hier  gewiesen  werden. 
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2.  HaupthülfeD  der  Vermridong  iodiraeler  Beweise  skii  die 
liffireits  \n  den  voraDgehenden  zvrei  Abecbnitten  behandeitien  Cod* 
^mpösiÜQpeD  hypothetischer  Urtheile  und  die  Umlcehning  hypothe- 
tiaeh  -  disjunctiver  Urtheile ;  da  die  daraus  fliessenden  ttnmitteJbareD 
FolgemogeD  sonst  indirect  erwiesen  werden  mflssten. 

Man  wird  daher  überhaupt  das  indirect  zu  beweisende  logische 
Ujrtheil  Torerst  contraponiren  und  dieses  neue  (contraponirende) 
ürtheil  erweisen;  dann  folgt  daraus,  mittels  abermaliger  Contra- 
position»   das  zu  erweisende  von   selbst     Soll   das  kategorische 

„JistJB" 

bewiesen  w^en ,  so  wird  man  Yorerst  .das  contraponirende 

}/  „Ein  Nicht-JB  kann  nicht  A  sein'' 

KegrÜDden;    dann  folgt  jenes  unmittelbar  daraus. 
Ist  das  hypothetische  Urtheil 

,  ,,Wenn  ^  ist,  sq  ist  B" 

M  anreisen  j  eo  zeigt  man  zuvorderst 

■  '    .  ^     „Wepn  B  nicht  ist,  so  ißt  auch  A  nicht.*' 

■  p-    ■  ■    ■  •     •  I       .  . ' 

tUtn  oft  muss  aber  hierbei  noch  eine  Umgestaltung  des  Ausdruckes 
am  ..v^irerst  zut  erweisenden  contraponirenden  Urtheils  vorgenom- 
D^  werden. 

•  .    Beispiel  1.    Dem  Satze: 

,,Wenn  zwei  in  einer  Ebene  befindliche  Geraden  ron  einer  drit- 
ten unter  gleichen  Wechselwiokeln  geschnitten  werden  (d<  h.  so, 
dass  jede  zwei  Wechseiwinkel  gleich  simi  und  jede  arwei  Gegen- 
^prinfcel  *^  zusconmen  genommen  zwei  rechte  Winkel  ausmachen), 
•PnSchneiden  sie  sich  nicht,   und  sin4  also  zu  einander  parallel;" 

•eUokt  Euklid  folgende  zwei  Sätze  voraus: : 

„In  jedem  Dreiecke  ist  '     ' 

1)  der  äussere  Winkel  grosser  ■  als  jeder  innere  ihm  gegen- 
üMr^ieffende ,  und  .     . 

•  2)    die  Summe  jeder  zwei  Winkel  kleiner  als  zwei  rechte." 

■Beide  lassen  sich  nun  in  den  Satz  zusammenziehen: 

'  ,:  Wenn  sich  zwei  Geraden  schneiden ,  so  werden  sie  von  jeder 
dtimn  Geraden  in  zwei  Punkten  dergestalt  geschnitten,  dass  auf 
dnrjeniffen  iSeite  der  Schneidenden ,  auf  w*elcher  ihr  Durchschnitts- 
punkt  liegt,  der  Süssere  Winkel  grosiser  als  sein  innerer  Wech- 
selwinkel und  die  Summe  der  inneren  Gegenwlpkel  kleiner  als  zwei 
fechte  ist,  kurz,,  sie  werden  unter  ungleichen  Wechselwinkeln 
giM^phnitten. " 

Daraus  folgt  demnach  der  an&ngs  angestellte  Satz  unmittelbar 
Mos«  durch  einGEu;he  Gontraposition  ohne  den  weitwendigen  Beweis 
BiUids. 


>■"■■■! 


*)  Vergl.  Kvar  Anfaogigrfinde  der   rein«n  Geometile.   Grits.  IUP. 
8.  tt.  f.  loa 
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Beispiel  %    Eben  so  folgt  sein  Sats: 

M  Wenn  an  den  Berührungspunkt  einer  Geraden  mit  einer  Kreii- 
linie  der  Halbmesser  gezogen  wird^  so  muss  dieser  auf  derberflk- 
renden  Geraden  senkrecht  sein'' 

ohne  den  indirecten  Beweis »  den  er  giebt,  aus  dem  nächst  Torhc^ 
gehenden  Lehrsatze: 

Die  gerade  Linie ,  welche  auf  dem  Halbmesser  in  dem  Eni 
punkte  senkrecht  errichtet  wird«  berührt  die  Kreislinie; 

,Jede  andere  Gerade  aber,  die  durch  eben  diesen  Punkt  (ab« 
schief  gegen  den  Halbmesser)  gezogen  wird,  schneidet  die  Kreis- 
linie noch  in  einem  zweiten  Punkte.''* 

Denn  hieraus  folgt  durch  Contraposition  unmittelbar: 

^yWenn  eine  Gerade  eine  Kreislinie  in  einem  Punkte  mcht 
schneidet,  sondern  berührt«  so  steht  sie  nicht  schief  auf  dem  Halb- 
messer dieses  Punktes" 

und  dieser  Satz  ist  dem  zu  erweisenden  gleichgeltend. 

3.  Oft  kommt  zu  erweisen,  dass  unter  mehreren  mdglichn 
Gegenständen  einer  Art  nur  ein  einziger  eine  beschriebene  Eigen- 
schaft besitze.  In  einem  solchen  Falle  umgeht  man  den  iodireetN 
Beweis,  wenn  man  darthut,  dass,  sobald  man  sich  ausser  jenen 
ausgezeichneten  Gegenstande  noch  was  immer  fBr  einen  dieser  Art 
deuKen  will,  er  die  angefahrte  Eigenschaft  nicht,  oder  das  Gegn* 
thell  derselben  besitzt.  Zuweilen  ist  dazu  erforderlich,  die  Defni- 
tion  dieser  Eigenschaft  und  ihres  Gegentheils  in  dem  xa  erweisen* 
den  Lehrsatze  zu  wiederholen. 

Beispiel  L    Soll  der  Satz  bewiesen  werden: 

„Jede  begrenzte  Linie  hat  nur  Einen  Halbirungspimkt", 
so  zeigt  man,  dass  jeder  andere  Punkt,   den  man  sich  ausser  des 
angenommenen  Halbirungspunkte  denken  will,    die  Linie  in  iirri 
Theile  zerschneidet,   von  denen  einer  kleiner,   der  andere  grOsicr 
als  die  Hälfte  ist,  die  also  ungleich  sind* 

Beispiel  2.    Den  Satz: 

„Durch  einen  Punkt  ist  auf  eine  Gerade  nur  rine  einzige  Senk- 
rechte mO^ich" 

beweist  man,  indem  man  durch  diesen  Punkt  ausser  der  angenom- 
menen Senkrechten  noch  eine  beliebige  andere  gerade  Linie  fHhrt 
und  Ton  ihr  nachweist,  dass  sie  mit  der  gegebenen  ungleicbe 
Nebenwinkel  bildet,  also  nicht  senkrecht,  sondern  schief  auf  die- 
ser steht 

4.  Häufig  hat  man  zu  beweisen,  dass  irgend  einem  Gresen- 
stande,  z.  B.  einer  Linie,  insbesondere  einer  geraden,  oder  einer 
Fläche,  insbesondere  einer  ebenen,  mehrere  solche  Eieenschaftea 
zugleich  zukommen,  yon  denen  jede,  an  und  fOür  sich  allem  betrach- 
tet, nur  einem  einzigen  derartigen  Gegenstande  anhaften  kann« 
In  einem  solchen  Falle  denkt  man  sich,  nebst  dem  aneenommenen 
mit  einer  derlei  Eigenschaft  begabten  einzig  möglichen  Geeenstande, 
noch  einen  weiteren  mit  einer  solchen  Ei^enscnaft,  von  oier  bereits 
nachgemesen  ist,  dass  mit  ihr  nothwendi^  auch  jede  der  flbriffen, 
also  auch  jene  vorausgesetzte,  verknüpft  ist;    und  schlieMt  dar- 
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aus»  daM  jener  G^j^enstand  mit  diesem  gani  identisch  Iwin  miiM, 
folglidi  daee  aacli  ilira  alle  übri^n  genaimteD  Eigenscliaften 
jEOKomnieB« 

Mao  habe  nfimlich  allgemeio  folgende  swei  UrtheUe  berrite 
festgestellt: 

1)  „Jiva  ein  einziges  Snbject  kann  jedesmal  eines  der  Merk- 
male a,  b,  Cf  d....  einzeln  besitzen/* 

2)  ^,Wenn  unter  gewissen  Umständen  ein  solches  Snbject  das 
Merkmal  a  besitzt,  so  kommen  ihm  auch  alle  übrigen  Merkmale 
b,  c,  i2.«..  Tereint  zu.'' 

Dann  gilt,  auch  das  folgende  Urtheil: 

,9  Wenn  unter  denselben  Umständen  ein  Snbject  S  eines  der 
letst<mn  Merkmale  b,  c»  d....  ohne  a  besitzt,  so  besitzt  es  auch 
alle  übrige^« 

ds  h.  wenn  8,b  ist,  so  ist  auch  8,acd.... 
wenn  S,c  ist,  so  ist  auch  iS,<i6cf...« 
wenn  S,d  ist,  so  ist  auch  S,abc.... 

u.  s.  f." 

kurz  die  Merkmale  a,  b,  e,  d...  können  unter  diesen  Umständen 
nicht  von  einander  getrennt,  sondern  nur  vereint  bestehen;  sie 
stehen  und  fallen  mit  einander. 

Es  genflgt  hier  nur  den  einen  Satz : 

„Wenn  S,b  ist,  so  ist  auch  S,acd..»** 
SU  erweisen,  da  die  übrigen  ihm  analog  sind. 

Man  denke  sich  unter  den  hier  stets  bedungenen  Umständen 
das  einzig  mOgUche  Snbject  5',  dem  das  Merlnnal  a  zukommt; 
dann  besitzt  es  auch  das  Merkmal  b,  vermöge  des  zweiten  als 
erwiesen  vorausgesetzten  Satzes.  Allein  dieses  Merkmal  b  kommt 
zufolge  der  Annahme  dem  Subjecte  S  zu  und  kann  nach  dem 
ersten,  als  bereits  för  gültig  anerkannten  Satze,  nur  einem  einzigen 
Subjecte  eigen  sein ;  folglich  muss  das  Snbject  8  miit  S'  einerleL 
ganz  das  nemliche  Eine  sein;  mithin  kommt  diesem  Subjecte  S 
auch  das  Merkmal  a  und  daher,  gemäss  dem  zweiten  Satze,  auch 
die  weiteren  Merkmale  c,  <{....  zu. 

Beispiel  1.    Die  Planimetrie  erweist  folgenden  Satz: 

„Jede  Gerade,  die  in  einem  Dreiecke  zu  einer  Seite  parallel 
geführt  wird,  zerschneidet  die  beiden  anderen  Seiten  proportional'^ 
(d.  i.  so ,  dass  die  von  einer  gemeinsamen  Spitze  aus  auf  ihnen 
abgeschnittenen  Stücke  den  übrig  bleibenden  Stücken  und  den  gan- 
sen  Seiten  selbst  direct  proportional  sind). 
Dieser  Satz  umgekehrt  lautet: 

„Eine  Gerade,  die  zwei  Seiten  eines  Dreieckes  proportional 
zerschneidet,  ist  zur  dritten  Seite  parallel"  und  wird  gewöhnlich 
iadirect,  auf  folgende  Weise  aber  auch  direct  erwiesen. 

Jede  begrenzte  Linie  kann  von  einem  angewiesenen  Grenz- 
punkte zum  anderen^  hin  in  einem  ausgegebenen  Verhältnisse  nur 
auf  Eine  Webe,  d.  i.  durch  einen  einzigen  Punkt,  in  zwei  Theile 

SetheUt  werden.    Man  kann  daher  den  Einschnitt  der  Geraden  in 
ie  erate  Seite  entweder  frei,  oder  erst  durch  dieses  Verhältniss  * 
bestanmt  ansehen;   dann  theilt  auch  nur  Ein  Punkt  die  zweite 


Seite  fai  dcmscbcB  VcriiSltslMe,  in  wgkfcga  die  erste  heitili 
getheilt  ist.  Durch  zirei  Pmlrte  ist  nnr  Eine  Gerade  denUtt; 
also  hier  anch  nnr  Eine  Gerade,  welche  die  zwei  Seiton  in  gleidMa 
Verhiltnisse  zerschneidet.  Durch  einen  Punkt  ist  za  einer  Gert- 
den  nur  Eine  parallele  Gerade  möglich ;  also  durch  jete»  Hut- 
longqpunlit  der  ersten  Seite  auch  bloss  Eine  ]iaraUele  Gerade  nr 
dritten  Seite.  Diese  parallele  zcrsclmeidet  aber  die  beiden  anfe 
ren  Seiten  in  gleichem  Verhältoisse.  Mithin  ist  Jene  propordoml 
zerschneidende  Gerade  mit  dieser  parallelen  idenniBch,  d.  b.  sdint 
parallel  zur  dritten  Seite. 

Beispiel  2.  In  jedem  Dreiecke  hat  a)  jeder  Winkel  nur 
Eine  Halbirungslinie,  b)  aus  jeder  Spitze  iSsst  sich  auf  die  ffegen- 
über  stehende  iSeite  nur  Eine  Senkrechte  fallen^  e)  jede  Spitze 
kann  nur  durch  Eine  Gerade  mit  dem  HalbirunjKspunkte  der  Gegcs- 
Seite  verbunden  werden,  und  d)  in  dem  Halbimngspankte  jeder 
Seite  lässt  sich  nur  Eine  €rerade  auf  die  Seite  senkreont  aufstelko. 

Nun  kommt  aber  im  rietcbscbenkligen  Dreiedke  am  Scheitel 
desselben  derjenigen  Geraden,  welche  die  erste  Eigensdiaft  besitzt, 
such  jede  der  drei  übrigen  zu ;  mitbin  sind  in  diesem  besondereo 
Falle  die  angeführten  4  Ei(censchaften  unzertrenalich  mit  einas^ 
verbunden,  jede  einzelne  zieht  die  drei  übrigen  nach  sich.  W- 
nach  ergeben  sich  als  vollkommen  begründet  die  liekannten  4  Site 
von  der  HaJbinftigslinie  des  Winkels  am  Scheitel  im  gleichschcDk- 
ligen  Dreiecke. 

5.  Zuweilen  hilft  man  sich  auch  schon  danut«  dass  man  deo 
zu .  erweisenden  Satz  nicht  im  voraus  vollständig  in .  Zeichen  da^ 
stellt,  die  ihn  erläuternde  geometrische  Figur  nicht  Canz  auszeich- 
net, sondern  erst  im  Beweise  die  nuthigen  Zeichen  ooer  rSumKclm 
Gegenstände  einführt.    So  z.  B.  lässt  sich  der  Satz: 

„die  Mitte  der  Hypotenuse   eines  rechtwinkligen  Dreiecks  Bcgt 
von  den  Spitzen  desselben  gleich  weit  ab'% 

den  Euklid  iodireet  erweist,  direct  erweisen,  wenn  man  denrecbteB 
Winkel  durch  eine  Richtung  so  zertheilt,  dass  .diese  mit  jeder 
Kathete  einen  eben  so  grossen  Winkel  als  die  .Hypotenuse  bildk^ 
Denn  diese  Richtuns  schneidet  in  die  Hypot^ise  ein,  an  jeder 
Kathete  liegen  gleiche  Winkel,  also  in  den  entetandenen  beiden 
Dreiecken  diesen  Winkeln  gegenüber  gleiche  Seiten.  Mitl&in  ist 
jener  Einschnittspunkt  in  die  Hypotenuse  von  allen  drei  SpitieD 
des  Dreiecks  gleich  weit  entfernt,  und  also  auch  die  Mitte  to 
Hypotenuse. 

6.  Andere  Wege,  auf  denen  man  in  besonderen  Falten  die 
Indirecten  Beweise  umgeht,  gestatten  endlich  nicht  wohl  eine  all- 
gemeine Darlegung. 

So  z.  B.  der  Satz : 

^  „  Wenn  zwei  in  einer  Ebene  enthaltene  unendliche  Geraden  von 
einer  dritten  unter  gleichen  Wechselwinkeln  geschnitten  werdeOi 
so  schneiden  sie  sich  nicht 'S 

wird  bewiesen,  indem  man  die  zu  beiden  Seiten  der  Schqeidendei 

gelegenen  Paare  von  Richtunf^en,  was  hier  möglich  ist,  anr  Dtelamg 
ringt  und  nun  statt  des  hier  gewöhnlichen  indirecten  Beweisee 
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dlrect^  wie  folgt ,  schliMat  *)•  Wenn  cwei  Paare  gerader  Lioien 
mit  einander  susammenfalieDd  eedacht  werden  b:CDDeii«  so  müsseii, 
Wmtnk  die  Geraden  des  einen  Paare»  sich  scbneiden,  aucli  die  des 
liiidiereti  Paares  sich  schneiden^  und  wenn  Jene  von  einander 
getrennt  bleiben«  auch  diese  überall  aus  einander  bleiben.  Daher 
diflseen  die  beiden  l>etrachteten  unbegrenzten  Geraden  entweder 
lu  beiden  Seiten  der  Schneidenden  getrennt  bleiben  oder  auf  beiden 
Itoitea  lusatnmentreffen.    Das  Letztere  ist  jedoch  undenlcliar,  weil 

S «I.Gerade  höchstens  Einen  Punkt  gemein  haben  können;  mithin 
t  da«  Ersterej  n&mlich  die  Geraden  treffen  sich  nirgends. 


.     ,         .  IV. 

Deber   die   Vermeidung  der   inductorischen    Beweise 

in  der  Mathematik. 

r.  1....  Die  Inductions- Beweise  werden,  wegen  ihrer  zu  grossen 
WelflSiingkeit«  in  der  Mathematik  nur  als  Notnbehelfe  verwendet» 
irö  andere  präcise  Beweise  mangeln  Denn  vorerst  muss  aus  meb* 
n '  einzelnen ,  an  oder  nach  einander  gereihten  Füllen  das 
■aeinaame  oder  allgemein  Gültige  abstrahirt  und  als  in  einigen 
^ten  Fällen  gültig  nachgewiesen  werden.  Dann  ist  zu  erweisen» 
ilfjns  äoliald  iies  als  wahrscheinlich  hingestellte  Gesetz  bis  zu  einem 
■»wissen  Falle  gültig  ist,  es  auch  noch  bis  zu  dem  nächst  folgen- 
den Falle  gelten  müsse.  Dadurch  erst  erlangt  man  die  Ueberzen- 
gopg,  dass  das  aufgestellte  Gesetz  oder  der  zu  beweisende  Satz 
llTg^eitie  Gültigkeit  besiüst;  und  der  Inductionsbeweis  heisst 
M  ibrt  vervollständigt.  JNicht  bloss ,  dass  dadurch  der  Zug  des 
■fefi^lses  8i6h  sehr  verlängert,  so  erfährt  man  durch  ihn  auch  nur, 
irt^b  jeder  folcfende  Fall  mit  dem  nächst  früheren  zusammenhängt, 
Mltoeswegs  aber  gewinnt  man  eine  helle  Einsicht  in  den  nothwen- 
dteen  Zusammenhang  des  zu  erweisenden  Satzes  mit  seinen  Beweis* 
granden;  die  Kraft  des  Beweises,  der  nervus  probandi,  wird 
ftMchsam  verdunkelt  oder  versteckt  gehalten. 

3.  Wo  daher  der  inductorische  Beweis  sich  vermeiden  lässt, 
da  soUte  man  ihn  immer  durch  einen  auf  sein  Ziel  gerade  losge- 
bMden  directen  Beweis  ersetzen. 

Beispiel  1.  So  wurde  sonst  der  binomische  Lehrsatz  Inder 
iftlgebra  fBr  ganze  absolute  Exponenten  inductorisch  erwiesen,  wie 
er  selbst  durch  Induction  entdeckt  worden  war.  Allein  wie  voll" 
ständig  und  richtig  der  Beweis  auch  hingestellt  werden  mag,  so 

Sewährt  er  doch  dem  denkenden  Geiste  keine  deutliche  und  leben- 
ige Ueberzeugiing ,  weil  man  nicht  den  nothwendigen  Zusammen- 
hang des  Bildungsgesetzes  der  Coefficienten  der  einzelnen  Glieder 
mtt  dem  Bau  der  Potenzen  einsieht.  Heut  zu  Tage,  wo  die  Com« 
blnationslehre  auf  den  hinreichenden  Grad  ausgebildet  ist,  wird 
lefier  inductorische  Beweis  durch  den  directen  combinatorischen 
als  den  überzeugendsten  ersetzt. 

*)  Yergl.  De  Velor  «lömenU  de  r^m^trle.  8  Mit  Gen^ve  1890, 
fing.  M.  nnm.  89.  Ohm.  Bl  ebene  RanmgröMenlehre.  S  Aufl.  Ber- 
Um.  la».   S.  111.    8.  tt« 
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Beispiel  !i.    EImd  so  kaon  der  Satx: 

„Das  Product  mehrerer  Zahlen  gibt  durch  jede  Zahl  getheih 
deoselben  Rest,  wie  das  Product  der  Reste  aer  Factoreu  uA 
dem  neoilicheD  Theiler*' 

iuductorisch  erviieseD  werden,   befriedigender  aller  direet  auf  fol* 
gende  Weise. 

Geben  die  Factoren  des  Productes  durch  den  Theiler  t  ^thellk 
die  Quoti  a,  b,  C9.,..m  und  die  Reste  a,  ß,  y,,.,,ii,  so  sud  die 
nach  einander  folgenden  Factoren  at+a,  bt+ß,  ct+Y,..».mi-i'ik, 
daher  das  Product  selbst 

(at+a)  (bt+ß)  (ct+y)....{mt+(i). 

Denlct  man  sich  nun  die  Multiplication  ausgefiShrt  und  das 
Endresultat  nicht  reducirt,  so  liefert  in  jedes  Theilprodnct  dieses 
nicht  reducirten  Endproductes  jeder  der  zweigliedrigen  Factoren 
ein  Glied 9  sein  erstes  oder  sein  zweites;  daher  muss  es  ein ,  und 
zwar  nur  ein  einziges,  Theilproduct  gelien,  welches  bloss  die-  xwci- 
ten  Glieder  der  Factoren,  also  gar  kein  erstes  Glied  eines  Factors, 
in  sich  yereint  und  daher  =  aßy.,.ii  ist  Jedes  der  übriges 
Theilproducte  aber  muss  wenigstens  aus  Einem  Factor  das  erste 
Glied  in  sich  aufnehmen,  folglich  sowie  dieses  erste  Glied  seiM 
durch  den  Theiler  t  theilbar  sein;  mithin  nimmt  es  auf  den  Rcet 
des  ganzen  Productes  gar  keinen  Einfluss,  sondern  bloss  jenes  ria 
zige  Theilproduct  aßym»,.(i,  nemiich  das  Product  der  Reite 
der  einzelnen  Factoren. 

3.    Die  neuere  h5here  Analysis  nimmt  es  mit  der  Indncfies 

fewOhnlich  nicht  sehr  genau  und  dies  nicht  ganz  ohne  Reckt 
lehr  oft  ersieht  man  n&nlich  an  den  Gliedern  einer  Reihe,  «b 
mehreren  nach  einander  folgenden  Ausdrflcken  oder  Gleichungob 
welche  aus  einer  Untersuchung  nach  und  nach  sich  entwickeh, 
ein  bestimmtes  Bildungs^esetz  so  deutlich  ausgesprochen ,  dass  es 
fiir  nutzlose  Weitläufigkeit  gehalten  wSrde,  wenn  man  die  vollkoB- 
mene  Gültigkeit  dieses  Gesetzes  erst  noch  umständlich  nachweiset 
wollte,  da  man  doch  den  Crang  der  successiven  Entwickelong 
leicht  überschaut  und  an  der  Richtigkeit  der  ohne  Mühe  binxa- 
stellenden  alleemeinen  Formen  solcher  Ausdrücke  oder  Gleichunsen 
auch  nicht  den  mindesten  Anstand  findet.  Belege  hiezu  gebeo 
z.^  B.  die  Reihenentwickeiungen  der  Exponentiellen ,  Logarithmes, 
Sinus,  Cosinus  u*  dgl.  mittels  der  Methode  der  urdbestimmte» 
CoeiBcienten. 


V. 

Ueber  die  Umgehung  der  logischen  Divisionen  und 
Distinctionen  in  mathematischen  Beweisen. 

Die  logische  Division  fordert  die  vollständige  Aufzählung  aller 
einem  höheren  Begriffe  untergeordneten  und  einander  selbst  neige- 
ordneten  Begriffe.  Von  ihr  wird  in  der  Mathematik  häufig  Gebrauch 
gemacht,  wenn  die  Gültigkeit  eines  Theorems  für  alle  verschiede- 
nen möglichen  Fälle  erwiesen  werden  soll.  Es  lässt  sich  jedoch 
nicht  verkennen,  dass  dadurch  der  Beweis  weitläufig  und mühsuner 
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ni  flbersehen  ausföllt.  Darum  bleibt  es  yortheilhaft^  dergleichen 
SiDtheiluDgeo  und  Uiiterscheiduugen  überall »  wo  es  ohne  Beein- 
Tächtiffung  der  Strenge  und  Aligeraeinheit  des  Beweises  gesqhehen 
EMiii «  bei  Seite  zu  lassen.  Wie  dies  in  einzelnen  Fällen  zu  leisten 
lei»  soll  hier  gezeigt  werden. 

Beispiel  1.  Ein  in  der  Mathematik ,  besonders  in  der  Geo- 
metrie, oft  Yorkomniender  Fall  Ist  der,  wo  die  Gleichheit  zweier 
BrOsscn  A  und  B  indirect  zu  erweisen  ist  Hier  schliesst  man 
lewOhnlich  also:  ,, Konnte  A  nicht  =  B  sein,  so  miisste  eutwe- 
ier  A^B  oder  A<^B  sein.''  Und  dann  zeigt  man,  dass  weder 
ienes  noch  dieses  bestehen  kann.  Allein  immer  lässt  sich  der 
Nachsatz  hier  so  wenden :  „  WSren  die  Grössen  A  und  B  ungleich, 
so  mflsste  eine  aus  ihnen  die  grossere  sein ;  sei  diese  die  A,  näm- 
lich A^B."  Hat  man  dann  nur  dieses  Eine,  dass  die  zwei  Gr5s- 
MD '  nicht  ungleich  sein  kOnnen ,  erwiesen ,  so  müssen  sie  noth- 
VFendig  einander  gleich  sein. 

Beispiel  2.    Der  planimetrische  Satz: 

MPantllologramme    von    gleichen    Grundlinien     und    Hohen 
dni  |{leich '' 

wird  von  Euklid  erwiesen ,  indem  er  die  Parallelogramme  auf  einer- 
lei Grundlinie  zwischen  dieselben  zwei  parallelen  Geraden  stellt 
and  dabei  die  hier  möglichen  drei  Fälle  unterscheidet,  je  nachdem 
«In  Grenzpunkt  der  zur  Grundlinie  parallelen  Seite  entweder 
B wischen  die  Grenzpunkte  oder  auf  einen  Grenzpunkt  oder  end- 
Udi  ausserhalb  beider  Grenzpunkte  der  analogen  Seite  im  andern 
Parallelogramm  zu  liegen  kömmt.  Man  bedarf  ledoch  dieser  Unter- 
■islieldung  gar  nicht,  wenn  man  die  Parallelogramme  nicht  als 
Skunmen,  sondern  als  Unterschiede  congruenter  Trapeze  und  Drei- 
ecke darstellt  *),  indem  man  bloss  die  beiden  Dreiecke,  deren  Con* 
sraenz  man  jedesmal  erweisen  muss,  von  dem  entstandenen  ganzen 
Trapeze  abzieht,  wornach  theils  das  eine,  theils  das  andere 
P^Tällelogramm  übrig  bleibt.  Aehnlich  verfiihrt  man  auch,  wenn 
man  erweisen  will,  dass  l^arallelepipede  von  gleichen  Grundebenen 
und  Höhen  gleich  sind  **). 

*)  Vergl.  LeslioT.  Geometricnl  Analysis,  Vcga  Vorles.  über  Maflie- 
tik*    7  Aufl.,  heraiisgej^übcn  von  Matzka.    Wien  1H35. 
**)  Vcrgl.Xr.  IV.  meine«  Aufsatzes  im  ArdiiT.    Bd.  4.  Heft  4.    S.  362. 
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Oonlometriselie  Aiifl9siiii9  dreier  Cllel- 
chmiireii   Ton  der  Form  ood  +  frur  4*  c0 

VOD 

dem  Herausgeber. 


W^eD  der  dritten  der  drei  aubuluseiiden  Gleicliiiiq^  ist  man 
berechtigt 

Ia:=cosq>eos^, 
2=siii^ 

zu  setzen,  und  hat  dann  bloss  die  beiden  folgenden  Crleichong«» 
aufzulSsen : 

iacos9>  cos  ^ -f  6  sin  9  cos  ^ -|- c  sin  ^= I, 
Ol  Gos^cos^-f  ^1  sin^cos^-f  ^1  ^^=ti* 
Bringt  man  diese  Gleichungen  auf  die  Form 

(  (a  cos  q>  -f  6sin  q>) cos  ^-f  ^sin  ^=1^ 
^    I  (öj  COS9-I-61  sing))  cos  ^-fCi  sin^=fi ; 

und  bestimmt  aus    denselben  sintf;  und  cos^  durch  gewShnlicl 
algebraische  Elimination,  so  erhält  man: 

(aii  —  ioi)  cos  q>  +  (6t  1  —  ife,)  sin  y 

^       (aCi  — caj  cos  <p+(6ci  —  c6i)  sin  9* 

eil  —  tc, 

cos  ![;  =  —  } r- r-77 — .  V   ; • 

^         (aci  —  cci)  cos  q)  +  (öci  —  cöi)  sm  9  ^ 

Weil  nun  sin  rp^  +  cos 'iff^  =  1  ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 

5)  { (aci  —  Cöi)*  —  (all  -— 101)* )  cos  9" 
+  { (6c,  -^cöO*  —  (öii  - 16,)» )  sin 9« 
—  2  j («ii  — löi) (611  —161)  —  (aci  —cüi)  (bci  —  c6i)}8in9C0S9 

=  (cii— fci)". 
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aus  welcher  Gleichung  9  bestimmt  werden  mnss.    Setzt  man  aber 
in  derselben 

cos9*  =  i(l-f  COS29),  sin9)*=:i(l  — cosäg))^  sin9>cos9  =  4sin29); 
so  erhält  ^ie  folgende  Gestalt : 

6)  2  ( (otj  —  la,)  (All  —  ibi)  —  (aci  —  coi)  (bci  —  e6i)} sin  2 q> 

-  { (aci  -  cai)*  -  (bci  --  cb^y  -  (oli  -iaj*  +(6ii  — 16,)»  }cos29 

— •2(c£i— uJi)*. 
Berechnet  man  jetzt  4en  Hülfswinkel  0  mittelst  der  Formel : 

•  > 

.  7)taiig«  = 

2  { (all  — ifli)  (Wi  —  ifti)  —  {aci  —  cai)  (ÄCi  — c^J }         ~' 

so  erhält  man  nach  einigen  leichten  Reductionen  zur  JBerechnung 
von  9  den  folgenden  Ausdruck :  < 

8)  sin  (29-^0)  = 

2  { (ot,  —  ifli)  (6i\  —  t6i ) — (aci  —  coi)  {bci  —  cb^)]  ^^ . 

Nach  einer  sehr  bekannten  arithmetischen  Transformation  erge- 
ben sich  aber  hieraus  zur  Berechnung  von  tp  die  fönenden  Aus- 
drücke. Man  berechne  zuerst  die  Hülfsgrussen  Ay  S,  C  mittelst 
der  Formeln:  v 

{a(ci  +  ti)— gi(<?+t)Hg(gi~ti)~«i(g— t)) 
"~2  { (all  —  lai)  {bii —  t^i)  —  {ac^  —  ca^)  (bci  —  cbi) )  * 

^   j         2{(ati — «ii)(6ii— 161)  —  (aci— o»i)(6ci^— e6i)}' 


^  '  (Cti— ICi)* ... 

,    (aij  —  tai)  (bii  —  ibi)  —  (aci  -^  cai)  (bci  —  c6,) 


dann  hat  man  zur  Berechnung  von  &  und  9  die  folgenden  Ausdrücke: 

(  tange  =  ^  — Ä, 
^"^  j  sin(2g)— 0)  =  (^+.B— C)cosa 

Die  Grösse  iff  findet  man^  nachdem  man  9  gefunden  hat^  mit; 
telst  der  Formeln  4)^  oder  besser  mittelst  der  aus  denselben  flies- 
senden Gleichung: 

11)  tang  ijA=  --  ^r^zzi^  cos  g>  -  -pz:^  sm  9. 
Setzt  man 
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«0  Ist 

-«.  .  aii  —  iai      cos  {g>  —  to) 

^        ®^  eil — ICi  cosw 

> 

Die  Muglichkeit  der  Auflosuog  Mngty  wie  sogleich  ans  den 
Gleichungen  10)  geschlossen  wird^  davon  ab^  dass  der  absolute 
Werth  der  Grosse 

(J+Ä— C)cose 
nicht  grSsser  als  die  Einheit  ist^   eine  Bedingung «    die  wir  daher 


folge  haben  kann,  so  ist  bekanntlich»  wenn  k  eine  beliebige  posi- 
tive oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet ,  entweder 

.oder  < 

2g)— ©=(2ife+l)ji;— ii; 

und  folglich  entweder 


oder 


also  entweder 


odel* 


2gi=:(2Ar+l)»^(tt— «); 


(p=\(u  +  e)  +  kn 


Daher  ist  entweder 

sin9=(— l)*sini(tt+ö),  cosg)=(— l)*cos4(tt+©) 
oder 

r 

sing)=(— 1)*  sin4(»— M+ö),  cos9)=(— l)^cosi(^— «u-f  6). 
Folglich  ist  nach  4)  entweder 

.  (gti— tgi)co85(M+Q)  +  (6ii— t6i)8ini(tg-t-^) 

.     i\*_. ^^'i  —  ^c^ '^ 

cosif;— .(-i;  (ac^^ca^)cosl(n  +  e)  +  (bc^^cb,)smi(u  +  ey 
oder 

^'"'''"'(aci  — ca,)  co8i(n^u+e)+(bci  — c6i)  sinJCw— «+ö)' 


S7S 

^         ^      '  (aC|-Hrai)co8K9r--4(-|-0)4-(6ci--c6i)siDi(99--tr|^ 
Also  kt  entweder 

—  (eil  —  >C|)  COS  K« + 9) 

"*     (aci--cai)  cos|(tf-|-e)4-(6<^i  — c6i)  8ini(»-|-9/ 

y=8in9?co8^ 

^[ (eil— ici)slDK«+^) 

(oei — cai)  cos  1  (ic +9) + (ftc,  — e6,)  ein  i  (tc  -f  ©)* 

_  (oti  —  Uli)  cos  K« + ^)  +  (fa'i  —  ifei)  sin  i  (« + ^) 
(aci — cai)  cosi(v+^)+(^^7~^&i)  sin4(i<+ö) 

:r=co8g)cos'^ 
j_  (rfi  — fcJeosK»— 7iM-f^) 

y  =:  sing)  cos  if; 

^^     (cti— tCi)  sin4(;r— u+e) 

(aCi  —cai)  cos4(«— M+ö)  +(6ci  —  c6i)  sini(9S— tc-f  9)' 

z=sin'^ 

_  (a£i— taQcosK^— «+^)  +  (fa'i'"«fti)g'Pi(^— «+^) 
""(oci  — cai)cos4(»— ti+ö)+(6ci— c6i)sini(»— «+©)' 

Aus  dieser  Betrachtung  geht,  weil  überhaupt 

(cti— tCi)cosg) 

:p=cosocos<ri;=— 7 V"^ rh —      l  \  i      > 

(<w?i  —  cai)  cos  g) + (fici  —  cOi)  sin  g> 

(eil  —  ici)  sin© . 

«  =  Sing)COSlb=:  — 7 r "TTZ L  \   • > 

^  v'       T         (aci— cai)cos9+(0Ci— c6i)sin9 

_   •       _  (oti  — '  fai)  C08  y + (fa'i  —  tfti)  sin  y 

« 
•t,  anzweSdeotig  hervor,  dass  man  zur  Erreichung  vSIUger  Allge- 
irinbeit  bloss 

i(«+ö) 


a  setzen  braucht. 

Wenn  man  ^  mittelst  der  Formei  13)  berechnet»  und  den,  abso- 
it  genommen,  kleinsten  Werth  von  ^  durch  t  bezeichnet»  so  ist» 


»4 

indem  k  wieder  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze.  ZaU 
bezeichnot  ^ 

•  ■  "1 

15)  •^=t)+ife», 
und  folglich 

8int^=:(— l)^sint;5  C08tf;=( — 1)*C08», 

woran/»  man  sieht«  das«  die«  geraden  und  ungeraden  Werflien  von 
k  entsprechenden  Werthe  von  sin  'fb  und  von  cos  t^  immer  ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  haben^  Ob  man  nun  ß!r  k  eine  gerade 
oder  ungerade«  fibrigens  an  sich  willkfihrliche«  ganze  Zahl  setzen 
muss«  ist  nach  den  Vorzeichen  zu  beurtheiien,  welche  mi  ^  ud 
cos  '^  in  Firfge  der  FMnetD  4)  baheii  müräeo. 


S7S 


I 


•      1 

Heber  die  CU^nauigrkett  der 
>  Kelten -niessimgren. 

,  •  •  • 

(Dritter  Nachtrag  zur  Ausgleichungsrechnuiig  *). 

Von  dem 
Herrn  Professor  Dr.   G  e  r  I  i  n  g  ,  zu  Marburg. 


In  meiner  Aasgleicliungs-Rechnun^  (S.  44)  habe  ich 
darauf  aufmerksam  gemacht ,  dass  wir  noch  im  Dunkeln  darüber 
seien  9  wie  der  mittlere  Fehler  der  Kettenmessungen  mit  der 
Länge  der  gebrauchten  Kette  und  der  Länge  der  gemessenen 
Linie  zusammenhänge;  und  dass  also  hier  verdienstnche  Unter- 
suchungen noch  anzustellen  blieben. 

Diesem  Geschäft  hat  sich  Hei*r  W.  Handschuh  aus  Fulda 
nun  unterzogen >  welcher^  nachdem  er  bereits  längere  Zeit  als 
Kataster -Geometer  gearbeitet,  jetzt  hier  studirt.  Derselbe  über- 
brachte mir  nämlich  oei  seiner  Herkunft  eine  Reihe  von  200  Mes- 
sungen, welche  er,  veranlasst  durch  jene  Bemerkung,  im  vorigen 
Herbst  im  Fuldäischen  angestellt  hatte,  und  deren  Ergebnis«  ich 
den  Praktikern  im  Folgenden  mittheiie. 

Hr.  Handschuh  hatte  in  einem  nach  dem  Augenmaass  ebenen 
Wiesen-Thal  mit  ziemlich  festem  Untergrund  fünf  Linien  abgesteckt, 

von  20,3;  49,5;  65,0;  79,9  und  100;0  Ruthen, 
und  jede  derselben  zehnmal  mit  derfünfruthigen,  mit  der  dreiruthigen 
und  der  zweiruthigen  Kette  gemessen ,  indem  er  bei  jeder  einzelnen 
Messung  die  letzten  Ueberschüsse  an  einem  Zollstab  ablas,  und 
nach  je  zehn  Messungen  seine  Kette  an  einer  Normal-Ruthe  revi- 
dirte^  sie  auch,  wenn  sich  Abänderungen  zeigten,  sammt  den 
Messungen  berichtigte. 

Zu  diesen  150  Messungen  hatte  er  nun  aber  noch  weitere  50 
hinzugefügt,,  zu  dem  Zweck  eines  entscheidenden  Versuchs  über 
das  Verhältniss  der  Genauigkeit  in  den  Ketteq-Messungen  und  den 
Maass-Stab-Messungen.  Jede  der  obigen  Linien  wurde  nämlich  auch 


*)  Die  li^en  ersten  siehe  Theil  VI.    Uelt  2.    $.  Ul. 
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isebDiual  mit  zwei  Kuthra-StSben  durchgemcfiseD ,  m  diM  igt  tin 
auf  dem  horizontalen  Boden  angedrilcfi  gehalteD  mid  der  suim 
danD  vorsichtig  daran  i^stosseii  n-nrde. 

Ich  lasse  onn  zuerst  die  Original -ßeob.ichtungeD  hier  folgen: 

Original  -  Beobachtnng'en. 


EratD 

Zweite 

Dritte 

Vierte 

Fäntie 

Linie. 

Linie. 

Linie. 

Linie. 

Linie. 

20,324 

49.506 

61,934 

79,910 

100,000 

20,322 

49,517 

64,985 

79,880 

99,991 

20,353 

49,500 

64,956 

79,912 

100,030 

20,327 

49.512 

65,000 

79,891 

lao,«» 

20,330 

49,468 

65,a34 

79Ä5 

100,030 

Kett«. 

20,330 

49,4(« 

65,000 

79,850 

100,0» 

20,342 

49,4^ 

64,970 

79,841 

100,010 

20,331 

49,477 

64.955 

79,850 

imm 

20,346 

49,450 

64,925 

79,885 

100,030 

20,334 

49,440 

64,930 

79.851 

100,000 

20,3*0 

49,467 

64,900 

79,860 

100,065 

20,340 

49,490 

61,920 

79,850 

100,115 

20,340 

49,480 

64,900 

79,860 

100,060 

20,JiO 

49,510 

61,910 

79373 

100.085 

Dreiruthige 

20,345 

49,490 

64,960 

79,860 

99,965 

KeH«. 

20,315 

19,500 

64,900 

79,850 

100,065 

20,330 

49,530 

64390 

79,875 

mm 

20J20 

19,535 

61,920 

79,860 

100,120 

20,335 

49,550 

64,960 

79Ä5 

100,03! 

20,320 

49,490 

64,960 

79.850 

99,960 

20,355 

49,490 

61,880 

79,885 

100,000 

20,330 

49,470 

64,920 

79,885 

100,001 

20,320 

49,140 

64,860 

79,900 

100,001 

20,350 

49,445 

64,875 

79375 

99,996 

Zw.i™tbig, 

20,320 

49,460 

61,880 

79.915 

100,020 

Kette. 

20,330 

49,153 

64,870 

79380 

99,990 

20,310 

49,435 

64,910 

79.862 

100,005 

20,335 

49,443 

61,905 

,  79356 

99,995 

20,330 

49,465 

61,890 

79350 

99,991 

20,330 

49,4S5 

61,880 

79365 

VM/m 

20,360 

49,541 

65,000 

80,000 

100,180 

20,360 

49,510 

6136 

80,012 

100,11« 

20.360 

49.541 

64,990 

80.013 

100,180 

20,355 

49.513 

64.989 

80,012 

100,M 

Mau»ü-f4tube. 

20,357 

49,»12 

64,996 

80,006 

100,176 

2»» 

49,513 

61,990 

80,003 

100,160 

20.356 

49,512 

61,991 

80,006 

100,1« 

20.355 

49.M9 

65,000 

80,003 

lllo)l60 

20.35t) 

49,il3 

61,993 

80.004 

20J60 

49,543 

SWS? 

aw)06 

100,165 
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Wir  haben  nnn  diese  Messungen  gemeinschaftlidi  in  Rech- 
nung genommen  auf  folgende  Weise. 

Zuerst  nahmen  wir  die  arithmetischen  Mittel  aus  Je  zehn  Meis- 
sungen  und  fanden: 

ffinfruthige  Kette  20,3339  49,4780  64,9689  79,8768  100,0161 
dreiruthige      „      20,3345  49,5042  64,9220  79,8593  (100,0472) 
Bweiruthige    „      20,3340  49,4586  64,8870  79,8743  100,0002 

Maass- Stäbe  20,3572  49,5430  64,9932  80,0065  100,1694. 

Hiezu  ist  zweierlei  zu  bemerken,  a)  Die  Messungen  der  fünften 
Liinie  mit  der  dreiruthigen  Kette  wurden  „nach  dem  Erfolg  ausge- 
schlossen ^%  weil  sich  fiir  die  Abweichung  der.  protocoIlarisc]lie 
Grund  fand,  dass  ein  einj^etretenes  Regenwetter  den  Boden  er- 
weichte und  die  Genauigkeit  beeinträchtigte.  Oben  ist  deshalb  das 
betreffende  Mittel  in  Parenthesen  eingeschlossen,  b)  Die  Mittel  aus 
den  Maass-Stab-Messungen  zeigen  sich  sämmtlich  etwas  grösser  als 
die  aus  den  Ketten -Messungen.  Diese  Erscheinung  emärt  sich 
wahrscheinlich  aus  dem  kleinen  Unterschied  der  hier  gebrauchten 
Maass-Stäbe  von  demNprmal-Stab,  worauf  die  Ketten  regulirt  waren> 
oder  auch  daraus,  dass  die  Ketten  bei  der  Regulining  nicht  ganz 
dieselbe  Spannunff  hatten,  welche  die  Kettenzieher  ihnen  nachher 
im  Felde  gewohnneitsmässig  sahen.  Sie  ist  aber  tär  den  Zweck 
der  Vergleichung  der  Genauigkeit  offenbar  ganz  unschädlich ,  indem 
es  hiebei  nicht  auf  das  absolute  Maass  ankommt 

Die  gewonnenen  Mittel  benutzten  wir  nun  zur  Berechnung  des 
mittleren  Fehlers  (m  nach  §.  16^  und  §.  20.)  für  die  einzelne  Messung 
in  der  einzelnen  Linie,  und  fanden 

fSnfruthige  Kette  0,0100  0,0286  0,0357  0,0260  0,0188 
dreiruthige      „     0,0136  0,0265  0,0276  0,0083 
zweiruthige     „     0,0115  0,0189  0,0190  0,0211  0,0085 

Maass-Stäbe  0,0026  0,0024  0,0046  0,0044  0,0088. 

Hieraus  scheinen  nun  drei  Thatsachen  hervorzugehen,  die 
i^'ir,  bis  weitere  Beobachtungen  darüber  etwa  anders  bestimmen, 
für  entschieden  halten  müssen.    Nämlich: 

1)  Es  ist  irrig,  wenn  man  glaubt,  der  mittlere  Fehler  sei  un- 
abhängig von  der  Länge  der  Kette.  Im  Ge^entheil  ^  zeigt 
sich  hier,  dass  die  Genauigkeit  im  Allgemeinen  abnimmt, 
wenn  man  mit  einer  längern  Kette  misst  . 

2)  Es  ist  irrig,  wenn  man  den  mittleren  Fehler  der  Länge  der 
gemessenen  Linie  proportional  setzt.  Im  Gegentheil  zeigt 
sich  hier,  dass  er  m  längeren  Linien  geringer  sein  kann  als 
in  kürzeren. 

3)  Es  ist  auch  irrig,  wenn  man  glaubt,  die  Ketten-Messung  sei 
im  Allgemeinen  des  Maass-Stab -Messung  beim  Auflegen  auf 
den  Boden  vorzuziehen.  Im  Gegentheil  zeigt  sich,  dass  ein 
in  beiderlei  Messungen  gleich  geübter  G«ometer  mit  dem 
Maass-Stab  auch  bei  unmittelbarem  Aufl^en  auf  den  Boden 
bedeutend  genauer  misst  als  mit  der  Kette. 

Um  die  Verschiedenheiten  der  obigen  mittleren  Fehler  besser 
zu  übersehen  verzeichneten  wir  nun  4  Curven,   bei  welchen  die 
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gemessenen  Längen  der  Linien  als  Abseissen^  lene  m  als  Oidini- 
ten  aufgetragen  waren.  Hiebei  zeigt  sich  für  die  Maass-Sttb- 
Messungen  ein  langsames ,  beinatne  stetiges  Ansteigen ;  so dan 
man  in  erster  Annäherung  wohl  den  mittleren  Fehler  der  gemeM^ 
nen  Länge  proportional  setzen  darf.  Dagec^en  findet  sich  bei  Atä 
Ketten -Messungen  ein  ziemlich  gleichuirmiges  Ansteigen  mir 
bis  zu  65  Ruthen  gemessener  Länge;  von  da  an  fSüi  die  GarFe 
fiir  die  dreiruthige  Kette  rasch,  die  für  die  fönfruthige  Kette  lai^ 
sam»  die  fi7r  die  zweiruthige  Kette  aber  steigt  noch  ein  wenig,  um 
nachher  auch  namhaft  zu  fallen.  Demnach  sollte  es  beinahe  sdiei- 
neo,  als  sei  der  mittlere  Fehler  von  der  gemessenen  Länge  perio- 
disch abhän^g.  Offenbar  sind  aber  der  Beobachtungen  viel  ra 
wenig,  als  dass  man  berechtigt  wäre,  ein  so  auffallendes  Rttnd" 
tat  dadurch  schon  fär  entschieden  zu  halten,  wenn  gleich  aDdenr» 
seits  es  auch  nicht  geradezu  fflr  absurd  erklärt  f^eraen  diEurC 

Von  dem  Anschliessen  einer  Formel  an  diese  Cmren  inoHten 
wir  abstehen,  indem  sie  dazu  weder  ausgedehnt  noch  regehnisBig 
genug  schienen.  Doch  wurden  uns  zwei  Imstande  bei  dieser  Gde- 

fenheit  klar,  welche,  wenn  sie  frfiher  schon  zur  Sprache  hlttm 
ommen  können,  Herrn  Handschuh  veranlasst  haben  würden,  die 
Messungen  etwas  anders  anzurichten ,  und  deshalb  fiir  -den  mSg- 
Bchen  Fall  einer  Wiederholung  dieser  Arbmt  hier  angefiihrt-'ii 
werden  verdienen.    Nämlich 

a)  Es  würde  gewiss  bequemer  für  die  Bearbeitung  und  vielMcht 
auch  sicherer  für  das  Resultat  gewesen  sein,  wenn  die  Längen 
der  gemessenen  Linien  näher  in  arithmetischer  Progression  gestan- 
den hätten.  Ich  würde  also,  wenn  die  Arbeit  jetzt  erst  zu  machen 
wäre,  vorschlagen,  für  die  fiinfruthige  und  die  zweiruthige  Kette 
die  Linien,  statt  der  obigen  Längen,   möglichst  genau  xa 

20;  40;  60;  80  und  100  Ruthen 

zu  nehmen,  für  die  dreiruthige  Kette  aber  zu 

21;  39;  60;  81  und  99  Ruthen. 

6)  Bei  den  Ketten-Messungen  haben  wir  es  eigentlich  wenige 
stens  mit  zwei  verschiedenen  Fehlem  zu  thun ,  wdche  einzeln  u 
untersuchen  bleiben,  dem  der  vollen  Kettenlänge,  welcher  sich  so 
oft  wiederholt  als  die  Kette  ausgelegt  wird,  und  dem  des  Üeber- 
Schusses  über  die  letzte  Auslegung.  Bezeichnet  man  nun  erstereo 
Fehler  mit  ntr,  letzteren  mit  niic,  die  Anzahl  der  voUen  Auslegun- 
gen mit  a,  den  mittleren  Fehler  der  gemessenen  Längen  mit  m; 
so  gilt  bekanntlich  (siebe  S.  71,  82  und  90)  die  Formel 

Demnach  war  es  nicht  dem  Zwecke  vollständig  entsprechend, 
dass  in  den  verschiedenen  Linien  die  Ueberschüsse  verschieden 
waren.  Hr.  Handschuh  würde  gewiss  aus  diesem  Grunde,  wenn 
er  die  Arbeit  jetzt  erst  zu  machen  hätte,  lieber  solche  Linien 
wählen,  die  entweder  bis  auf  einen  kleinen,  mit  dem  Zollstock  zu 
messenden  Unterschied,  runde  Sunmien  von  Kettenlängen  darstell- 
ten oder  die  doch  alle  einerlei  Ueberschuss  hätten. 

So  wie  die  Sache  jetzt  aber  lag,  probirten  wir  erst,  ob  sich 
die  Hypothese  rechtfertigen  lasse,  dass  das  mu  bei  dictfen  fieob- 
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achtuDgen  als  constante  6r5sse  betrachtet  werden  dürfe  ^  lodein 
wir  die  drei  betreffenden  mt  und  das  m«  aus  den  sämmtlichen  obi- 
een  mi  mittelst  der  vorstehenden  Formel  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  suchten.  Dies  führte  aber  zu  dem  Wider- 
spruch >  dass  mufnu  negativ  ausfiel. 

Wir  begnügten  uns  also  damit  >  das  7ii«=0  zu  setzen^  und  dann 
die  mt  einzeln  su  suchen.    Dies  gab  uns 

für  die  fünfrutUge  Kette  191= ±0,006830 
„     ,,    dreiruthi^e      „  ,y  ±0,004644 

„     „    zweiruthige   .  „  „  ±0,002726. 

Mit  dIelsehWertheiti  befechdefen  wir  ibtin  rücbw&rts  die  m/und 
ettkUtteA  ^tt  dki  oUg^ik  ünnüttelbar  mm  den  aflthmeOiclNMr  Mil^ 
teln  abgJeleiteten  •  / 

für  4ie  fünfnithige  Kette  0,0137  0,0206  0,0246  0,0265  0,0305 
,,     ,,    dreiruthige      „     0,0114  0,0186  0,0213  0,0237 
„     „   zweiruthige     „     0,0086  0,0134  0,0154  0,0170  0,0193. 

Die  Abweichung  zeigt  sich  hier  aber  uneeföhr  noch  eben  so 
gross,  als  wenn  man  aus  den  obigen  m  fSr  jede  Kette,  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Verschiedenheit  der  gemessenen  Längen,  wieder  das 
arithmetische  Mittel  genommen  hiüe.  Man  wird  äso  ausser  den 
^ei  oben  angeführten  Thatsachen  nur  noch  als  gi^nähertes 
Resultat, angeben  kSiinen: 

dass  die  mittleren  Fehler  der  drei  Ketten-Längen  sich  wie 
7;5:3  zu  verhalt^  schönen.         '      ^ 

Bei  Jilessuiigi  einer  und  derselben  Linie  verhält  sich  nun  die 
Anzahl  Aßt  Auslegui^en  wie :  i :  3 :  i«  Durch  Multiplicatton  mit  deq 
Quadratwui^eln  dieser  ZaJfifi^  fönde  man  ako  das  Verhältniss  der 
mittleren  Fehler  der  Messungen  nahe  wie  31:20:^  oder  wie  8 ;  7 : ((• 

Es  mag  sein,  dass  die  Resultate  no'ch  sehr  verschieden  aus- 
fielen «wenn  die, Arbeit  init  Benutzung  dieser  ersten,  durch  Herrn 
Hands^ulis  Vi^rdievst  gewonnenen  Erfahrung  wiederholt  würde, 
jedenfalls  glaubie  ich  di^e  selbst   lübec  den   Pr^kUern  vorerst 

mittheilen  zu  müssen. 

....••.  *        .•    ■  •      ■     ■ 

■>U      .:     .•  :•'«,■.•••  ■.<■.■■ 
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IHsqiilslCioBes  de  eoBsmeBtüs 
MMtfiUi  sradumi  eC-resiitaiB  opdiBiB 

dUnseniiQae. 


Aactore  Friderico  Arndts 


1. 

1d  comiiieDtatione  ea,,  qnae  inscribitnr:  De  Peteatolum  Mfkh 
iB  etc.  (Archiv  der  Mathematik  und  Ph3nBik.  Tom  IL  p.  1^  ar- 
cameDtatiis  siim^  coDgnientiam  1^  gradns  o:^  =  1  aecunauminod*' 
nim,  qoi  est  numeri  primi  imparis  potestas  all^pia  Tel  ejus  di^liDBy 
tot  admittere  radices  ^ersas,  qaot  mntates  amt  diviaori  comminri 
maximo  Domeromm  t  et  />*""*  (p-^l). 

NuDC  quidem  restat,  nt  diaqnisitioDem  haue  ad  modolos  ezteo- 
dam^  qui  sunt  numeri  2  poteatates.  Primmn  igitur  qoaestlo  acse 
ofert,  qnot  radicea  siDt  congmeotiae  a^  =  1  (mod.  2^^  iibi  ezpo- 
Dentem  n  Dmnero  2  majorem  accipere  proderit 

Perspicmmieaty  radicem  mmienim  imparem  esse  oportere«  qaem 
forma  exniberi  licet  2mA±1,  ita  ut  sit  m  miitato  major  atqoe  k 
Domenis  impar.  Congraentia  antem^  quam  nobis  proposiumiis, 
resoliri  possit  Decne,  ex  forma  pendebit^  quam  potestas  P^  radici» 
Indiiat.  Quam  ut  reperiamus^  nt  primum  t  impar  eri^ue  ex  theo- 
remate  binomiali 


(2~Ä±l)«=2<»•A«±«^•2(«-*)-A^-»+<,.2(^-•)«A^-•±etc. 

onde  manat 

(2«A±l)'=2»»A(2(^»)«»A^-»±<i.2(^-*)«»A«-*+etc.+0±l, 

denotantibus  ti,  t^,  U»  etc.  coefficientes  binomiales^  quos  integros 
esse   coDstat.     Qunm  autem  numerus  uncis  conclusus  sit  impar> 

ßotestas  {2^h±iy  formae  erit  2MA'dbl>    denotante  h'  nomerum 
nparem*  .    . 
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Sit  deinde  t  Dumenis  par  vel  fonnae  ST/»  ubi  /  impar^   qno- 

farto  erit  (2«A+iy={(2-»*4:iy)*^;  atqni  (2»Ä±l)f  es«  for- 
mae  2"A'dbl»  ubi  h'  impai^  ergo  restat  disquiratams  formam  potes» 

tatis  (2>"A' Jtl)*  •  Jam  vero  quadratum  radicis  fonnam  ioduit 
2*»Ä'«i:2«+»  Ä'  +  l  vel  hanc  2~+*A'  (2«-*  Ä'±l) +1,  «bi 
2^— ^  A'dbl  est  impar,  qaoDiam  m— 1>09  ergo  forma  qaadrati  haec 
erit  2^+  ^  A"  -f- 1  deDotante  A"  numerum  imparem.  Simui  modo  qua- 
dratum hujuBce  numeri  i.  e.  potestas  4^  numeri  2'"A' Jtl  ^nt  for* 
mae  2»+^A"'-f  1>  quadratum  huiusce  i.  e.  potestas  S***  numeri 
propositi  2»A'±1  ent  formae  2~t»ä''^+1  etc.,  ita  ut  sint  h'", 
n^^  etc.  numeri  impares. 

Ex  quo  sequitur,    pot^katem  (2"*A  J:iy,    si  t  sit  par  =  ^f, 

foimam  induere  2^  -^  ^  A-f  1>  denotaute  A  numerum  aliquem  imparem. 


2. 

Quodsi  in  congruentia 

a^^l  (mod.  2») 

t  est  numerus  impar,  si  radicem  x  statuas  formae  ^^hjblf  erit 
(1,)  2>"A'±l  =  l9  ergo 5  si  superius  siguum  accipias,  2^A'=0,  si 
vero  inferius,  2^Ä'— 2=0. 

Nunc  licet  radicem  modulo  minorem  accipere  vel  2?^A  j:l<^; 
fsi  igitur  radix  est  formae  prioris  2"*A-f  I9  semper  d^bet  esse 
m<n;  si  vero  radix  f<Nrmae  posterioHs  2^A— 1,  id  certe  contendi 
potest,  numerum  m  exponentem  n  non  superare,  tumque  modo  ei 
aequalem  esse  posse,  quando  A=l. 

Supponamus  primum,  numerum  A  non  evanescere,  quo  facto 
pro  signo  superiore  congruentia  2»A'=0  (mod.  2**)  locum  babere 
nequit,  quia  i}i<n  atque  etiam  A'  non  evanescit. 

Deinde  si  A  evanescit,    radix  erit  I  manifestoque  congruentiae 


numerus  impar. 

Exhis  Omnibus  potest,  congruentiam  unam  solum- 
modo  radicem,  nempe  1,  admittere,  quando  exponens 
#  Sit  impar. 

Si  vero  ^  est  numerus  par  =  2^/,  ubi  /  impar,  sequitur  «c 
$§.  22.  10.  Commentationis  jam  commemoratae,  exDonentem,  ad 
quem  numerus  impar  pertineat  secundum  modulum  2",  numeros  I 
et  2"—*,  ^rgo  etiam  borum  divisorem  communem  maximum  metiri, 

quo  designato  per  2    omnes   numeri   modulo  minores  ad   eumque 

primi  inter  exponentes  1,  2,  2*,  2%  ....2  ,  ad  qnos  pertineant>  dis- 
tributos  fore. 

Ad  exponentem  1  autem  unus  modo  numerus  nertinet  nempe  1, 
ad  exponentem  2  tres  numeri,  qui  sunt  2*-"^ — 1,  a"^^  +  l,  2*— 1, 
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id  CXpOMBtOD 

ffinc  multitado  omhoi 


3    pertinent  totidem  numeri^  si  modo  0>1.    ffinci 
radicom  coDgraeotiae  ar<=:l  (mod.2*)  acqaiparabit 

qnae  valorem  obtinet  Sr'^^,  quam  ob  rem 

CoDgraentia  a^  ::z  1  (mod.  2^),  si  exponens  est  par, 
tot  radices  habet«  quot  unitates  duplum  divisoris  com- 
mtinis  maximi  Dumeroram  t  et  2^~*- 

Casus  denique,  in  quo  mudulus  est  2  vei  4>  breviter  jam  per- 
stringeudus  est.  ^ 

Congraentia  manifesto  2:'=::r:(raod..2)  unam  modo  radiean  ad" 
mittit«  nempe  1,  nee  minus  haec  a^=l  (mod.' 4)  qnandö  t  iapar, 
quando  vero  par,  duas  nempe  1  et  3. 

Exem pl.  1.  Sunt  4  radices  congruenfiae  o;'  =  1  (mod. 3*  =32) 
nempe  1,  16,  17,  31,  quarum  1  ad  exp.  1  pertinet,  tres  reliqni  ad  2. 

E X e m p  1.  2.  Congruentia  x^*=l  (mod.  2^  =:  16)  admittit  8 fa* 
dices,  quae  sunt  1,  3,  5,  7,  11,  13,  9,  15,  qnarumque  1  perfinet 
ad  exponentem  1;    7,  9,  15  ad  2  atque  3,5,  11,  13  ad  4. 


3. 

Quando  coBgmentia  a^=^  A  (mod*  m)«  denotante  il  kiimiefmift 
ad  modulum  primum,  resoiubilis  est,  semper  totidem  ädmitlet  ndl* 
ces,  quot  radices  äimplicior  haec  ^r*  =  1  (mod.  m).  Hojus  eteokv 
radices  sint 

^19    ^2  9     ^3>      ^*9     0^5     ®tC. 

atque  m  radix  quaelibet  congruentiae  prioris,    tum  dicq   primoo 
producta 

tlOWi,     n<o^,  flVMa«  (Wo  ^tc. 
▼el  eomm  residua  minima  radices  fore  congruentiae  ^  St  A. 

Nam  quum  sit  »^  =  J,  atque  ex.  gr.  o>i^=l,  erit  (f9aii)^s^^ 
i.  e.  09 (Ol,  radix  sicque  deinceps. 

Deinde  sunt  omnia  ilia^  producta  incongrua  vei  eömm  residn^ 
minima  inaequaiia;    nam  si  naberetur  in  genere  (i9iOj  =  ioio  «  csse^ 

09  (u;!^'— 09^=0,  ergo  09j|^*-^09   =0,  quoniam  09  ad  modulum  pi' 

mus  est.    8ed  illud  suppositioni  repugnat»  ergo  »»j^  et  »ö  säst 

incongrua. 

Vice  versa,  quando  2  est  radix  congruentiae  propositae,  zali- 
cui  productorum,  quae  modo  dixi,  congnius  fiet.  Quoniam  scilicet 
m  ad  09  ptimus  est,  numerus  exstat  9  taiis,  ut  sit  ioB^zz,  vi 
talis,  ut  sit  (duOy^z^  i.  e*  (toQ)  *=A.  Jam  yero  est  9^=A,  id- 
eoque  erit  0'  =  i.  Qua  re  bic  9  congruentiae  satisfacit  Ji^^l» 
vei  9  del>et  congruus  fieri  aiicui  radicum  »i,  aa^,  m^,  n^,  etc.  El 
quo  m9  vel  z  aiiqui  productorum  o)09i ,  oo»«  etc.  congmiui  fiet 
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..  Uade  eolllgitnr,  productis  Ulis  omnes  omnino  radices  coBgni- 
BttliRe  a^=iÄ  exhiben^  Ita  ut  totidem  hujnssint^  quot  illiiui  ^~1. 

Itaqae   coDgraentia   x^=^Ä   (mod.  2")  unam    solum- 
Duodo  radicem  liabebit,  quando  <  est  namerus  impar; 
vaiido   Tero   par,    tot  radices,    ^iiot  unitates  habet 
Qplum  divisoris   communis  maximi   numerorum  t  et 


1= 


4,- 

Residnum  ordinis  cujusvis  if  intelligimas  nume* 
riai»  qui  potestati  alicui  expoDentis  t  secuodum 
Aj^dnlam  propositum  congruus  fit  Itaque  a  rocatur  resi- 
Inii  or^Dis  t  pro  modulo  m,  quaodd  Dumerus  aiiquis  u  inveniri 
Mtest»  ita  ut  sit  0^=0  (mod.««).  Residua  trium  primonun  ordiniim 
AoDitnr  residua  quadratica,  cubica  et  biquadratica. 

Quodsi  quaerautur  residua  minima  potestatum  exponentis  ty 
quornm  radices  sint  omnes  ad  modulum  primae  eoque  minores, 
fMMStio  se  offert,  omnes  tales  potestates  smt  incongruae  necne? 

Tota  autem  baec  disquisitio  manifeste  in  eo  vertitur,  ut  deter« 
idnetor,  quot  radices  admittat  congmentia  a^^A  (med.  1»),  deno* 
tttte  A  residuum  quodlibet  ordinis  t 

Sit  enim  multitudo  radicum,   «jpias  dixi,  9;    quoniam  ex  bis 
OmB  unum  idemque  gignitur  residuum  A,  patet,  multitndi- 
■km  omnium  residuorum  ordinis  t  ad  modulum  primorum 

••jine  inferior  um  aequiparare  numerum  ^  integrum, 

denotante  g>m  multitudinem  numerorum  ad  modulum  m 
primorum  eoque  minorum. 

- .  Deuotante  iptur  p  numerum  primum  imparem,  multitudo  resi- 
wfmn  quadraticorum  moduli  p  erit  l  (p — 1),  quia  congmentia 
^^A  (mod.  p)  duas  admittit  radices* 

.  Quia  congmentia  a:*^A  (mod.  p)  unam  modo  habet  radicem, 
VüQdo  0  formae  3n-f-3,  tres  irero,  quando  p  formae  est  3it-|-lj 
■dtitudo  residuorum  cubicorum  erit  aut/i— laut^  (jp*— 1),  prouti 
P  est  formae  3n-f  2  vel  Ulius  3n-f  i* 

'  '  Consruentia  x^^A  (mod. p)  habet  duas  radices,  quando p  est 
formae  £t-|-3,  quattuor  vero,  quando  p  formae  An+1,  ergo  multi- 
We  residuorum  biquadraticorum  erit  aut  l  (p— -1)  aut  i  (p  —  i), 
ptmti  p  est  formae  4n-4-3  aut  illius  An  +  l. 

Simili  modo  multitudo  residuorum  ordinis  5  erit  aut  p-^i  aut 

t(p— 1),  prouti  p  formam  induit  5n-f2,  6n-|-3>  Sn-p"^  ftut  hanc 

5. 

.    Manifeste  omne   residuum  biquadraticum  erit  etiam  residuum 
{oadnUicum,   quam  propositionem  conyertere  licet,   quoties  p  est 
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fonnae  4ii-t-3.     Qvod  ita  demoDstro«     Quoniam  omne  non-itä- 
duiim  quadraticum  etiam  dod - residuum    biq|iiadraticiim  est,   po- 
spicaam  erit>   residua  biquadratica  inter  residua  quadrafica  BoAt 
occnrrere  posse.    Honim  multitudo  est  l  (p  —  1),  ex  quo  5  si  ifri- 
dua  noDnulla  auadratica  exstarent,   quae  dod  esseot 'biquadfitici^ 
multitudo  resiauorum  biquadraticorum  ipso  i  (p  —  1)  mSiior  ierat 
Atqui  haec  multitudo  est  i  (p-^i),  quoties  p  fonnae  in +3  (i> 
ergo  omne  residuum  quadraticum  est  biquadraticum  et  vice  viena 
pro  moduio  primo  formae  4n-f-3. 

Clariss.  trauss  (Theoria  residuorum  biquadraticorum  pag.  4  mf^ 
hoc  theorema  ita  demoostrat: 

Si  a  est  residuum  quadraticum  ipsius  p,  statoamiis  a  =  M 
(mod.  p),  ubi  b  vei  residuum  quadraticum  ipsius  p  erit  nl  non- 
residuum;  io  casu  priori  b  =  cc,  nude  a  =h^  c*,  i.  e.  a  erit  resi^ 
duum  biquadraticum  ipsius  p ;  in  casu  posteriori  -«  b  fiet  nsiifaiiifli 
quadraticum,  quoniam  —  1  est  non- residuum  numeri  primi  4ii*f3 
atque  productum  ex  duobus  non-residuis  residuum  est«  fadeidoqiw 
'^  b  ^  cc,  erit  ut  antea  a  =  c*  atque  a  residuum  biquadrafienm 
ipsius  p, 

Porro  si  modulus  est  formae  4n-f1>  exstant  quidom  ^  (p— i) 
residua  quadratica,  sed  4  (p  —  i)  modo  biquadratica,  qua  re  dSm- 
dia  pars  quadraticorum  erunt  residua  biquadratica  >  reliqua  DOih 
residua  biquadratica.  Itaque  omnes  numeri  int^ri  per  modulvm 
primum  p  non  divisibiies  in  tres  classes  sunt  dis&ibuendi,  ita  flt 
in  prima  sint  residua  biquadratica,  in  secunda  non -residua  biqpi- 
dratica,  ipiae  tamen  sunt  ^uadratica,  in  tertia  denique  Bon-remdaa 
bi^piadratica,  quae  sunt  etiam  non -residua  quadrafica*  Et  quid« 
prima  classis  complectitur  i  (0  —  1)  numeros«  seconda  l  (/i— i) 
numeros,  tertia  vero  l  (p  — 1)  numeros. 


0. 

Sed  redeat  oratio,  unde  digressa  est,  qnod  tolam  rem  ex 
ori  fönte  considerare  fn  animo  est. 

Secundum  moduium  2",  ubi  n  >  2,  exstant  S*—^  resi- 
dua ordinis  t,   quando  ^  est  impar,   quando- v^ro  I  ptr^ 

multitudo  residuorum  est     ^  =-  %    ,  designante  d  di?i- 

sorem  communem  maximum  numerorum  t  et  2"~~*« 

In  priori  casu  enim  congruentia  a^  ^  A  (mod.  9")  babet  uniP 

modo  radicem,  in  posteriori  autem  2^  radices  (3). 

Exempli  gratia  sunt  8  residua  ordinis  3  vel  residna  cohica  mo- 

dnli  2'  =  16;    fit  etenim 

Potestas    1'  congrua  residuo  i 

....    3' 11 

....    5* 13 

.7' 7 

.9' 9 

.11» 3 

.13* 5 

.15' 15. 


.    . 


3g5 

Attamen  noo  plures  quam  2  exstant  residua  biquadratica  moduii 

3^=2».    Hie  enim  est  Ä=4,  2*-*=8,  ?^  =  2.     Quae  imidua 

sunt  1  et  17  potestatibus  resp.    1^  et  3^  coogrua. 

Bfnltitudo  iJKitur  rej^duonim  quadraticonim  moduii  2"  est  2"-^*^ 
'  quod  in  §.  40.  De  Potestatum  Periodit^  ex  alio  fönte  petivimus. 

7. 

Postouam  multitudinem  tum  radicum  congruentiae  a^zzA  (mod. 
pff^  2^,  ^),  tum  residuorum  ordinis  cujuscunque  t  detennlDavimus» 
progredimur  ad  locum  multo  difBciiiorem ,  uoi  dijudicaodum  est, 
utrun  Dumerus  aliquis  propositus  residuum  sit  ordinis  cujusvis  t, 
an  noD-residttum,  Et  sane  in  doctrina  residuorum  tres  ponssimum 
res  in  quaestionem  veniunt^  primum  num  numerus  A  sit  residuum 
ordinis  t  an  non-residuum,  deinde  si  illud  locum  habet,  quae  sint  ra- 
dices  congruentiae  ac^  ^  A  (mod.  m),  postremo  muititudo  residuo- 
rum indaganda  erit^  quae  tamen,  uti  m  4.  ostendimus,  ex  multi- 
tudine  radicum  congruentiae  nostrae  faciliime  petitur. 

Jam  ut  ad  rem  veniam,  multitudinem  numerorum  ad  modulum 
p"  vel  2p*  primorum,  ubi  p  numerus  primus  impar,  designem  per 
^m  =/>•""*  (p  —  1)*  atque  per  ^  divisorem  communem  maximum 
numerorum  t  et  fpm»    Tum  aico 

1.  8i  A  sit  residuum  ordinis  t  secundum  modulum 
/?"  vel  2jp*9  semper  congruentiam  locum  habere 

tpm 

2.  Vice  versa,  si  congruentia  .^  ^  ^  1  locum  habet, 
semper  A  erit  residuum  ordinis  t 

Quas  propositiones  ita  demonströ.  Quod  attinet  ad  primam, 
numerus  aliquis  a  poterit  inveniri  ejusmodi ,    ut  habeatur  t^^iA, 

ex  quo  sequitur  (o^)  ^  =21  ^  vel  a^  Est  vero  -j  numerus 

o 
t 

integer,  unde  -j.g>m  multiplum  ipsius  q>m,    ideoque  a^         =l,vel 

Secundo  loco  quicunque  numerus  ad  m  primus,    qui  est  resi- 

duum  ordinis  t,  congruentiae  x  ^  =1  satisfaciet  (ex  prima  parte) ; 
quam  ob  rem  restat  modo  ad  demonstrandum,  non- residua  ordinis 
t  congruentiae  illi  satisfacere   non  posse.      »Sed  hoc  inde  darum, 

quod  muititudo  residuorum  est  ^p- ;  totidem  autem  sunt  radices  con- 

ym 
gruentiae  ;r  ^  =1  (mod.m=p",  2p"  )>  quia  divisor  communis  maxi- 

mus  numerorum  -^   et  (pm  est  -^.      Quodsi  nonnulla  etiam  non- 
Theil  VI.  25 
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residua  ra4ices  essent  congraentiae  x  ^  =  1 «  quia  jam^^  radic« 

eaeque  residaa  exstant,  coDgnientia^  quam' dm>  plures   quam -j 
radices  haberet^  q.  f.  n. 

Ergo  numerus  quicunque  A  talis,  ut  sit  A^=.l,  in  residnu 
ordinis  t  occurere  debet. 


8. 

Hoc  theorema   rationem   snppeditat   inyeniendi^  Dam  —  1  sit 
•  residuum  ordiuis  t  an  non-residuum  moduli  p"  vel  2|>".     Sei  «im- 
plicitatis  gratia  modulum  esse  primum  imparem  /i  supponamus« 

Erit  enim  —  1  residuum  ordinis  t  aut  non-residuuni» 

prouti      4  -  est  numerus  par    aut  impar^    designante  8 

divisorem  communem  maximum  numerorum  i  et  p— '1. 

Quando  igitur  S   est  numerus  impar^   ideoque*^-T- 

par^  semper  —  1  erit  residuum  ordinis  t  moduli  primip. 

Quodsi  exponens  t  est  impar>  etiam  ä  itnpar  esse  debet»  ex 
quo  sequitur  theorema  generale:  '      '  , 

Numerus  •*-!  semper  residuum  est  ordinis  cujns- 
vis  imparis  moduii  primi  imparisp;  itaque  —  1  erit 
semj)er  residuum  cubicum^  residuum  qulnti,  septinri, 
noni  ordinis  etc. 

Pro  exponente  t  =  A  erit  8  aut  2  aut  i,  proüti  modulus  p 
formam  induit  An  -^-  3  aut  formam  An  •\-  i.    In  priori  casu  ^-j- 

est  impar,  in  posteriori  autem  simui  cum  n  par  et  impar.  Quodsi 
n  est  par,  moaulus  formam  habebit  8m  4- 1,  formam  vero  8m  -f  5, 
quando  n  impar.    Unde  manat  propositio: 

—  1  est  noD-residuum  biquadraticum  moduii  primi 
formae  An  +  S  vei  formarum  8n-|-3,  8n-{-7,  atque  etiam 
moduii  6n-\-5  non-residuum  biuuadraticum  est  — 1; 
moduii  autem  Sn  +  i  semper  residuum  biquadraticum 
erit. 


Aliam  hujus  propositionis  demonstrationem>  quae  theoria  resi- 
duorum  potestatum  nititur,  cf.  Gauss  Theoria  residuorum 
biquadraticorum.  Gottingae.  JIDCCCXXVIII.  pag.  10.  sqq. 

Postremo  pro  ^=6  erit  ö  aut  2  aut  6  pi:outi  p  est  formae  6ft-|-5 
aut  formae  Gn  +  i;    in  priori  casu  est  ^  ^  ■  par  aut   impar   simul 

cum  n,  in  posteriori  casu  idem  valet;  ergo  pro  |u;=6ra-f-5  erit 
—  1  residuum  aut  non-residuum sexti  ordinis.  prouti  i  (p  —  5j  par 
aut  impar ;  at  pro  ^  =  6w  + 1  erit  —  1  residuum  aut  non-residuum 
sexti  ordinis,  prouti  J  (p-r-I)  ^ar  aut  impar. 
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Unde -T'l  est  reciidaam  sexti  ojdiDis  noduli  cajas- 
vis  formae  12i-|-l^  i2l-|-5;  non-residaun  rero  modali 
forma  pfaediti  121-|-7;  i2l+ii. 


9. 

1.  'Quicnaaue  namerus  impar  resldvom  est  ordinis 
impariflf  moduii  2*. 


Ezstant  eoim  (^)  2*—^  remdaa  ordinis  inparis  I,  totideiiMfiis 
numeri  ad  moduium  primi  eoqae  Inferiores. 

2.  Quando  vero  t  est  par  atque  6  divisor  eomroiuiis  maximus 

2»—  * 

Dnmeromm  i  et  2||— *,  semper  coqgmeiitia  locüm  habebit  A     ^ 
=  1  (mod.  2"),  si  modo  A  est  residaum  ordinis  t  moduii  2". 

Reperitnr  etenfan  niimems  a  talis,    ut  babeatiir  €f^:A,    etuo 

2"—»  t  2«— • 

talis«  ut  sit  .(«*)     ^     ==«^  =^1    ^    .   Jam  vero  ^  est    inte- 

2«^« 

ger  ätqne  «r       =1  (De  Potest  Period«  §.  22.),  ideoque^    *    ~  *• 

2»-« 

3.  Sl  numerus  A  congruentiae  x    ^    Eil  nonsatisfacit,  ^  no> 
potest  esse  residuum  ordinis  t  moduii  2". 

Exstare  amtem  possnnt  non-residua  meduli  2".  u uae 

tarnen  congruentiae  or  ^  —Isatisfaciunt,  ita  ut  pro- 
positionei^  in  2.  convertere  non  liceat. 

Nam  qumnmultidttdo  residuprum  ordinis  £  moduii  2"  sit       jr(&) 

oronesque  congruentiae  x  ^  =1  satisfaciant,  radicum  autem  mnl- 
titudo  sit  2,     k    ==  ■    »     (3.)  i.  e.  alterum  tantum  multitudinis  re- 

siduorum ,  manifesto  etiam  — j —  non  -  residua  erunt  radices  congru- 

entiae  nostrae.    Muititudo  omnium  non-residuorum  est  2"— ^ y 

▼el     ^  '  (2d — 1),  quomm    -^     congruentiae  satisfäciunt^    ergo  ex- 

2» — *  2» — *         2*'^^ 

stant       4    .(2tf — 1) g—  vel  .^  '  (^ — t)   non-residua  ordinis  f 

2»-« 

pro  modnlo  2",  quae  non  sunt  radices  congruentiae  x  °  E=l(mo* 
duius  2").  Hoc  In  causa  est^  cur  omnes  nunieros  integres  Inipares 
modulo  2"  Inferiores  In  tres  classes  distribuamy  quarum  prima  com- 
plectitur  residua  P^  ordinis  omnia>  secunda  non-residua  P^  ordinis 

moduii  2f,  (][uae  tanken  congruentiae  o?  .^  ezI  satisfadant,  tertia 
deniqpie  contmet  numeros^    qui  sunt  non-residua,  atque  etiam  cdih 

25* 
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^raeiitiae ,  quam  dixi  y  non  satisfaciant    Maltitado  nmiieroiiim  pn- 
inae  classis  est  j .  2"  ^' ,  multitndo  numeronuii  secondae  daarii  dt 

-j.^'-^y     multitudo     denique     Dumeromm     tertiae     classia    eit 

MuDC  quidem  quaeritury  ad  quam  classem  anmenis  propositnt 
impar  secuDdum  moduhim  2"  (n>2)  referendos  ait?  Facile  antes 
quaestioDem  haoc  decides,  si  ad  sequentia  aDimum  attendcria. 


10. 

Qaoniam  d  oamemm  2"'~'iiietiri  debet,  perspicunm  est,  ipsiiiii 
d  potestati  alicui  numeri  2  aequalem  fore«  ex  quo  — ^ —  erit  sem- 
per  et  ipse  potestas  numeri  2  aliqua,  dummodo  ne  sit  2*~~*  =  '• 

Quodsi  habetur  d  =  2"~'^  cougruentiae  manifesto  x    ^    =ar 
~=  1  satisfacere  nou  potest  A ,  nisi  est  Az=zi,,  gnumqae  csae  opor- 
teat  I  multiplum  ipsius  2"^*,  erit  pro  quocunque  x  :r^=l  (mod.^'X 
quam  ob  rem  etiam  coogrueutiae  a^  =^  A  satisfieri  ueqoit,  nim  enf 
A  "^^  1. 

Uude  manat  theorema: 

Quicunqve  numerus  impar  modnlo  9"  miDor  nniti* 
tique  inaequalis  semper  aa  tertiam  classem  refereo- 
dus  est,  81  ordinem  I  statuas  multiplum  numeri  2"~'. 

Jam  sit  2»-*  non  =  d  eritque  — ^  potestas  aliqna  numeri  9» 

quam  exbibeamus  per  2^ ,  ubi  6  numerum  n  —  3  snperare  neqoit 
Quodsi  numerus  aiiquis  impar  A  forma  ezhibetir 
2*Ai:l,  ubi  A  impar  atque  X>>t,  congrneBtim  JT^ k    =1 
(mod.  2")  loeum  non  babebit,   quando  estit-f  6<ii. 


«■-• 


Si  vero  k^S^n,  revera  erit  A  ^  =1.  Namqmnii 
sit  =  2*Ä±l,  erit  (1.)  ^^formae2^+eV-|-l,ubiA'impar,e9M(- 

que  si  congruentia,  quam  dixi,  locum  baberet,  2*+^il'=a  Ataii 
boc  fieri  nequit ,  quum  sit  i&  -|-  6  <  n. 

Deinde  si  esset  J^=/(mod.2»),  ita  ut  /*  unilati  nra  coct 
congruus .^aberetur  2*+^Ä'  +  l=/ vel  2*+^Ä'— (/—!)= 0,id«o- 
<!««  /"— InO^^quia  k^  Syn.    lUud  Tero  abfimdum  et»t,  erg«  le- 

vera  e^  A    '     ==  1. 

Hinc  sequitur  (9.)>  quemvis  numerum  imparen 
formae  2*ÄJtl*  ubi  h  impar  et  ife>l,  ad  classem  tertiam 
referendum  esse,  quando  babeatur  k-^B<^my  quo  facto 
hic  numerus  etiam  non-residuum  ordinis  paris  I  erit 
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Sl  Tero  est  k-^-S^n,  numerus  A  aut  ad  classem 
primam;  aut  ad  secundam  pertiuebit^  prouti  A  est 
residuum  autnon-residuum. 

Sed  mun  A  in  prima  classe  skt  an  in  secnnda ,  facile  deciditur^ 
Bi  A  est  formae  4»t  —  1.  Dico  enim,  quemvis  numerum 
formae  Am — 1  nunauam  residuum  P*  ordinis  fore 
secundum  moduium2<*.fsemperparinteiiigenduSest. 

Redigatur  t  sub  formam  2  f,  nbi  f  impar,    eritque,   si  radix 

congme.ntiae;r^^^  exstet  formae  2^Ai:U  ^*  formae  Sl^^^h'  -^i, 

ita  ut  stt  Ä'  impar.    Hinc  2*+^Ä'  +  l=4m— l,ideoque2*+^- 'A' 

— 2m  +  lEzO  (mod.2»~*),  q.  f.  n.,  quoniam  2*+^-  *Ä'— 2m  +  l 
est  impar.  Unde  manat,  si  numerus  aliquis  A  sit  residuum 
paris  ordinis  secundum' modulum  2"^  semper  —  A  fore  non-residuum. 

Etenim  A  formam.  induere  oportet  Am-\-i,  ergo  —  A  formam 
2"— ^4m  +  l)  vel  hanc  4m ^ — 1,  e±  quo  —  A  errt  non-residuum. 

Exemplum«     Sit  modulus  32=2^^   ei^o  n=n5,  f=6.     Erit 

«=2,  ?^  =  2»,   ei=:2. 

Erit  igitur  solummodo  k-{-S^6,  quando/;=2,  qua  re  ad  ter- 
tiam  classem  pertioent  numeri  formae  4m  ±1,  ubi  m  impar,  L  e. 
numeri  3,  5,  11, 13,  19,  21,  27,  29.  Reliqui  1,  7,  9,  15,  17,  23,  25, 
31  ad  elässes  1  et  2  referendi  sunt,  satisfaciuntque  congruentiae 
:r*=l  (mod.32). 


Jam  vero  in  genere  possumus  determinare,  ad  quam  classem 
numerus  aliquis  A  formae  2*AJ:^  referendus  sit. 

Etenim  si  A-f  ^<n,  numerus  A  semper  ad  tertiam 
classem  pertinet  (10). 

Si  vero  k-^9  ipso  ii  non  est  minor,  om^ies  numeri 
formae  2'^A-f  1  io  prima  sunt  classe,  ii  autem,  qui  for- 
mam indüant  2^^  A-^1  In  secunda  erunt  classe. 

Nam  omnes  numeros  formae  2*  A— 1  ad  classem  secundam  per- 
tinere  ex  10.  patet.  Ataui  maoifesto  totidem  sunt  formae  2^  A+ 1 
quot  hujusce  2*A — 1;  si  Igitor  nonnulli  formae  2*A-|'l  ad  secun- 
dam classem  pertinerent ,  In  secunda  plures  numeri  exstarent,  quam 
in  prima  classe,    quod  fieti  nequit,  quum  (9.)  totidem  sint,  nempe 


i-.2"~-*,  in  ambabus  classibus. 


Unde  manat,  quemvis  numerum  A  ejusmodi,  ut  sit  formae 
2^  A-4-1  simulque  k+Byn  fore  residuum  ordinis  paris  t  moduli  2" 

Quando  A4;^<^9  numerus  propositus  semper  erit  non-residuum; 
quando  A-|-0>n,  etiamtum  numerus  non-residuum  erit,  si  formam 
liabet2»A— 1. 

Licet  manifesto  accipere  A+ö=n  vel  A=n — ö,  quo  facto  A 
potest  esse  numerus  integer  ^uicunque. 

Jam  vero  pst  2^ =2^  ideoque  t2«-0Ä  +  l=4^A-fL  Exquo 

tandem  se^uitur  theoremä  degans,  quod  totam^  residuorum  ordinis 
paris  doctnnam  pro  modulo  2"  exhauriat:* 
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Quivis  numera«  impar  formae  idk-i-i  est  residman 
ordinis  paris  t  modati  2*^»  reliq^ni  vero  nBOneri  sunt  noa- 
residua,  denotante  h  numerum  lotegrum  quemcnnqueet 
i  divisorem  communem  maximam  naiheroruiii  t  et  3"~V 

Quicunque  autem  numerus  impar  residuum  est  ordt- 
Qis  imparis  moduli  2^  (d-)* 

Exempli  ^tia  pro  <=2  erit  d=2;  ergo  quando  potesta» 
aliqua  numeri  2  altior  quam  secunda  pro  modmo  assumitur^  jMnnes 
numeri  impares  formae  SA-f-l  erubt  residuä  quadratica^  ^^^ 
▼ero  non-residua.  Cf.  Comm.  meam  de  Potestatum  Periodlsi  pag.  x9. 

Quod  multitudo  residuorum  ordinis  paris  est  -^-yr-CÖOfproAom- 

nes  numeri  integri  0,  i,  %  'i,  4, . . . .  ponendi  sunt  usqae  ad  — |-^ 
—  1 ;   qua  re  simul  resicloa  reperimus  ipda.    Sunt  enim  haec : 
1,  4d  +  l,  85+1,  125+1,  16Ä+1,  2(M+1cett.  4(2«~»— «)+l. 

Ut  omnia»  quae  ad  hoc  de  residuis  eruimus;  compleetatamr, 
hae  inde  manant  propositiones : 

^  Congruetttia  a^=^A  (mod.  p»,  2p»)  tum  modo  resolvi  potest, 

pn-i(p  — 1) 

quando  Ä  ^         ^  unitati  fit  congnia  exstantque  5  radices  diver- 

sae,    denotante  d  divisorem  communem  maximum  numerorum  t  et 

pn-i  ^p — 1).    Multitudo  residuorum  ordinis  t  est  •••p*"'*  {p — 1). 

Congruentia  a^  "^  A  (mod.  2"),  ubi  «>2,  semper  resolubilis 
est,  quando  t  impar,  exstatque  una  solummodo  radix.  Mnltitödo 
residuorum  est  2"~^  erit^ue  quivis  numerus  impar  residuum.  Si 
vero  f  est  pajr,  congruentia  tum  modo  resolvi. poterit,  qoando  ^  for- 
mam  induit  45A+.lk    Qlultitudo  radicum  erit  2d  räultitadöqiie  resi- 

duorum  ordinis^  aequiparabit  numerum    \^  -. 

Congruentiam  denique  a^  ^  A  (mod.  4  V semper  resolvi  posse^ 
quando  t  impar,  quando  vero  t  par  resolubilem  esse  aut  Dou^rresoln- 
bilem,  proati  A  formae  sit  4iii+ 1  aut  hujusce  4i»--<l  per  se  patebit 

14. 

Denotante  %  numerum. aliquem  impareiq«  si  habetur  %  =  ^h^X.^ 
ubi  A  impar,  atque  z<4($A+l,  manifeste  erit  Ä:<n-*9  vel  k-\-^ 
<9t.    Ex  quo  sequitur  (11.) 

Numerus  quicunque  impar  z  sub  formam  reductus 
2^Adbl  ita  ut  sit  k  impar,  semper  ad  ola&sem  tertiam 
pertinet,  si  habetur  z<45A  +  l. 

Si  vero  non  est2<4dÄ  +  l,  numerus  z  ad  classem 
primam  aut  seciindam  referetidus  est,  prouti  formam 
induit  4dA'+.l  aut  hanc  45A'  — 1,  designante  A'numerum 
quemcunque  integrum. 


in 

ExelDpii  :cnlia  sit  modalns  2*=33,   erao  n^=5,  i=6,  erit 
d=2,  pMTo  1=27=4.7—1,  A=7,  4ÄA  +  1=57,  27<57.    E^o 
27  in  tnrtia  dass«  reperitnr.    At  vero  pro  ;c=17  erit  h=l,  iSh-i-i 
=  9  atqne  z  oon  <4M-I-1.    Erso  17  ad  prioiam  pertinet  classem,  - 
quia  17^4aA'  +  l. 


IS. 


^ 


Si  autem  f  gab  formam  redigitur  2  /^  ita  ut  f  sit  impar,  ma- 
nifestö    divisor    communis    maximos    6  erit  2  pro  n=:o9  2*  pro 

«=4,  2'  pro  n=5,  2*  pro  n=7  etc.,  2^~*  pro  n=A+l  atque 

2^  pro  ?i>Ä+l.    Hinc  erunt  valores  numeri  idh±i  pro 

w=^3 .  2'A±1/ 

n=4 2*A±1, 

n=:5 2*Ä±1, 

n=6 .2«Ä±1 

etc., 
w=;i  +  l ..2^+'ä±1, 


«>i+l 2^+''  Ädbi. 


V 


Sl  accipias  signum  superins,  habebis  mimeros  ad  dassem 
primam  pertinentes ,  ad  secundam  vero,  si  sumas  inferius.  Reliqui 
iiumeri  ad  tertiam  classem  re|eraDtar. 


.  .  16. 

Potest  etiiun  periodus  inveniri ,  quae  omnia  residoa  ordlnis  i 
moduü.jp"  vel  2j»"  complectatur.  Sit  enim  p^  vel  2/?" =m,  g)mf=^"~* 

(p — 1)  atque  g  numerus  aiiquis  ad  exponentem  Sb  pertinens,  de- 
notante  d  divisorem    communem  maximum  numerorum    t  et   fpm» 

Erit  g  residuum  ordiois  t;  atque  etiam  ^*,  g^ »  g*,  •  .  .  ß^f 
qoomm  multitudo  quam  sit  ^  neque  plures  numeri  residua  esse 
possint,  patet,  Ulam  periodum  omnia  residua  involvere. 


V 


Si  doctrinam  residuorum  potestatum  adhibere  velis,  theoremata 
art.  11.  et  14.  facilius  ita  probantur: 


Sit  indoles  numeri  /"  ea,  ut  habeatur  f  S  =l(mod.2«),  quae- 
riturque^  num  /  ad  classem  primam  pertineat  an  ad  classem  secun* 
dam,  1.  e.  num  f  sit  residuum  ordinis  paris  Tan     non  -residuum? 
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I 

I 

Pertioebit  autem  f  ad  exponentem ,  qui  divisor  est  nvmtfi 
Tjr-t  quo  desigDato  per  2'*-9>  erit /"  fonnae  2^ifc±i>  denotante  l 
numerum  imparem  (De  Periodis  Potest.  §.  23.). 

Debet  autem  9  ita  determinari,  ut  sit     tf    Damems  integer  vel 

ita  ut  Sit  -jj.  integer^  quo  de^ignato  per  h  erit  /  formae  MhkiA 
▼el  hujosce  4^A±1 5  denotante  h  numerum  integrum  quencnnque. 


Satisfaciunt  igitur  numeri  formae  ^h\A  congruentiae  x  ^  ^1 
(mod.  2»). 

Formae  autem  4^A — 1  ad  primam  elassem  pertinere  nequeuot 
(10) ;  pertinent  igitur  ad  secundam  elassem.  Formae  autem  4M-f  1 
ad  primam  elassem  pertinent ,  quia  totidem  numeri  exstant  formae 
4M-f-l  quot  hujusee  4dA — 1  atque  multitudo  numerorum  in  am- 
babus  elassibus  eadem  est  (9). 

18- 

Designemus  nune  elasses^  quas  dixi^  per  A^  B,  C,  ita  ut  J 
Sit  prima  9  B  seeunda,  Ctertia  elassis. 

Produetum  mänifesto  ex^  in^  reperitur  in  ^^  quia  {iSh-\-i) 
(4ÄA'  +  1)  denuo  est  formae  ^WA+l. 

Produetum  ex  B  in  B  debet  oceurrere  m  Ä,  qma  (4dA-|-l) 
(4M'-^1)  etiamnune  fonnam  induit  ASh-^-l. 

Produetum  ex  numero  aliquo  elassis  A  in  numerum  elassis  B 
neeessario  invenitur  in  By  quoniam  est  (4dA-fl)  (4JA' — 1)  formae 
Mh~\y  auae  eharaeterem  mdieat  elassis  B, 

Quanoo  C  in  ^  multipüeetur,  habetur  numerus  ex  C,  idem- 
que  valet^  quando  C  \vk  B  multiplieetur. 

Si  vero  C  in  C  multiplieetur^  numerus  inde  ortus  tum  in  Ay  tum 
in  By  tum  in  C  oecurrere  potest;  in  quam  autem  elassem  referen- 
dus  sit^  boc  modo  investigo. 

Primum  observamus,  olnnes  numeros  elassis  C  forma  exhi- 
beri  k'\-iöhy  ita  ut  k  sit  numerus  iinpar  ipso  4^  minor,  qui  nul- 

lum  horum  +1,-1  aequiparat.  lam  epogruentia  a?  =1  (mod.  4J) 
admittlt  2d  radiee^  diversas  (2.),  quarum  hae  solummodo  let — 1 
formae  sunt  4dA4:l.  Eruot  igitur  2o — 2  vel  2(d — ^1)  radiees  formae 
iih-^-ky  ita  ut  A;  ab  1  et — 1  sit  diversus;  quam  ob  rem  hae  qui- 
dem  radiees  ad  elassem  C  pertinebunt.'  Itaque  ad  elassem  C  per- 
tinebunt  etiam  numeri  formae  iöh'\-k^y  numeri  tbrmae  4dA-f-Ä:s>  numeri 
formae  4dA-f-^3>  formae  idh-\-k^  ete.«  designantibus  k^y   k^y  kzj 

St 

k^  ete.  radiees  congruentiae  x  =:1  (mod. 4d)  ab  let — 1  diversas. 

2      kl 
Debet  autem  esse   in  genere  ^h-\-ki  <2»,  vel  A<      ,^  g, 

2" — *•       k^ 
Ä  < -^  — •  ^,  ideoqüe    summus  valor,    quem  h   obtineat,    erit 

2«— ■  ^  2"""* 

~^f-— 1.     Ergo  forma    i^h-^-ki  eompleetitur  -t^-    numeros;    ex 


'  V 


SftS 


qvoy  si  pro  ixponimtax  omwds  radices  coi^i^naeDtiae  j9^^1(inod. 
4Ä),  habeDtiiir^i!^.2(d^l)  =  ^^  (*— 1)  numeil  ad  dassem  C 


pertiDentes. 

Totidem  antem  \u  hac  classe  repieriunto  ne^ne  vero  plures 
(9.);  qua  re  omnes  prodibimt  numeri  classb  C»  si  methodum  se- 
queotem  adhibeas: 

Quaeranturradices  coiigroentiae  or  =l(m6d.  4^  ab  let— «  1 
diversae/qtiarüiii  quafibet  ^signata  per  A:.,  omnes  Dumeroct  exhi- 

beri  oportet  formae  k^+'iöh  modulo  2"  mioores.   Tum  numeri  clas- 

618  C  prodibunt  omnes  >  si  pro  k^    onmes    radices    congruentiae» 

quam  dixi,  ponuntur. 

Sint  igitur  Zy  J  numeri  propositi  classis  C  determinenturque 
herum   residua   minima   secundum  modulum   Äd  ita  ut  sit  z=i^^    - 

(mod.  4d),  J=kf^  (mod.  45)  eritque  zt'^k^k    (mwSL.iS).  Quodsi 

habetur  i^;  A;  =1  (mod.  4^,  productum  zt!  ad  A  pertinet^  ad  B 

vero,  si  kj^  ^ii= — ^9  ®tad  d  quandoi^,  kiA=.fy  denotante /numerum 

ab  let— «1  diversum. 


19 

Su^erest,  nt  radices  congruentiae  o:^^!  (mod.  2«)  inTeniao- 
tur,  ubi  t  est  numerus  par. 

Quaevis  radix  ad  exponentem  perünet,  qui  numetros  t  et  2"--*, 

ergo  etiam  horum  divisorem  communem  maximiim  pr  simul  metia- 
tur.    Pertinebunt  igitur  radices  partim  ad  1,  partim  ad  2 ,  paräm 

ad  2*, . . .  partim  ad  2  . 

lam  vero  omnes  numeri  ad  exponentem  2"'"*  pertinentes  forma 
Gbtitinetitur  2mAJ:1>  denotante  A  numerum  imparem,  qui  väidres 
iuduere  pössit 


I , 


1,  3,  5,7,  ..    2»-«^^l. 


Quum  vero  differentia  numerorum  ^h±_\.  et  2*»(Ä— -2)^:1  sit 
2"^i,  numeri  ad  2"-"*  pertinentes  Ceiciilime  iti^  computantur,  ut  in 
duas  classes  distribuantur,  cujus  in  altera  sint  formae  2"*A-fl>  in 
altera  formae  2"*A — 1;  in  utra^ue  aütem  classe  numerum,  qui  ali- 
quem  proxime  sequitiu,  habebis,  si  ad  eum  2"*-!-^  addideris. 

Classes  igitur  hae  sunt : 

a  — 2«  — 1  \  /     a'=2'»  +  l 

&=:a  +  2«+*      I  .,    \    Ä'  =  a'+2»»+* 

0  =  6  +  2«+^      [  \    c'  =  6'+2^* 


A 


»• 


zu 


Ad  expoDcntmn  ü»-*  ästen  Mnper  ^^rm  nomeii  pertine«!^ 
excepto  casa»  in  quo  exponens  est  2.  Tum  enim  3  numeri  ex- 
stant^  Dempe  2»— '— 1,  2»-*+l,  2" — 1.  Hae  coDsiderafiones 
statim  viam  steiuant  ad  radices  iDveniendas,. 

Qnaeratur  eiMm  diviHor  eommunis   maxiinas   numeromm  t  et 

2"^* ,  qni  sit  2^,deteniiineDtiirqiie  adjmneiito  classhim  A  et  A'  nn- 

meri  ad  exponentes  i,  2,  2*,  2',  . .  2^  pertinentes. 

Exempli  gratia  congruentia  ;r'^=l  (mod.  32.)  habet  8  radiceSi 
quae  ita  iDveniuntur: 

Hie  est  d=2,.  ideoque  .divisores  ipsius  2  soot  1^  2«  4.  Ad 
exponentem  1  pertiDet  1,  ad '2  pertiDeot  2* — 1,  2*+l,  2*— i  fd 
15^  17^  31.    Ad  4  pertinent^  quia  m=3^ 

a=2»— 1=7  </=2»+l  =  9 

6=ö+2*=23    .  6'=a'+2*=:25 

Ergo  radices  sunt  1,  7,  9,  15,  17^  23,  25,  31, 


20. 

Inveni  etiam  aliam  methodum  radices  indagandi,  ex  qua  multa 
alia  attentione  haud  indigna  manabunt. 

Dico  enim,  si  ad  exponentem  t  secuodum  modnlum 
2"  numerus  a  pertineat,  etiam  a^  ad  eundem  exponen- 
tem pertioere,  si  k  Sit  numerus  impar. 

Primura  patet,  potestatem.  (a^)  '  certe  unitati  sec*  mod.  2" 
congruamesse,  qua  re  restatmodo  ad  demoDstrandum,  (a^)  ^  esse 
infimam  ipsius  a*  potestatem  unitati  congruam  vel  potestates 

a*    a**    a»*,  ...  a*^ 


incongruas  esse.    Fac  autem,  ut  habeatur  a^^^  a^  *,    ubi   sunt 

e,  9'  numeri  inter  1  et  <  siti,  eritquea^®""®  ^*=1,  ideoque, 
quum  a  ad  /  pertineat,  (9 — 9')k^0  (mod.  Q.  Atqui  t  ad  k  pri- 
mus  est,  ergo  9 — 0'hzO  (modi  t)  q.  e.  a.  Pertinet  igitur  a*  ad 
exponentem  t.  ' 

Itaque  residua  minima  numerorum 

a,  a%  a*,  a%  . .  o^-S     ^ 

quorum  multitudo  ^t,  ad  exponentem  t  pertinent  omniaque  sunt  in- 
aequalia. 

Quum  jam  (De  Potest.  Period.  §«  24.)  semper  t  numeri  ad  < 
pertineant,  exstabit  unus  certe  numerus  ad  t  pertinens,  qui  nulli 
illorum  Sit  congruus,  quem  vocemus  b.  Unde  ad  t  etiam  pertinent 
residua  inaequalia 

6,  6%  b\  b\  .  .  6^-^ 
quorum  multitudo  letiamnunc  it. 
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Ntübutt  ^eolqae  ipshii  i  potestatem'^alicui  ipBiu#  a  congniani 
fore,  ita  dembns&o.     .  ,  »;  '    v.:. 

/PriMütii  eoüt^nAo,  deliiper  potestatem.  jaliqtiaiii  innperi  a  ex- 
stwrti  eobgmentlae , 


't'"  1 


x'^^a^  (mod.  2») 

satisfacieDtem,  ubi  sunt  q>,  S  a)iqai  ex  bis  1^  3^  5^  7,    .  .  t-^i. 

Eteoim  quia  cd  tanquam  impar  ad  t  prirnus  est,  nameras  fi 
itä  s($mper  yötest  detei^minarl,  ut  habeatur  a>f&  =  6(iDod.  f)  vel 
q>li ^e=0  (mod.  i).     Est   vero  a*  =  l    (moq.  2**),   ergo   etiairf  * 

^9/*-^     =i    (mod.  2«)  vel  a^^=a^  (mod.  2«),  qua  re  pötestas 

V*  hiiic    congnieBtiae   x^  ^a^  satisfacit. 

'    lam  vero  una-  solummodo  radix  ei  satisfacit,    quia  (p  impar; 

ergo  si  ex.  gf .  habreretor  ^^  =  a®  (mod.  2"),  esset  b=af*y   con-  i 
tra  ea  quae  supppsulmus. 

Itaque  duas  classes  nacti  sumus^ 

\(JU)  .....  o,  a^,  a^9  a'.  .  .  a^-* 

(M')  .  .  .^.  6,  6»,  6»,  6\  .  .  6'-*, 

quas  per  M  et  ilf'  designavimüs. 

Ceterum  observandum  est ,  Qumertim  b  ea .  indole  äSectum  u^ 
sit  6-f  a^O  (flioi.  2^),  nulii  postestatum  classls  jlf  coogfuum  tieri. 

Nam  primviii  est  6=— ^a,"  ideoque  6'  =  a^  =1,  <jtila  t  pay. 
Porro  Dulla  inferior  i|lsius  6  vei — a  pötestas  quam  ^  nnitati  fit 
coDgrua.  ' 

Potestate^  enim,  quarum  exponentes  ambo  pares  vel 
ambo  impares  incongruas  esse  ex  suppositione  patet.  Restat 
igitur,    ut    probemus,    congruentiam    locum    habere    dod    posse 

ijV  ^4.-^^  tol-Ä^  +  ä^  =0,  designaote  ^  munerum  parem,    -^ 

vero  imparem.    Est  vero  si  ponatur  a=2^Adb:l9  ubi  k  impar,  a^ 

formae  2HXA'-h'j  ^^^  g)=2Y  atque/*  impar,;  coptraeaaV^  formae 
2&A''4it.  itä'ut  sit  k"  impar.  Unde  manat,  quaudo  siguum  supe- 
rius  ^ipias^  2Hi-;iÄ''+4fc-»Ä'+l=0  <mod.  Z^^O*^-./-  ,n.7«i 
vero  Signum  inferius  statuas,  habetur  3^(2^h''+k^)^0^Ü^sOykfn. 
Sedetiam  hoc  fieri  nequit,  nisi  k=i,  quo  in  casu  2'^*-^l  ad  exponen- 
tem  2  pertinet,  quem  excludimus«  Pertinet  igitur  — a  ad  expo- 
nentem  t 

Unde  classes  habemus 

(M) a,  aS  a*,  o^ . .  a«-' 

Pro  a  quilibet  numerus  ad  t  pertinens  accipi  poterit. 
Postremo  nuUus  terminus  classis  (M')  alicui  classis  (M)  con- 

gruus  erit.  .Nam.«l  baberetiir  a^^^-^a^,  ita  ut  9>,  kp  ambo  sint 


■i  «  alataH  htmm  9*k±U  a^i'-tS^V  1:1^ 

Ex  M»  «mJm  woBte.  MMCsnBtnM  «diniiiwtf  «pa- 
ites  cfa«fcn  ( JT)  et  (JT')  eontiiicri:  ma  ullifaido  taniBf 
est  I,  plncB  ▼*>*  xl  t 


H 

pntaki»,  damcn  (^  caacncm  caa  dbo*  (Jß 
(JO  cna  cImb»  (JT). 

( J)  .t  ( JO  it» 


7.  *-+t 


7.  3-— 1   ^ 


ex  ^vo  palet,  fonus  prnne  cUans  esse  ^i — 1,  fonaas  wo 
Mcndae*^Ä-fl- 


«  iD  d»88e  (JT)  «t  foDBae  9-A-l  ciitqM  (L) 

HiBe  mtar  iotmam  indmoit  «',  m^,  «%  de  «fat  wo  il- 
^k+Cz  ■»  «  kabcfetw  mmd  ^A'-^i==9-^  2—1,  csiit 
»■Ä'— ^Ä=a,  ^-^Ä'— *-'-'Ä=l,  q.  e.  a.  Ena  duM  (4) 
et  (JO  iiiy— t,  flBÜqw  Bodo  duMS  (iiO  et  (IP). 


S9. 

Relatiooes  ^ naedam  valde  ioai^oes  iater  termiiM 
periodornm  radicesque  congriieDtiar«m  p«rar«B. 

1.  SvBBa  potestatnm  expoBeotis  k  omaiam  terfli- 
Borum  periodi  oimeri  cnjusTis  a  a«t  per  mod«!«»  pri- 
Bvm  p  diTisibIlio  est  aat  expooeoti,  ad  qaem  «  perti* 
aet.  coBgraa,  proati  f  ipsam  k  aoa  metitar  aat  mefitir« 

Demonstratio.  Imniai  pntrfltitaM  f Tpiiacaiia  i 


«,  «••  «*?  «*,  .  .  üF 
est 

ii*+o**+o»*+o**+..+a* 

.   a«»-l 

ideoqne 

»(a*-l)=o*(rf*-l),    ei^    s(a^-l)=0(Md.p). 
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Qnodsi  t  ipmun  k  non  metitur,  esse  neqnit  a*~l  (mod.  p), 
quam  ob  rem  tum  quidem  r  per  p  dividi  pöterit«    Si  vero  t  nn-   ^ 
nierum  k  metitur^  erit  af^^l,  ergo  a*^^i,  etc.,  atqae\9=l. 

Corollarium.    Quando  ^  ad  expooentem £-^  pertioet,  iibi 

est  d  divisor  communis  maximus  numerorum  t  et  p  — 1^  ex  10« 
seqaitiir,  residua  ordinis  t  see.  mod.  p  potestatibus  exhiberi 

9>  9*y  9*»  9*3  .  .  9^  ' 

Re(iidua  ieitur  perioidum  coostituiiDt,  qua  ex  re  etiam  summa  po-, 
testatum  £<«>vm  omnium  residuorum  ordinis  t  secund.  mod«  p    aot  . 

1 

per  p  divisibilis  erit  aut  numero  -jip  —  i)  congrua»  prouti  k  per 

t  non  divisibilis  est  aut  divisibilis. 

2.  Designarite  etiam  nunc  8  divisorem  communem  maximum 
numerorum  t  etjfr^iy  congruentia  ;r'=l  (mod.  »)  adroittit  d  ra- 
dices  diversas,  quarum  quaübet  ad  exponentem  o  pertinens  desl- 
^ata  per  cmi  omnes  radices  exhibentur  potestatibus 

00,  wS  ©',  w*,  .  .  «D  .' 

Ex  quo  sequitur  propositio  (1.): 

•  Summa  pote*statum  k^atum  omDium  radicum  con- 
gruentiae  ir^^l  (möd.  ;^)  semper  per/idivisibili's  0st,/s1 
f  ipsuin^  pon  metitur. 

3.'^  In  eamment.  De  Potestatum  Perio€tis.  §•  43.  jam  denloii- 
stravi,  productum  ex  omnibus  terminis  peHodi numeri  eujusvis.s^ 
cundum  modulum  p^  vel  'ip^  unitati  congruum  esse  .  positive  aut 
negative  acdeptae,  prouti  multitudo'terminorum  sit  impär  aut  par. 

Ergo  ex  16.  manat  theorema: 

Productum  omnium  residuorum  ordinis  t  moduli 
/?"  vel  2/?"  unitati  positive  aut  negative  sumptae  con- 
gruum est,  prouti  multitudo  residuorum  est  impar 
aut  par. 

4.     Quodsi  radices  congruentiae 

a:'  =  l  (mod.  /)), 

'    sunt  Ol,  fi>a»  CO»»  •••  ^S'  designaturque  summa  omnium  radicum 

per  *-^^i ,  «umma  combinationum  binarum  radicum  per  A^,  summa 
combinationum  ternarum  per  —^3,  summa  combinationum  quater- 
narum  per  ^4. etc.;  deinae  summa  radicum  per  Siy  summa  qua- 
dratorum  per  S^,  summa  cuborum  per  S^,  summa  biquadratonun 
per  S^  etc.,  ex  theoremate  Neutouiano  habentur  aequationes 
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Ss_,+A,Sg_,+A,Sg_,+  ....  +(«-l)^,_j=0 


lämvero  0.)  sinnmae  Si,  S,,  S,.,  S4J  «tc.  i8»__^  srtnt  =0,  at 
Sg=d,  ergo  adjumento  aequatioiium  erit  -4,=ila^2l3.....=i<^_j  =0, 
at  *+5J^— 0. 

.     ■  •    '■;■  ,  ■ '    ■ 

Hinc  erit  etiam  ' 

»  ■  .  '       ■       ' 

-       ^Ai=OyA^=0,  --4,s0,  2l4=0,  etc. 

Productum  omninm  Tadicum,  quod  per  P  designemns^  erit^il* 
prouti  d  est  impar  aut  par,  ergo  regp.  jP=ntl. 
Hinc  deducti  sumns  ad  theorema  elegani^: 

Samma  omniiun  radicum  cougraentiae  ^=l(inod./i), 
deinde  summa  combiq.ationum  biDarum,  temärnm,  qua- 
ternarum  etc.  radicum  semper  per  modulum  primum^ 
divisibilis  est.  Productum  vero  radicum  unifatl  posi- 
tive aut  negative  i^ccepta«  est  congruum,  prouti  mul- 
tltudo  radicum  est  impar  aut  par. 

4.  Designetur  summa  combiDationum  m  elemeDtorum  ad  das- 
sem  n^^^  per  ^Cm  eritque,  quando  (  significat  elementum  quofl- 
Fis,  ut  ex  theoria  combinatioDum  constat: 

■  * 

Quodsi  habetur 
erit 
et«;«  ideoqae 

etc.. 


3W 

Undemanat,  quam  "»~*G»-.i  €=±1  sit  (*Gn—i  )""=+!.  Signo 
supenore  ateDdum  est  aut  iDferiore^  prputi  m  est  impar  aut  par. 
lam  vero  habetur  ^Cmr-\  =t"*»  ^''S®  (— €)«=  +  1  vfel  €"»=!• 

E^  quo  habetur  propositio: 

Si  summa  uumerorum  secuodum  modulum  primum 
p  incoDgruorum^  quorum  multitudo  m,  deinde  simul 
summa  combinationum  binarum,  summa  combinationum 
ternarum  etc.  per  modulum  divisibilis  est,  productum 
vero  uuitati  positive  aut  oesative  aeceptae  eongruum, 
prouti  multitudo  uum^roiruifi^  id|pÄ^  aut  par,  necessario 
quicunque  illorum  numerorum  erit  radij:  cougruentiae 
a:"*=l  (mod.j»). 

,     5.    Finem  hui'c  commentatibni  rmpdtiaiil  demönstratione  pro^o- 
sitionis,  quae  sequitur: 

,  Productum  lo'mnium  numerorum  ad  eundem  expo-' 
V^eutem  pertiDentium  secuodum  modulum,  qui  potestafi 
est  aliqua  uumeri  2  altipr  quam  secunda,  semper  uni- 
tati  .secuodum  huuc  modulum  congruum  est.  . 

Examinemus  primum  casum,  in  quo  exponens  ^  est  2.  Tum 
vero  ad  t  pertinent  2"~^  — 1,  2«— ^+1,  2»  —  l  productumque 
jP=(2*(n— M— 1)(2«--1),  quod  unitati  secundum  2" congruum  esse, 
statim  perspicietur. 

Deinde  slt  if>2  pertmebuntque  hi  nwneri  ad  ei^^pouentem  ^  (20.) 


«— 1 


vel  eorum  xeisidua. minima.    Quoniam  ex  supp.  ^  s^per  est  nu- 
mierus  par,  erit  produetumi 

ideooue  P=:a^^K    Est  vero  a'^1,  ergo  (a«)i^^l,  i.  e.  P=l 
(mod-S*»),  q.  e.  d. 


'«         ■!    ' 
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Heber  die  Iillbelle  oder  das  ITfTeau*). 

Weil  die  Libelle  oder  das  Niveaa  ein  fär  alle  MeMinatromeate  ao 
irichtiges  Werkzeug  ist,  so  halte  ich  es  für  zweckmässig,  den  folgendca 
Aufsatz  zu  dessen  weiterer  Verbreitung,  und  weil  derselbe  irohl  saail 
nicht  allen  Lesern  des  Archivs  zu  Gesicht  kommen  m5dite,  in  dieser 
Zeitschrift  mitzütheilen.  G. 


Acad^mie  des  Scieiices  de  Binxelles« 

S^ance  du  2  novemhre  1844. 

Physique.  -^  Un'  rapport  fait  dans  cette  s^ance  par  MM. 
Qaetelei^  Crahay  et  Stass,  conciut  ä  rimpression  de  ia  Dote  giii- 
vante  de  M.  Liagre^  lieutenaDt  du  g^nie  belse,  sur  les  osGillations 
du  Diveau  ä  bulle  d'afr  et  sur  les  moyens  dy  remödier. 

^^Od   a  fait  iusqu'ici  peu  d'atteDtion  aux  d^placemeuts   qa'^ 

firouve  la  bulle  d'uu  niveau  üx4  sur  ud  plao  horizootal  immoDik^^ 
orsque  Tuue  des  extr^mit^s  de  cette  bulle  vient  ä  recevoir  uiie 
temperature  su|>^rieure  k  ceile  de  Fautre.  J'ignore  si  des  observa- 
tions  analogues  ont  d^jä  ^tö  publikes  ^  mais,  dabs  ce  cas, .  elle^ 
doivent  etre  tr^s  peu  counues ,  car  je  n'ai  vu  cette  particularit^ 
mentionnee  daus  aucun  ouvrage  **),  et  Tod  est  gön^aiemeDl  d'ac- 
cord^aujourd'bui,  lorsque  i'on  observe  un  cbaogeraent  queic^Done 
dans  Tindication  du  niveau  adaptä  A  un  instrumenta  ä  en  renore 
responsable  Finstrument  lui-merae,  regardant  comme  infaillibie  Ia 
marche  de  la  bulle.    M.  Quetelet,  lorsque  je  lui  ai  parle  du  fait 


*)  L'Institnt,^  jonmal  universel  des  sciences  et  des  soci^t^s  savantes 
en  France  et  a  TlBtranger.  Ire  Section.  Treizieme  annee.  Nr.  590.  1(1. 
Avril  1845.  p.  145. 

**)  J'ai  consultö  inutilement  sur  ce  sujet  les  trait^s  de  physique  et 
d'astronomie  les  plus  r^cents  et  les  plus  estim^s,  notamment  le  Physikom 
lisches  ff^örterbuch  de  Gehler,  et  V jistroiwmU  physiaue  de  M.  Biot,  quf 
a  consacr^  quarante  pages  de  son  excellent  ouvrage  (tome  II,  1844,  chap. 
IX,  sect.  2)  ä  dövelopper  la  construction,  le  rannicment  et  les  propri^t^ 
du  niveau  k  hnlle  d'aur.  L. 
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en  qaeation,  m'a  appris  (|u'il  avait  observö  I«  meme  ph^noineue  il 
y  a  dix  ans ,  pendant  qu'il  ^tait  occupe  k  detennioer  la  latitade  de 
Bruxelles  au  moyeD  du  cercle  rep^titeur,  mais  quil  n^avait  pas 
insist^  8ur  cette  singularite,  parce  qu'il  croyait  Tavoir  vue  rappor- 
täe  dans  ud  ^crit  dont  le  titre  lui  echappe  aujourd'hui.  Quoi  qu'il 
en  soit,<  mou  but^  en  presentaut  cette  note,  n'est  nullemeot  d'ö- 
tablir  mes  droits  de  priorite  ä  la  decouverte  duphenomene  que  je 
Signale^  mais  simplement  de  donner  de  la  publicit<$  ä  un  fait  que 
j'ai  coDstate  pour  ma  part,  et  qui  merite  d'etre  counu.  Mou  desir 
est  d'etre  utile  a  eeux  qui  se  servent  du  uiveau  a  bulle  d'air  comme 
iDstrumeht  de  precision,  en  leur  inspirant  de  la  d^fiance  dans  soo 
maoiementy  et  de  les  mettre  en  garde  eontre  des  erreurs  qui,  dans 
des  circonstances  ordinaires,  s'eleveut  facilement  a  plusieurs  se- 
eoodes,  et>  dans  des  eas  extremes,  ä  une  minute  et  au  delä.*^ 

9,Eu  substance,  ma  remarque  iieut  se  formuler  en  ces  quel- 
ques mots :  ,^Ua  niveau  a  bulle  d  air  tres  bon  et  tres  sensible 
^tant  cale  sur  un  plan  invariable,  si  Tune  des  eidremit^s  de  sa 
bulle  vient  ä  se  trouver  en  pr^sence  d'une  temp^rature  superieure 
a  Celle  de  Tautre  extremite,  la  bulle  tout  entiere  marche  du  c6te 
d'oü  emane  la  chaleur.^' 

,,  Cette  elcp^^ience  est  extreniement  facile  a  repäter,  lorsque 
Tod  possede  un  niVeau  un  peu  sensible.  II  sufüt  de  le  caler,  et 
de  placer  ensuite  la  main  ä  un  centime^re  environ  au -dessus  d'une 
extr^mit^  de  la  bulle.  Au  bout  de  cinq  ä  six  secondesi  (plus  ou 
moins  suivant  la  chaleur  de  la  main  et  la  sensibilite  du  niveau) 
on  verra  la  bulle  se  deplacer  lentement,  marcher  vers  bi  main  et 
suivre  celle-ci  dans  tous  ses  mouvements.     On  rend  cette  action 

Flus  energique  en  dirigeant  i'ha^eine  vers  celui  des  deux  bouts  que 
on  veut  faire  avancer.  £n  moins  de  cin^  secondes,  j'ai  ^deplacö 
aiDsi  de  douze  millim^tres  la  bulle  d'un  niveau;  chaque  millimetre 
de  Tächelle  correspondait  ä  un  angle  de  quatfe  secondes.^^ 

,,Cette  Observation  est  bien  simple,  et  cependant  je  ne  crois 
pas  qu'on  en  ait  jamais  tire  aucune  consequence.  Ne  voit  -  od  pas 
en  enet  .tous  les  jours  des  ingeoieurs,  charges  de  nivellements  tres 
precis,  operer  avec  le  niveau  cercle,  sans  m^me  prendre  la  pr<^ 
caution  de  soustraire  leur  instrument  ä  Taction  direete  des  rayons 
du  soleil^  en  sorte  que  tantdt  Tune  des  extrömit^s  de  la  bulle, 
tantöt  l'autre  est  la  plus  ächäuffee?  Si  les  erreurs  que  Ton  com- 
met  forc^ment  ainsi  deviennent  trop  palpables  ,^  on  se  rejette  alors 
sur  les  dilatatiobs  inegales  de  la  monture  de  Tinstrument ,  on  s'en 
prend  au  mecanicien  *),  tandis  que  les  meines  irr^gularitös  se 
seraient  manifestöes  si  Ton  avait  pu  se  servir  d'une  simple  fiole 
Sans  aucune  monture.'^ 

„Tout  le  monde  connait  les  «^carts  inexplicables  auxquels  sont 
sujettes  les  observations  de  latitude  iaites  k  l'aide  du  cercle  röp^- 
titeur.  On  voit,  dans  la,  Base  du  Systeme  metrique  (2evol.,  pages 
^2  et  suiv.^,  des  discordances  frappantes  entre  des  s^ries  d'ob- 
servatioDS  de  latitude  faites  par  Delambre  avec  des  soios  scrupu- 

*)  Bf.  Beaulieu,  möcanicien  de  robserratoire  de  Bmxelles,  aaqnel 
Je  parlaifl  demiöremeni  de  ce  fait,  m*a  dit  que  pluuenr«  ing^niean 
s'^taient  plaints  &  lui  de  ce  que  ses  niveaux  se  derangeuint  au  soUil.  J'ai 
montrö  k  M.  Beaulieu  qn'an  excellent  niveau  de  Fortio,  attach^  au  cercle 
röp^titeur  de  robservatoire ,  se  d^rangeait  k  la  chaleur  de  sa  main.    L, 
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leux.  Cet  hablie  observateur  se  demande  s'il  est  possible  i»  les 
explimier  par  des  r^fractlons  extraordinaires  dues  au  graod  frold 
quii  faisait  alors.'' 

^^Ces  derniers  mots  suffisent  pour  me  rendre  compte  des  e^ 
renrs  d'environ  dix  secondes  que  Delarohre  a  pa  faire  sur  des 
distances  z^nitbales  conclues  a  l*aide  du  niveau.  Saos  parier 
d'un  feu  de  bivouac  qui,  par  uo  temps  si  ri^ureux,  brülait  jiroba* 
blemeot  ä  quelque  distance  de  ia  Station ,  oi  des  deux  bougies  ni 
servaient  ä  ^lairer  le  reticule  et  le  niveau  du  cercle  röpMteor,  It 
chaieur  rayonn^e  par  le  corps  de  i'observateur,  dans  uo  temps  trtt 
froid,  peut  facilement  d^vier  la  bulle  de  10^,  d'autant  plua  que  b 
disposition  du  niveau,  pour  la  dätennination  des  latitudes,  est  teile 
que  Tun  de  ses  bouts  est  tourta^  vers  Tobservateur,  et  Tautre  dans 
une  direction  oppos^.  Ajoutons  enfin  ^ne,  par  an  grand  troid, 
la  bulle  devient  plus  sensible ,  et  que  1  allongement  consid^ble 
qu*elle  prend  pennet  aisäment  qu'une  de  ses  extremit^  s'^haufe 
plus  que  Tautre/^ 

„11  faut  donc  ^viter  de  faire  de  pareilles  observations  dans 
nn  Heu  ferme ,  k  travers  une  ouverture  etroite ;  car  U  s'^tablit  alois 
un  courant  d'air  qui,  venant  frapper  lune  des  extr^mitäs'  de  li 
bulle  du  niveau  9  la  d^place  necessairenient.^' 

,,Pour  bien  m'assurer  de  Teffet  que  les  variations  de  la  ten- 
p^ratnre  peuvent  avoir  sur  un  niveau  exposö  k  Tair,  j'ai .  of6r6  de 
la  maniere  suivante.  Sur  une  forte  pierre  de  taille  servaut  d*appiii 
exterieur  ä  une  fen^tre  de  premier  eta^e,  j*ai  plac^  deux  niveox 


Cent,  du  montant  le  plus  voisin.  ^  lls  ^taient  exposäs  vers  le  snd, 
mais  la  direction  de  leur  axe  faisait  avec  la  m^ridienne  an  ansle 
de  40®  compte  du  nord  en  passant  par  Touest  Le  niveau  d^  la 
une  longueur  de  22  centiin^tres  et  un  diam^tre  int^rienrde  10^",  4; 
la  plus  petite  longueur  de  sa  bulle  a  ^tä  de  22"*^,  ^  P^  ^i*^ 
temp^rature  de  36"  environ ;  sa  plus  grande  longueur  de  T«"^  par 
12^,3.  On  voit  qu'il  renferme  tr^s  peu  d'air  et  que  la  majevre 
partie  de  sa  bulle  est  formte  de  vapenr  d'alcool.  JLe  niveau  n^  3 
a  la  meme  longueur  que  le  pr^cedent,  mais  son  diam^tre  u'est 
que  de  14""»,  7.  Sa  bulle  varie  de  17">»,  5  k  30»  aux  temp^ra- 
tures  respectives  de  36*^  et  12®,  3.    Les  fiole^f  en  verre  D*<$aüeot 

§  amies  aaucune  armature  ni  support:  je  m'affraDchissais  par-la 
e  toute  cause  d'erreur  due  aux  ailatations  in^ales  du  m^tal.par 
la  chaieur,  ou  du  bois  par  Thumiditä.  EUes  etaient  posöes  snr  la 
pierre  formant  Fappui  de  la  fen^tre,  mais,  pour  les  fixer ^  j'avais 
plac^  au  -  dessous  de  leurs  exträmit^s  deux  jpetites  couches  de  dre, 
äpaisses  dun  demi - mlllim^tre  environ,  adnärentes  a  la  fois  k  la 
pierre  et  aux  fioles.^' 

„Pour  ^viter  qu'on  atribue  les  oscillatioDS  de  la  bulle  kxm 
mouvement  p^riodique  de  la  pierre  de  support  ou  du  bAtiment, 
causa  par  la  chaieur  du  soleil,  je  ferai  remarquer  de  suite  que  les 
deux  bulles  marcbaient  en  sens  ioverse,  c'est-ä-dire  qa'eues  se 
rapprochaient  pendant  le  jour  et  se  fiiyaient  pendant  la  nnit  Ce 
fait,  que  j'avais  pr^vu,  est  ce  qui  m'a  engag^  k  operer  avec  deux 
niveaux  au  lieu  a'un  seul.  En  eifet,  pendant  la  joum^^  les  rayons 
solaires  r^echis  par  la  couleur  blancne  du  montant  a  conceDtraieot 
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la  chalenT  vers  ie  mllieo  de  Tappoi  bomontal,  ef  attii^ieDt  les 
denx  bnlles  vex»  ce  point  milieu.  La  nuit,  au  contraire^  les  deoz 
montaDts  coDservaient  une  temp^rature  sup^rieare  k  celle  de  l'air 
ambiaDt;  et  attiralent  les  bnlles  k  leur  tonr.^ 

yjMes  obserrations  ont  commeDc^  le  5  septembre  et  fiiii  le  16: 
j*ai  iiot<$  ehaque  jour,  k  15  on  16  ^poques  disereotesy  la  position 
da  milien  de  la  bulle  de  chacun  des  denx  niveanx.  Eo  regard,  de 
chaque  r^uHat,  j'indiquais  la  iempörature  dono^  par  nn  thermo- 
m^e  eentigrade  plac^  ä  Tombre  du  montaot  ö.  J'ai  fonni^  ainsi 
des  tableanx  oü  la  marche  des  niveaux  est  compar^  k  celle  dn 
thermom^tre ,  et  je  les  ai  tronv^es  tontes  denx  parfaitement  con- 
coidantes.  Enfin ,  pour  permettre  de  mieux  saisir  d'no  seul  coup 
d*oeil  la  liaison  intime  qui  existe  entre  les  variations  de  la  temp^ 
ratnre  et  les  d^placements  des  bnlles^  j*ai  tradnit  graphiquement 
les  räsultats  de  mes  tableanx/' 

^yJ'ai  cherchä  vainemeDt  k  me  donoer  k  moi-mtoe  nne  expli- 
eatioD  compl^tement  satisfaisaote  du  ph^nomdne  qui  fait  Tabjet 
de  cette  commnnication :  c'est  nn  sujet  de  rechercne  tr^s  interes- 
sant, et  qui,  snivi  avec  soin  et  discut^  avec  saffacit^,  pourrait 
peut-dtre  jeter  un  jour  nouveau  sur  la  th^orie  oes  ondes  calo- 
rifiqnes/' 

,,Je  me  suis  donc  borne,  apr^s  avoir  bien  constat^  le  fait, 
k  tächer  de  rem^ier  k  un  d^fant  qui  enl^ve  une  grande  partie 
de  ses  avantages  ä  un  Instrument  pr^cieux.  Le  moyen  qne  je 
vais  proposer  me  semble  r^soudre  le  probl^me  aussi  compl^tement 
qne  possible/' 

„  Un  niveau  k  bulle  d'air  est  envelopp^  d'une  seconde  fiele, 
d'un  diam^tre  double  de  la  premi^re.  Les  denx  cylindres  se  tou- 
chent  tout  le  long  de  la  gen^ratrice  införieure,  en  sorte  que   la 

S^n^ratrice  sup^rienre  dn  v^ritable  niveau  se  confond  avec  Taxe 
e  la  fiole  enveloppante.  Celle -ci  est  remplie  enUerement  d'ean 
cölori^e  en  bleu:  la  teinte  que  Ton  donne  a  Teau  doit  ^tre  aussi 
foncöe  qne  p9ssible,  mais  permettre  cependant  de  faire  la  lecture 
des  divisions  trac^es  sur  le  niveau  Interieur.  Enfin,  Tuoe  des 
extri^mites  du  tube  enveloppant  est  fermäe  ä  Taide  d'nn  bouchon 
en  caoütchouc,  qui,  par  son  ^lasticit^,  sult  le  liquide  color^  dans 
ses  dontractions  et  dilatations ,  et  emp^che  que  la  grande  fiele 
eclate  en  6t6,  ou  qn'il  s'y  forme  nn  vide  en  hiver.  Par  ce  moyen, 
'  la  bulle  se  trouve  entouröe  de  tous  les  cdt^s  d'une  ^gale  quantitö 
de  liquide,  au  milieu  duquel  eile  peut  etre  cousid^r^e  comme  na- 
geant,  et  eile  est  soustraite,  dans  tonte  sa  longueur,  aux  bmsques 
inögalitäs  de  temp^rature,  par  la  condnctibilitä  du  liquide  ambiant : 
la  couleur  bleue  donn^e  k  reau  sert  ä  absorber  davantage  le  calo- 
rique  rayonnant/' 

„Pour  m'assurer  de  Tefficacit^  du  moyen  que  je  vietos  d'in- 
diquer,  f  ai  commenc^  par  exposer  un  niveau  ordinaire  ä  la  chaleur 
artificielfe  provenant  d'une  lampe  ä  meehe  eylindrique.  Un  ^cran, 
perc^  d'nn  trou  circulaire,  et  interposö  entre  la  lampe  et  le  niveau, 
permettait  de  diriger  la  chaleur  sur  Tune  des  extr^mites  de  la 
Dulle.    Je  Tai  d^plac^e  ainsi  de  11  divisions  en  deux  minutes/' 

„J'ai  ensuite  enfermö  le  niveau  dans  une  enveloppe  sem- 
blable  k  celle  que  je  viens  de  d^crire,  mais  sans  y  introduire  de 
liquide:  Feffet  de  la  chaleur  a  ^t4  plus  önergique  que  dans  le 
Premier  cas;  la  bulle  s'est  d^placee  ae  14  divisions  en  deux  mi- 
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nutes.  En  effet,  Tenveloppe  cylinidrique  faisait  fonction  de 
lentille." 

yyEn  troisi^me  Heu,  j'ai  rempli  d'eau  claire  la  grande  fiole,  et 
j'ai  replac^  tout  le  systdme  dans  les  m^mes  condition»  que  pr^c^ 
demment,  c  est -ä- eure  que  la  m^nie  dintance  existait  entre  Taxe 
de  la  m^che  et  celui  de  la  bulle.  Ud  thenoom^tre  place  pr^  du 
niveau,  mäis  soustrait  par  Täcrao  ä  Taction  de  la  lampe,  et  üb 
autre,  exposö  direetement  ä  cette  action,  indiquaient  dans  les  dem 
cas  les  m^mes  differeDces  de  t^mperalure.  Apres  quatre  minutes, 
la  bulle  De  s'^tait  deplaeäe  que  dune  divisiori  et  ud  qjiiart. '^ 

^^ElnfiD  j'ai  color^  le  liquide  en  bleu  ä  Taide  du  solfate  At 
euivre  ammoniacal,  et  j'ai  dirige  pendant  cina  minutes  la  chaleur 
de  la  lampe  sur  la  meme  extremit^  de  la  bulle.  Au  bout  de  ce 
temps,  j*ai  pu  voir,  en  m'aidant  de  la  loupe,  que  la  bulle  ayait 
marche  de  huit  dixienies  de  division  au  plus.  Ainsi,  Teffet  produit 
par  la  chaleur  u'est  plus,  daus  ce  cas,  que  les  trois  centiemes  de 
ce  quil  etait  sur  le  uiveau  ordiDaire.'V 

„Je  crois  doDC  devoir  coDseiller  d'adapter  la  modificatioD  que 
je  viens  d'indiquer  aux  Diveaux  destio^s  k  des  mesures  de  pr^i- 
sioD :  si  eile  rend  riDstnuneut  un  peu  plus  lourd,  eile  'a  Tavaatage 
de  le  rendre  moins  fragile;  lorsquil  lui  arrivera  un  accident,  prea- 
que  toujours  la  fiole  sera  preserväe,  ce  sera  Tenveloppe  ani  se 
brisera,  et  celle-ci  est  bie»  facilement  remplac^e,  car  eile  n'a 
pas  besoin  d'avoir  uue  forme  cyliodrique  parfaite/' 

„Je  termiuerai  eD  recommandaDt  a  ceux  qui  se  servent  du  Dt- 
veau  comme  iDstrument  de  precisioo^  noD-seulemeDtd'eviter  quupe 
des  extremit^s  de  sa  bulle  soit  soumise  ä  uoe  temperature  supi^ 
rieure  ä  celle  de  Tautre,  mais  eocore  de  oe  pas  Temployer  lors- 
'  '  qu'il  vient  d'^tre  transport^  d'un  lieu  chaud  dans  un  lieu  iroid  ou 
räciproquement.  J*ai  remarqu^  en  effet  que  lorsque  Talcool  de  la 
fiole  subit  des  dilatations  ou  des  contractions  rapides,  la  bulle 
parait  ne  pas  se  contracter  ou  se  dilater  egalement  des  deux  c6Ub 
a  partir  de  son  point  milieu ,  en  sorte  que  son  centre  est  reelle- 
ment  deplace;  et  ce  mouvement  de  transport  de  la  bulle  contiDoe 
jusq'ä  ce  qu'elle  ait  acquis  une  longueur  constante.  J'attribue  ce 
fait  k  des  courauts  interieurs  qui  s'etablisseot  daos  le  liquide  peo- 
daDt  qu  il  s'echauffe  ou  qu  il  se  refroidit.^ 

Anmerknng.  Aehnliche  Erscheinungen  v^ie  die  Torher  besproche- 
nen sind  ührigens  auch  scKon  sonst  oeohachtet  und  auch  ähnliche  Mittel 
zu  ihrer  Beseitigung  angewandt  worden.  M.  s.  z.  B.  die  Abhandlung 
TO|i  C.  A.  F.  Peters  üher  den  Ertelschen  Vertikalkreis  der  Pulkowaer 
Sternwarte  in  dem  Bulletin  de  la  classe  physico-mathömatique  de  l'Aca- 
d^mie  J.  de  St.  Petersbourg.    Thl.  II.  1S44.  p.  307.  G. 
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JLndeutiiiigreii  zu  planimetrlflcheii  Auf- 
graben aus  der  Curvenlelire. 

Von 

Herrn   J.  Katzfey, 

Director  des  Gymnasiams  zu  Miinstereifel. 


Bei  der  Stundenzahl ,  worauf  das  Studium  der  Mathematik  an 
den  meisten  Gymnasien  beschränkt  ist  und  wegen  der  übrigen 
Lehrfacher  beschränkt  bleiben  muss,  ist  es  rathsam  und  bereits 
vielfach  verwirklicht,  dass  der  Inhalt  dieses  Lehrgegenstandes 
auf  sein  Minimum  reducirt  und  davon  ausgeschieden  bleibe,  was 
immer  ohne  Nachtheil  des  Verständnisses  und  ohne  Verkümme- 
rung der  .Ailgemeinbiidung  ausfallen  kann.  Hiernach  ist  auch  die 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  der  Hochschule  zu  überlassen,  un- 
geachtet des  Bedürfnisses  verschiedener  Sätze  dieser  Lehre  zur 
Behandlung  der  Physik.  Lassen  sich  nun  diese  Sätze  mit  den 
interessantesten  Eigenschaften  dieser  Curven  auf  rein  planimetri- 
schem  Wege  und  leicht  fasslich  den  Schülern  mittheilen;  so  ist 
hiermit  für  die  Wissenschaft  viel  gewonnen.  Dass  und  wie  dieses 
geschehen  könne,  habe  ich  in  den  Abhandlungen  zu  unsern 
Herbstprogrammen  der  Jahre  1826, 1833  und  1840,  so  wie  in  meinem 
Lehrbuch/e  der  Mathematik  gezeigt.  Einen  andern  Weg  hierzu 
bieten  die  nachstehenden  Anaeutungen,  nach  welchen  die  Prima- 
ner in  ihren  häuslichen  Aufgaben  zur  Kenntniss  der  Elemente  der 
Curvenlehre  gebracht  und  die  Fleissigem  zu  einer  angenehmen 
Selbstbeschänigung  angezogen  werden  können. 


Genesis  und  Form   der  Curven  zweiter  Ordnung. 

6.  1.  Au  fg.  Man  soll  beliebig  viele  Punkte  einer  Linie  be- 
stimmen, welcne  einzeln  von  einem  Punkte  und  einer  Kreislinie 
oder  einer  geraden  Linie  in  Einer  Ebene  gleiche  Abstände  haben. 

Zur  Auflösung.  Ister  Fall.  Der  gegebene  Punkt  ist 
in  der  Kreis --oder  geraden  Linie.  Die  verlangten  Punkte  liegen 
in  der  geraden  Linie,  welche  die  gegebene  Linie  unter  gleichen 
Winkeln  schneidet.    (Die  Axenlinie). 
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2ter  Fall.  Der  gegebeue  Punkt  ist  Mittelpunkt  des  gegebe- 
nen Kreises.  Die  verlangten  Punkte  liegen  in  einem  coocentri- 
schen  Kreise. 

Bemerk.  Von  hier  ab  werde  die  gegebene  gerade  Linie  ab 
Kreislinie  von  unendlichem  Durchmesser  betrachtet. 

3ter  Fall.  Der  gegebene  Punkt  li^ge  im  Radiui»  oder  Inder 
Verlängerung  desselben.  Sei  der  Axendurchmesser  «/A  (Taf; 
y .  Fig.  2y  3,  4.) '  und  in  dem  Radius  gc  oder  in  dessen  Verlänge- 
rung aer  gegebene  Punkt  6.  Dann  erhält  man  zuerst  die  Schei- 
telpunkte a^.e  mittelst  ga=^abf  ge  =  eh;  jeden  andern  der  ver- 
langten Punkte  mittelst  br,  er,  bz^=^xr  und  tn-Lbr* 

Mittelst  Verlängerung  der  Richtungslinie  hr  erbält  man 
auf  der  andern  Seite  der  Axenlinie  den  Punkt  Vy  wo  6r=59  wird. 

6.  2.  Lehrs.  Wenn  der  feste  Punkt  6  (erster  Brenn- 
puuKt)  im  Radius  des  Bildungskrei'se«  (Direktrix)  liegt 
(Tai.  V.  Fig.  2.) ;  so  liegen  die  fraglichen  Punkte  in  einer  Lanie«  welcbe 
In  sich  zurfickläuft  und  zwischen  Kreisen  eingeschlossen  ist,  weldie, 
um  den  ersten  Brennpunkt  b  und  um  den  Mittelpunkt  der  Direktrix 
c  (zweiter  Brennpunkt)  beschrieben,  sich  in  a  berühren. 

Beit.    Es  ist 

6»>62  (Eiern.  L  19.); 
6z>feg  (Är>6^); 

Somit  6n>6/.  (Wo  /  Schneidepunkt  ist). 
Femeir  ist 

ac<,gc, 
<rc. 

Sei  daher  k  Schneidepunkt;  so  Ist 

Tk^=^ga 
=  ba; 
aber 

bn^rk 
m>  &c. 

Erkl.    Die  Linie,  in  welcher  &c.  ist  eine  Ellipse. 

Q.3.  Lehrs.  Wenn  der  erste  Brennpunkt  auf  der  Verlängerung 
des  thirchmessers  des  Bildungskreises  liegt,  (Taf.  V.  Fis.  2.) ;  so 
liegen  die  fraglichen  Punkte  in  zwei  Linien,  welche  in  einer  Win- 
kelebene  unendlich  fortgehend  sich  den  Schenkeln  des  Winkels 
(Asymptoten)  allmälig  nähern,  ohne  dieselben  je  zu  erreichen. 

Bew.  Seien  a,  e  (Taf.  V.  Fig.  5.)  die  Scheitelpunkte,  6,  c 
die  Brennpunkte,  bd,.  bt  Tangenten  der  Direktrix;  so  halbire  ae 
(die  Hauptaxe)  in  o  (der  Curtenmittelpunkt)  und  siehe 
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TOD  o  aii8  Lothe  zu  den  Tftnja^enteo«  die  nach  beiden  RiehtuDgeii 
uneBdlicli  fortgesetzt  werden  können ;  seien /%X Min  i\kuApg±-bU 
Dann  lässt  iuch  zeigen^  dass  die  fraglichen  Linien,  durch  a,  e  ge- 
llend, innerhalb  der  Winkel  fooy  pok  unendlich  fortgefiihrt  wer*, 
den  können,  ohne  die  Scheakel,  denen  sie  sich  alhuälig  nähern. 
Je  zu  erreichen. 

Zu  diesem  Zwecke  nehme  man  auf  der  fk  einen  beliebigen 
Punkt  $  an,  ziehe  «c«  welche  die  Direktrix  in  r  schneide,  bs,  br,  ds. 

Nun  ist 

bs=ds  (Elem.  I.  4.); 

aber 

d$>rs  (Elom.  III  8.) 

Also  liegt  der  dem  Radius  rc  entsprechende  Curvenpunkt  in 
der  Ebene  des  Winkels  fög.  Sei  nun  oieser  Punkt  n  und  bn  ge- 
zogen, so  ist  bn=^rn  (§.1.)  und  wenn  nz±br,  so  ist  6z=2t; 
somit  6z<&t.  Darum  wird  die  6t  von  der  nz  geschnitten,  und  zwar 
anter  schiefe.^  Winkeln,  so  dasi^  zti,  is,  über  n,  s  verlängert,  con- 
vergiren. 

Wird  nun  zwischen  rc,  de  ein  Radius  cto  gezogen,  dessen 
Verlängerung  der  zn  vor  dem  Begegnen  derselben  mit  t/ begegne, 

f eschene  im  Punkte  v;  so  ist  erweislich,  dass  69  <  cto  ist,  also 
er  bezügliche  Curvenpunkt  zwischen  zv  und  if  liegt,  somit  der  if 
näher  ist  als  Punkt  n. 

Ebenso  verhält  »di's  in  Bezog  auf  die  og  und  ähnlich  in  Be- 
zug auf  die  po  und  ok. 

Da  nun  beim  Fortrücken  des  Punktes  $  auf  der  unbegrenzten 
fk  die  Bestimmung  des  Punktes  n  möglich  bleibt  (weil  caparallel 
fk);  so  kann  die  iragliche  Linie  unendlich  fortgesetzt  werden.. 

Er  kl.    Die  Linie,  in  welcher  &c.  ist  eine  Hyperbel. 

§.  4.  Lehrs.  Wenn  die  Direktrix  eine  gerade  Linie  ist;  so 
liegen  die  fraglichen  Punkte  in  einer  Linie,  welche  vom  Scheitel- 
punkte aus  zu  beiden  Seiten  der  Axenlinie  in  stetiger  Abweichung 
von  dieser  und  der  Direktrix  unendlich  fortgesetzt  werden  kann. 

Zum  Beweise  genügt  das  A  bm.  (Taf.  V.  Fig.  4.) 

§.5.  Lehrs.  Wienn  zwei  Kreise  excentrisch  in  einander  be- 
schrieben sind,  ohne  sich  zu  berühren;  »o  lassen  sich  zwei  Ellip- 
sen angeben,  dieren  sämmtliche  Funkte  einzeln  von  beiden  Kreisen 
gleiche  Abstände  halien. 

Bew.  Seien  b,  c  (Taf.  V.  Fig.  6.)  die  Kfittelpunkte  der 
Kreise,  welche  die  Axenlinie  in  {,  k,  f  und  g  schneiden;  so  ziehe 
man  einen  beliebigen  Radius  c$  und  verlängere  denselben  itffl 
Is^ib.  Beschreibe  nun  mit  cl  11m  e  eir»en  Kreis  und  fai  ßmstlgsiff 
denselben  die  .Ellipse,  deren  erster  Brennfrfinkt  h  ist. 

Sei  nun  n  ein  Punkt  dieser  Ellipse,  so  ziehe  bn^  welche  die 
Kreislinie  in  r  schneide. 

Dami  ist 

bn=:nl  (Tonstr.  g«  J*  T), 
//r=r=/!»  (Ann*) 
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Zieht  man  nun  die  r«,  welche  Terlftngert  die  Punkte  a,  u,i 
^iebt;  dann  ex,  im,  welche  über  te  Terlängert  die  et  \n  f>  trifft;  «o 
ist  wegen  ^^«czcv><itrc\^6rfi(V>u92  auch  v  ein  EilipeeDpunkt  und 

Aus  demselben  Grunde  ist  6» parallele«  und  lmics=bxi  cxm. 

Nun  begegne  bu  verlängert  dem  Kreise  um  b  in  tc'.  Dann 
ziehe  su' ,  welche  verlängert  die  Punkte  je',  r',  z',  gebe,'  und  ferner 
ziehe  z'c,  r'b,  welche  verlängert  der  cg  in  n'  beg^oe. 


Hiernach  ist 

r'b:bu'^=z'c:cs  (Radien/ 


und 


daher 


und 


somit 


Winkel  r'u'b  =z'sc  (Corresp.) ; 


^r'bu'coz'cs 


r'b  parallel  z'c ; 


^r'n'scyoz'cs. 


Folglich  r'n'=:n's;  also  n'  von  beiden^  Kreisen  gleich  weit  ab« 
stehend.  \ 

Wird  nub  noch  mit  einem  Radius  =  es  — r'b  um  b  ein  Kreis 
beschrieben,  der  die  es  in  P  schneidet;  so  ist 

Folglich 

r'n'~r'b=n's^rs 
oder 

'    bn'=n'L 

Also  n'  ein  Ellipsenpunkt  für  die  Brennpunkte  b,  c  bezüglich 
auf  den  eben  beschriebenen  Kreis. 

Andererseit  der  Axenlinie  erhält  man  die  Punkte  v,  v'. 

Zus.    Wenn  die  Kreise  sich  berühren;    so  geht  die  zwdte 
'    Ellipse  in  die  Hauptaxe  über. 

6.  6.  Lehrs.  Wenn  zwei  ungleithe  Kreise  in  einer  Ebene 
besenrieben  sind^  ohne  sich  zu  berühren;  so  lassen  sich  zwei 
Hyperbeln  angeben,  &c.  Alles  nach  Analogie  des  vor.  Paragraphen. 

Zus.  1.    Wenn  die  Kreise  sich  berühren  &c. 

Zus.  2.    Werden  die  Kreise  einander  gleich  genommen  &c. 

§.  7.  Lehrs.  Wenn  zwei  ungleiche  Kreise  in  einer  Ebene 
sich  schneiden;  so  lässt  sich  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel  an- 
geben, &c. 

Zus.  Wenn  die  Kreise  einander  gleich  genommen  werden; 
so  &c. 
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I 

§.  8L  Lebrs.'  WeDD  in  einer  Ebene  eio  Kreis  and  eine  gerade 
LiiDie  ausserhalb  oder  berührend  gegeben  sind;  so  lässt  sich  eine 
Parabel  angeben  ^  See 

Zus.  Wenn  die  gerade  Linie  Kreissekante  wird;  so  erhält 
man  zwei  Parabeln,  die  dem  Satze  entsprechen. 


Iä. 

lieber  die  Potenzen  mit  imanrinären 

Exponenten. 

Von 

Herrn  L.  Ballauff, 

Lehrer  an  der  Bürgerschule  zu  Varel. 


In  einem  frfihern  Aufsätze^)  suchte  ich  die  verschiedenen,  Grund* 
begriffe  der  allgemeinen  Arithmetik  auf  cine^^  von  der  gewöhnli- 
chen abweichende  Weise  darzustellen,  liess  aber  damals  die' Po- 
tenzen mit  imaginären  Exponenten  unberücksichtigt.  Eine  mög- 
lichst elementare  Herleitung  des  Begriffs  dieser  Potenzen  soll  den 
Gegenstand  der  folgenden  Abhandlung  ausmachen. 

Es  sei  a  eine  absolute,  rational  oder  irrationale  Zahl,  also 
ein  Zeichen,  welches  eine  solche  Behandlung  der  Einheit  vor- 
schreibt, welche  sich  jgenau  oder  beliebig  angenähert  auf  eine 
Theilung  und  Vervielfältigung  derselben  zurückfahren  lässt:  die 
Bedeutung  des  Zeichens  a'  ist  dann,  in  der  erwähnten  Abnand- 
lung  für  den  Fall  erklärt,  d^ss  a;  eine  positive  oder  negative,  ra- 
tionale oder  irrationale  Zahl  ist  Die  dort  gegebene  Definition  er- 
streckt sich  aber  nicht  anf  den  Fall  f  dass  a:  eine  imaginäre  Zahl 

(von  der  Form  tp.V-^  1)  ist;  dieselbe  bedarf  nUo  für  diesen  Fall  noch 
einer  Erweiterung. 

Dieser  Erweiterung  stellt  sich  aber  eine  eigenthümli<rhe  Htthn^h" 
rigkeit  in  den  Weg.  In  o'  ist  nämlich  a  kein  Zeichen,  wekhes 
unmittelbar  eine  Behandlung  der  Einheit  vorschreibt«  wie  if«  II«  In 
a+x:  sondern  ein  Zeichen,  welches  angiebt,  auf  welche  Weise 


*)  ThL  V.  yt.  \n.  s.  !a»s 
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die  Einheit  oach  df  r  Vorschrift  von  a  behandelt  werden  soll.  So 
schreibt  das  Zeichen  3  in  a'  nicht  Tor,  dass  die  Einheit  3n»i  ge- 
nommen werden  soll,  sondern  dass  die  durch  a  angezeigte Behandhui 
dreimal  wiederholt  werden  soll.  Man  siebte  dass  sich  diese  Er- 
kläninjB^  unmittelbar  gar  nicht  auf  den  Fdl  ausdehnen  lässt,  dass 
der  Exponent  eine  imaginäre  Zahl  ist.  Es  entsteht  daher  die 
Aufgabe,  den  Ausdruck  a^  in  einen  andern  umzuformen,  in  wel- 
chem X  unmittelbar  eine  Behandlung  der  Einheit  vorschreibt; 
dann  kann  die  Erweiterung  der  Definition  keiner  Schwierigkeit 
mehr  unterliegen.    Diese  Aufgabe  ist  durch  den  bekannten  oati: 

«»=0  '  _1_ 

a*=lim.(l+aloga.:r)»  gelöst,  in  welchem  Ausdrucke  loga  den  na- 
turlichen Logarithmus  von  a  bezeichnet.  Von  diesem  Satze  soll 
hier  zuerst  eine  einfache,  und  wie  mir  scheint,  recht  instruktive 
Herleitung  gegeben  werden. 

Es  sei  zuerst  a>l  und  9  eine  positive  Zahl.    Daoo  ist  ir>l) 

also  a  =l-f^,  wo  J  eine  positive  Zahl  bezeichnet  Da  JwX^ 
zugleich  0  wird ,  so  kann  man  J  =  b.d  setzen ,  wo  b  noch  von  i 
abrangt  nod  erhält  dann: 

a^=l+*.d .(1) 

Es  soll  nun  untersucht  werden,  was  aus  b  wird,    wenn  8  un- 
endlich klein  wird.  Aus  (1)  folgt: 

J     1 
*-^ (2) 

und  jBS  fra^  sich,  ob  sich  dieser  Ausdruck  fSr  d=0  einer  be- 
stimmten Gränze  nähert. 

Man  setze  zuerst  d==— ,  wo  n    eine  unendlichgrosswerdev^ 

i_ 

fl^  — 1 
ganze  Zahl  bezeichnet  und  — -^ — =Un-    Dann  ist 

n 
n 

„=a+5)'=i+«.4(i-l).«„«+^3a-^).a-|)«.H... 

Man  sieht,  'dass  in  dem  Ausdrock«  zur  rechten  Hand  all^ 
Glieder  positiv  sind  und  dass  die  Anzahl  derselben,  iso  wie  di^ 
Koeffizienten  der  einzelnen  Glieder  um  so  grosser  werden,  j^ 
grosser  n  wird.  Da  aber  die  Summe  aller  Glieder  immer  =a  hts 
so  muss  Uu  mit  wachsendem  n  immer  kleiner  werden.  Die  G6e" 
der  dei:  unendlichen  Reihe: 

Ui,  U29  U39.  ..tin,  in  inf. 
sind  alle   positiv  und  jedes  Glied   ist  kleiner  als  das  'vorbeig^ 


j 
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faende;  diese  Reihe  miis8  daher  eine  positive  Gränze  m 
80  dass 

■=>cDa* — 1 

■•      »•       * 

I9t=:lim    — i— 


ist 


m  ist  aber  zugleich  der  Werth  tod  lim — r—  •    Um  sich  hier- 

voD  za  überzeugen ,  überlege  man^  dass   -^-^ —  eine  Fifpktioii  von  i 

ist 9  die  nur  für  ^=0,  jein  Fall  der  bei  unserer  Betrachtung  nicht 
▼orlcommt,  eine  Unterbrechung  der  Kontinuit&t  erleiden  kann.  Für 

ein  unendlich  klein  werdendes  8  kann  man  nun  —  so  wählen,  dass 

n 

der  Z^Lhlwerthvond-—— kleiner  ist  alsjed^aogeb|iare  absolute  ZahL 
Dann  kann  aber,  der  Erklärung  der   Kontinuität  genaäss,  Bll^ 

n 

— — ^ —    dem  Zahlwerthe  nach  kleiner  als  jede  noch  &o  kleine  ab- 
solute Zahl  werden>  und  man  hat 

lim   ji^«:^lj^O; 

oder 

lim  — 3 —  ==  Km  — -— =  m» 


Es  ist  daher,  (är  a>0  ood  ein  ooendlich  kleines,  positives  J: 


1^=1+111. a,  wo  iii=lim  ^ ^   ^ 

und  eine  bestimmte  Zahl  ist    Dieser  8atz  gilt  aber  auch  fflf  ein 
negatives  d  und  a<L    Denn  ist9  fi^^atfv  «od  i^^&,  so  hat  msfi 

vmi  ist  «<1,  so  ist 


in 

Es  ist  daher  streng  allgemein  ffir  jedes  absolute  a  und  jedes 
unendlich  kleine,  reelle  6: 

»  ■  . .     ■      ' 

Jz=l+m.S (4) 

wo  m  ehie  bestimmte  Zahl  und 

=  um ;= 

0 

ist. 

Ist  X  eine  beliebige  reelle  Zahl  und  n  eine  inieiidiich  gfosse, 
ganze  Zahl,  so  ist  nach  (4) 


daher : 


X 

a»=l+iii.?, 
n 


o*=lim(l+m-)    (5) 


Ist  lim  — ^ — 7=1»  so  nennt  man  bekanntlich  e  die  Basis  der 
natfirlichen  Logarithmen.    Es  ist  dann 

n=go  ir    *»  11=30  I     n 

C=Iim  (1+-)  ,  c=liiD  (1+-)    *) 

Da 

^  =  gxlog.  =  11^  (1+^^)" (6) 

sp  folgt  aus  der  Vergleichung  mit  (5) 

m=loga. 

In  (6)  ist  nun  a^  auf  eine  solche  Weise  umgeformt,  dass  lO 
dem  Werthe  von  a^  x  unmittelbar  eine  Behanmung  der  Einheit 
vorschreibt.  Die  Gleichung  (6)  giebt  dann  unmittelbar  folgende 
Erweiterung  der  Definition  der  Potenz: 

1  « 
*)    Der  Beweis,  dass  (1-| — )     für   n   unendlich  werdend   sich   einer 

bestimmten  Gränze  nähert,  ist  schon  früher  im  Archive  Tbl.  I.Nr.  XX  Vin. 
S.  204.  Tbl.  m.  Nr.  XXXVI.  S.  327.  gegeben.  Ich  halte  es  daher  für 
überflüssig  ihn  hier  sa  wiederholen. 
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Es  sei  a  eine  beliebige  absolute  Zahl,  x  eine  beliebige  reelle 
oder  imaginäre  Zahl  (q>.V^ — 1),  so  bezeichnet  man 

^     '       n     ^ 

Es  muss  nian  noch  gezeigt  werden,    wie  die  durch  a^^ — ^ 
vorgeschriebene  Behandlung  der  Einheit  an   einer  Grösse  wirklich' 
ausgeführt  wird.    Es  sei  X  ein  Strahl,  der  von  dem  Anfangspunkte 
der  Koordinaten  aus  nach  der  Richtung  der  ersten  positiven  Halb- 
achse gezogen  ist.  Den  durch  X.(\  +  S- S— )  dargestellten  Strahl      , 

erhält  man,  wenn  man  in  dem  Endpunkte  von  X  nach  der  einen  oder 
anderen  Seite  hin,  je  nachdem  q>  positiv  oder  negativ  ist,  eine  Senkrechte 

errichtet,  dieselbe  =-5— — S —   macht,   und   den  Endpunkt   dieser 

Senkrechten  mit  dem  Anfangspunkte  der  Koordinaten  verbindet. 
Ist  n  unendlich  gross,  so  erhält  man  einen  Strahl,  welcher  der 
Länge  nach  =X  ist  und  mit  demselben  den  beschriebenen  Winkel 

g).loga-.,j  .      Y   ^'^     vT^*/i   1  9ii}oga^ 

- — ^^  bildet.    X.a      =  Jl.  lim  / 1  + ° — )     erhalt  man ,  wenn 

man  dieses  Verfahreti  nmal  wiederholt.  Obiger  Ausdruck  ist  da- 
her ein  Strahl,  welcher  mit  X  gleiche  Länge  hat  und  mit  demsel- 
ben den  beschriebenen  Winkel  9>loga  bildet. 

a  —1  Igt  also  ein  Behandlungszeichen ,  welches,  vorschreibt, 
dass  ein  Strahl    um    den  beschriebenen  Winkel  ^.loga.  gedreht 

werden  soll,  e  schreibt  daher  eine  Drehung  um  den  be- 
schriebenen Winkel  (p  vor.  e  "^^  ist  also  gleich  demjenigen  Be- 
handlungszeichen,  welches  ich  in  meinem  frühem  Au&atze  mit  e 
bezeichnet  habe.  

Hieraus    ergiebt    sich    auch    unmittelbar ,    dass     X.  e^^ 
^^X.cosg)-l'X,8in(p.V^^y    also  e'P^  —l  =  cos  q)  +  sin  <p1^-^ 

ist.    Da  sich  nun  auf  bekannte  Weise   lim  (1  +  ^~- )  =e  '    in  eine 

n 

unendliche  Reihe  entwickeln  lässt,  so  erhält  man  durch  Gleich- 
setzung der  reellen  und  imaginären  Theile  mit  Leichtigkeit  die 
bekannten  Reihen  für  cos  97  und  sin  97. 

Die  Definition  der  Potenz  lässt  sich  nun  auch  auf  den  Fall 
erweitern,  dass  man  für  den  Exponenten  ein  beliebiges  Behand- 
lungszeichen, wie  -7-  etc.  setzt.    Ist  J  ein  solches,  so  hat  man: 

c^=  lim  a+^) , 

wo  es  dann  freilich  noch  zweifelhaft  bleibt,  ob  dieses  Zeichen 
eine  bestimmte  Bedeutung  hat  oder  nicht.  Für  diese  Potenzen 
lassen  sich  dann  mit  Leicntigkeit  diejenigen  Sätze  beweisen,  die 
für  gewohnliche  Potenzen  gelten.    So  ist  z.  B. 
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e^=  lim  (1+J)  , 


.//__ 


daher : 


.        .,      11=00  ^  n         «rrdD  ^'  ff 

e<«^  =liin  (1-f^)  X  lim  (1+-) 
=  limj(l+|).(l+-)j 


n 


n 


=11.(1+^)"=  /+^; 


vcnransse^etzt  dass  nicht  2/.^'  eine  solche  Behandlvng  der  Einheit 
anzeigt ,  X c^ui^b  deren  AüsßLhmng  eine  unendlich. grosse  6r9Me 
entsteht.  

Die  Erklärung  solcher  Potenzen,  wie  a«+*'^-^  (0+6^^^)"+«^^*^ 
ist  theils  schon  in  dem  Frfihem  enthalten  oder  muss  auf  die  ge- 
wöhnliche Weise  gegeben  werden. 

Die  Konstruktion  der  imaginären  Zahlen  ist  bekanntlich  .zuerst 
von  Gauss  gegeben  worden.  80  viel  ich  weiss,  ist  von  Gauss 
selbst  Nichts  darüber  im  Druck  erschienen  *^.  Ich  keime  diese  Cn? 
tersuchungen  nur  durch  eine  kurze  briefliche  Mittheilung  eines 
Freundes  (des  Herrn  Dr.  Wittstein)  und  durch  die  Abhandlung 
des  verstorbenen  Majors  M  ü  1 1  e  r  im  Archive  (Tbl.  I.  S.  397).  Die  14ee, 

die  Zeichen -=-,  ^x  u.  s.  w.  wie  Zahlen  zu  behandeln,  ist  von  dem 
dx 

verstorbenen  Doctor  Eichhorn  in  seinen  Principien  einer  all- 
gemeinen Funktionenrechnung  (Hannover  1834)  vielleicht  zuerst 
ausgesprochen.  Cauchy  hat  von  dieser  Idee  bekanntlich  glänzende 
Anwendungen  auf  die  Theorie  des  Lichts  gemacht,  nennt  aber 
diese  Rechnungen  symbolische.  Ich  glaube,  dass  dieselben  nicht 
mehr  oder  weniger  symbolisch  sind,  als  die  Rechnungen  mit  un- 
benannten Zahlen,  überhaupt. 
'  ■  » 

^}    Die   Abhandlung  Tbl.  VI.  Nr.  XXXV.  und  deren  Anhang'  konnte 
Herr  Ballanlf  bei  Abfassung  des  Torllegcnden  Anfsataes  noch  nicbl  kennen. 

G. 
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lieber  das  ballieitisclie  Problem  *% 

Von  dem 

Herrn  Boctor  Dippe, 

Oberlehrer  am  Gymnasium  Fridericianam  sn  Schwerin« 


In  dem  Programm  des  Gymnasinm  Fridericianum  in  Schwerin 
vom  Jahre  1843  habe  ich  eine  Losung  des  ballistischen  Problems 
auf  die  Annahme  gestutzt,  dass  der  Widerstand  der  Luft  der 
Geschwindigkeit  des  bewegten  Körpers  proportinal  sei* 
Ich  bin  weit  davon  entfernt,  diese  Annahme  f^r  richtiger  oder 
für  weniger  falsch  zu  halten,  als  die  gewöhnliche  Voraus- 
setzung;, allein  ich  glaube  doch,  dass  diese  Untersuchung  nicht 
ohne  einiges  theoretische  Interesse  ist,  indem  theils  das  Gesetz 
jenes  Widerstandes  noch  gar  nicht  mit  hinlänglicher  Sicherheit 
Dekannt  ist,  theils  die  von  mir  zum  Grunde  gele^e  Annahme  die 
einzige  ist,  bei  welcher  Inan  zu  einer  vollständigen  Lösung  des 
Problems  gelangen  kann.  Selbst  die  Praxis  scheint  bei  dieser  Auf- 
lösung nicht  ganz  leer  auszugehen,  wenn  man  nur  von  den  aufge- 
stellten Formeln  nicht  mehr  verlangt ,  als  sie  bei  der  Unwahrschein- 
lichkeit,  dass  die  ihnen  zu  Grunde  liegende  Annahme  richtig  sei, 
leisten  können.  ^ 

Der  Umstand ,  dass  von  unsem  Programmen  nur  wenige  Exem- 
plare die  Gränzen  Mecklenburgs  überschreiten,  wird  mir  zur  Ent- 
schuldigung dienen ,  dass  ich  das  Wesentlichste  aus  jener  Abhand- 
lung hier  mittheile. 

§•  1. 

Der  bewegte  Körper  sei  eine  Kugel ,  und  die  beschleunigende 
Kraft  des  Wiaerstandes  sei 


*)  Ich  halte  es  für  meine  Schuldigkeit,  zu  bemerken,  daM  der  Ab- 
druck dieses  schon  seit  längerer  Zeit  in  meinen  Händeti  hcrfindÜchen  Auf- 
satzes dqrch  unvorhergesehene  Hindernisse  bis  jetzt  Terz/igert  worden 
ist,  glaniie  aber,  dass  demelbe  auch  mm  nicht  zu  fp&t  kommt,  treim 
anch  der  GegeMtaiid  aelb«!  nicht  ganz  aeu  itt.  O. 
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WO  k  eine  durch  die  Erf^ihrunezubestiinmeDde  constante  Creschwin- 
digkeit  ist,  deren  Werth  von  aer  Grosse  und  Dichtigkeit  der  Kusel, 
sowie  von  der  Dichtigkeit  und  besondern  Beschaffenheit  des  widn- 
stehenden  Mittels  abnHngt,  während  q  die  beschleunigende  Kraft 
der  Schwere  in  dem  widerstehenden  Mittel  bedeutet ,  v  aber  die 
Geschwindigkeit  des  bewegten  Korpers  ist.  Wenn  G  die  beschleu- 
nigende Kraft  der  Schwere  im  leeren  Raum  ist,  8  aber  die  Dich- 
tigkeit des  Mittels»  d  die  Dichtigkeit  der  Kugel  bedeutet,  so 
hat  man 

Es  wird  g  negativ ,  wenn  d  >  </  ist ;  und  in  diesem  Falle  erlält 
auch  k  einen  negativen  Werth ,  damit  der  Quotient  ^  positiv  bleibe. 

Da  ferner  der  Widerstand  um  so  geringer  wird,  je  kleiner  -^ist^so 

muss  der  Werth  von  k  in  der  Weise  von  -?  abhängen ,  dass  k  qd- 

endlich  gross  wird,  wenn  ^  verschwindet,  also  wenn  die  Bewegung 
im  leeren  Räume  erfolgt.    . 

Um  die  Losung  des  Problems  zu  vereinfachen ,  nehmen  wir  au) 
dass  die  wideri^tehende  Flüssigkeit  keine  eigenthümliche  Bewegm« 
habe,  dass  ihre  Dichtigkeit  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  Kugel- 
bahn  constant,  und  die  Richtung  der  Schwere  mit  dem  durch  eioeii 
Punkt  Ä  der  Kugelbahn   gezogenen  Erdradius  parallel  seL    Die 
Bahn  des  Kugelmittelpunktes  liegt  alsdann  in  einer  durch  Aß  gele^ 
ten  vertikalen  Ebene,  wenn  AB  die  Richtung  angiebt,  welche  die 
Kugel  im  Punkte  A  hat.    In  dieser  Ebene  legt  man  durch  A  die 
Abscissenachse  AX  horizontal  und  die  Ordinatenachse  A  Y  darauf 
senkrecht,  so  dass  die  Ordinaten  in  der  Richtung  nach  oben  posi- 
tiv genommen  werden.    Nach  Verlauf  der  Zeit  i  sei  die  Kugel  mit 
der  Geschwindigkeit  t)  in  einem  Punkte  C  angelangt,  dessen  Coor- 
dinaten  x  und  y  sind ;    der  zwischen  A  und  C  liegende  Theil  ihrer 
Bahn  sei  s ,  und  in  C  bilde  die  Richtung  ihrer  Bewegung  mit  AX 
den  Winkel  q> :    dann  sind  nach  bekannten  Gesetzen  aer  Mechanik 

die  Differentialgleichungen,   aus  denen  die  Gesetze  der  Bewe^mng 
hergeleitet  werden.    Nun  ist  bekanntlich  «?  =  ^ji  >  cos9  =  -^,  sin  ^ 

dy 
=  -/-;    folglich  hat  man  die  Integration  der  Gleichungen 

^^    dt^~'    k' dt'    ^^  dt' k'dt~f> 

zu  bewerkstelligen«  und,  wenn  im  Punkte  A  die  Geschwindig- 
keit =  a  ist,  und  mit  AX  den  Winkel  BAX^n  bildet,  die  Coi- 
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ita&ten  so  su  bestimmeD,    dass  gleichzeitig  ^=0,   07=0,   ^=0« 

-^  ds  dx  dy 

1=0,  t>=TT=a,  -^  =  008«,  ^=8ina,  mithin  die  horizontale 

Geschwiodigkeit -^=:acosa,  die  vertikale  Geschwindig- 

k^it  -fT'=a  sina  werde. 
dt 

Man  findet  durch  Integration  der  Gleichungen  1)  und  2) 

rt     dx  ox 

3)  ^=:acos«-%, 

4)  g=«8in«_f_^<. 

«  ■  ■ 

Aus  der  Gleichung  3)  erhält  man  durch  eine  neue  Integration 

^^    ,     k  ,  ^       akcosa 

5)    t=  —  log.  nat.  —s , 

ff  «Ä  cos«— 5)^0? 

oder 

^.  aAcosa  ^       —0. 

iro  €  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen  bedeutet. 
Bben  so  erhSlt  man  aus  A) 

^  ^     Ä  ,  ^  A;-f  asina 

7)  <=-log.  nat. 


^  ife+asin«— ^— flf« 

«\  #  $Ä+asina^.        _Cv      '| 

Durch  Combination  der  Gleichungen  3)  und  6)  findet  man  die 
horizontale  Geschwindigkeit : 

..  .  .  dx  iL 

and  ans  A)  und  8)  die  vertikale  Geschwindigkeit : 

10)  ^^  =  (k+a  sin«)  e  ""  *  — Ä:. 

Epdlich  erhält  man  durch  Verbindung  der  Gleichungen  5)  und  7) 

ak  cos  a  k  +  aBina 

aAcosa — gx'~  ...         gy       J 

lind  wenn  wir  aus  5)  für  t  seinen  Werth  setzen  und  gehörig  redu- 
ciren»  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  der  Kugelbahn: 

^..v  Ar  +  asina         Aj*  ,  ^        aA;cosa 

11)   fi= 'O:— —  log.  nat.  -y-r— » 

'   ^        acosa  g      °  «äcos« — gx 

TheU  VI.  AT 
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i  • 

#der  Doek  eisfiioiier: 

12)  -=*±£ilEff ,  +  *!  loe  nat  (\—^—\ 
'   ^        acosa        ^g       *'       '^       akcoBv 

Ea  ist  also  die  Bahn  eine  ebene  Cnrve,   deren  Gleidrang  b 
der  einfachen  Gestalt 

y  z=ipx  +  q  log,  nat  (1  —  rx) 

erscheint^  wenn  man  die  constanten  Factoren  der  Reihe  piaek  mit 
Pf  g$  T  bezeichnet. 

§.  2. 

Eine  n&here  Untersuchung  der  obieen  Formeln  lehrt  mm  Fol- 

S^pdes,  Die  Gleichang  (12)  reducirt  sich  f&r  A  =  od^  alipo  wcw^ 
ewegang  im  leeren  Räume  erfolgt ,  auf 

«f=tanga.:r — jr-^ r-, 

^  ^  2a* cos*« 

das  ist  die  Gleichung  der  Parabel,  welche  eine  mit  der  anfkog- 
lichen  Geschwindigkeit  a  unter  dem  Elevationswinkel  u  for^esdiko- 
derte  Kugel  im  leeren  Baume  beschr^ben  wirdcL 

Pfir  die  vertikale  Geschwindigkeit  erh&lt  man  den  Werlh 


wenn  man  die  Formeln  (4),   (11)»   (5)  in  §.  1.  combimrt     Dieser 
Werth  wird  Null,  wenn 

.^  a*sin2tt 

1)  ar,= 


2,(1+^^ 


ist,  und  dieser  Werth  yerwandelt  sich»  wenn  A=ao ,  ^=  G  wird, 
d.  h.  wenn  der  K5rper  sich  im  leeren  Räume  bew^»  m  <Be 
bebumte  Formel 


a*sin2tt 


Die  Ordinate  des  höchsten  Punktes  der  Kugfjbahn  findet  maa, 
wenn  man  den  Werth  (1)  in  die  Gleidfung  (IS)  des  $•  1.  suksti- 
tnirt,  nSmIich 

2)  »»  =  ^V.— 4 l<«nat(l+— j-^^. 

Dieser  Werft  geht  itlr  k^nc  tter  in 

o^  ein  *g 
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Die  vertikale  Gescitwindigkeit  erh&lt  von  diesem  Punkte  an 
einen  negativen  Werth  und  wird  immer  srOeser»  wShrend' die  Ordi- 
nate abmmmi»  so  dass  die  Kugel  sich  der  durcli  A  gelejgten  liori- 
zpntalen  Ebene  wiederum  nähert.  Sie  erreicht  dieselbe^  w^pn 
y=0  wird;  die  j^bscisse  dieses  Punktes  oder  die. Wurfweite 
muss  durch  Auflösung  der  transscendenten  Gleichung 

^    .acosa  9  ääcos«'. 

gefunden  werden» 

Nun  hat  aber  die  Anflusung  einer  transscendenten  Gleidiung 
von  der  Form 

px-t-?  h>g.  nat  (li^-'Kr)=0 

keine  bedeutenden  Schwierigkeiten;^  es  ist  also  die  Wurfweite  als 
bekannt  anzusehen  fulr  jeden  Elevationswinkel  a  und  f3r  jede  An- 
fangsgeschwindigkeit a,  sobald  der  Coeficient  k  bdkannt  ist.  Die* 
«er  C^efficient  kann  aber  sefunden  werden,  wenn  man  bei  unverän- 
derter AnfangsgeschwindigKeit  unter  verschiedenen  Elevationswinkeln 
die  Wurfweiten  beobachtet  hat. 

Femer  lehrt  die  Gleichung  (3)  in  5.  i.,  dass  die  horizontale 
Creschwindigkeit  abnimmt  und  für  die  Abscisse 

akeoaa 

verschwindet  Setzen  wir.  ^> ort»  so  finden  wir  nach  (5)  in 
§.  1.  fflr  leinen  imaginären  Wefth>  während  I=«od  wird  für  j!:=ar,; 
zugleich  erkennen  wir  aus  Gleichung  (6),  dass  mit  wachsendem,  t 
die  Abscisse  an  sich  dem  Werthe  a^ß  in  der  Weise  nähert  >  dass 
der  Unterschied  ' 


SP»  *^**i»  — ^" 


ak  cosa 


k 
9^ 

kleiner  wird,  als  jede  beliebig  kleine  Grösse,  indem  e'^  unendlich 
gross  mrd. 

Folglich  ist  die  mit  der  Ordinatenachse  parallele 
gerade  Xinie 

akeoBu 
a?= — : 

9  -    * 

eine  Asymptote  ffir  den  auf  der  positiven  Seite  der 
Abscissen  abwärt»  gehenden  Zweig  dier  Gurve.  Die 
Bewegung  nähert  sich  also  immer,  mehr  einer  geradlinigen  verti- 
kalen ^wegang  ;  und  da  der  Ausdruck  der  vertikalen  Geschwin- 
digkeit (Gl.  (10)  in  §.  1.)  sich  dem  Werthe  —  k  unbeeränzt  nähert» 
wenn  man  t  zur  Gräaze  ao^  wachsen  lässt :    so  wird  oie  Bewegung 

immer  mehr  gleichf5rmig.     Von  dem  Augenblicl^  an,   wo  ^ 

27* 
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-^0  fi'ar,  nimmt  die  vertikale  GeschwiDdigkeit  lo  der  Richtane  tod 
oben  nach  ODteo  fortwährend  zu ,  ohne  den  Werth  ^^  i^  in  enducher 
Zeit  tu  erreichen  oder  jemals  Überschreiten  za  kOnnen.  llVir 
schlieseen daran« 9  dass  k  die  grOsste  Geschwindigkeit  ist, 
welche  die  Kugel  in  dem  widerstehenden  Mittel  erlan- 
gen kann,  wenn  sie  ohne  anffingli<ihe  G'eschwindigkeit 
unter  dem  Einflüsse  der  Schwere  sich  senkrecht  ab- 
wärts bewegt. 

£ine  weitere  Untersuchung  der  Gleichung  unserer  ballistischen 
Curve  zeigt  uns,  dass  der  auf  der  negativen  Seite  der 
Abscissen  liegende  Zweig  keine  Asymptote  hat. 

ZuvOrderst  nämlich  ist  keine  vertikale  Lmie  Asymptote,  weil 
y  für  einen  beliebig  grossen  negativen  Werth  von  x  memals  ima- 
ginär wird.    Verbindet  man  aber  die  Gleichung  der  geraden  Linie 

y=zpx 

mit  der  Gleiehnne  der  Citfve  CvetgL  (12)  ui.§.  1.),  so  erhält  man 
ffir  jr= — 00  naea  gehöriger  beseitigang  der.  in  ftxoo  liegenden 
Unbestimmtheit 

k4-a8in€c 

pz=i — . 

'^        acos« 

Wenn  also  der  auf  der  Seite  der  negativen  Abscissen  liegende 
Tbeil  der  Curve  eine  geradlinige  Asymptote  hat,  so  muss  dieselbe 

der  geraden  Linie  v= x  parallel  sein.    Setzen  wir  aber 

"  '^         acosa        ^ 


Ar+asing 


aCOStt 


in  die  Gleichung  der  Curve,  so  finden  wir  für  ar^^-^oo  auch 9= od, 
d.  h,  es  ist  keine  Asymptote  vorhanden. 


§.3. 

Da  unsere  Annahme  sich  von  dem  wahren  aber  unbekannten 
Gesetze  des  Widerstandes  noch  weiter  entfernt,  als  die  gewöhn- 
liche Voraussetzung:  so  können  wir  nicht  erwarten,  dass  die 
gewonnenen  Formeln  die  Resultate  der  Beobachtung  darstellen  und 
uns  z.  B.  die  wirklich  beobachtete  Wurfweite  eines  Geschüt- 
zes bei  dem  Elevationswinkel  a- geben  werden,  wenn  wir  für  a  die 
wahre  Anfangsgeschwindigkeit  der  Kugel,  für  k  die  wirk- 
liche srösste  Geschwindigkeit  einsetzen  wollten,  welche 
diese  Kugel  beim  Falle  in  der  Luft  erreichen  kann.  Es  bleibt  also 
nur  übrig,  zu  untersuchen,  ob  di^  gewonnenen  Formeln 
nfcoht  zur  angenäherten  Berechnung  der  Wurfweiten 
für  beliebigeElerationswinkel  eines  Geschützes  die- 
nen können,  wenn  man  hei  demselben  Geschütze  mit 
unveränderter  Ladung  durch:  Versuche  die  Wurfweiten 
x',  af'  und  die  Flugteiten  Ü ,  Ü'  für  die. Elevationswinkel 
«',«"  gefunden  hat.      '  '''       ^ 
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Um  kmß.  luuigehen  von  den  GleicbimgeD 


I' 


^  = (1— e   .    *), 

•■■■■■      _^  'i^ 


j.-« 


welche  Dach  (6)  in  §.  1.  gebildet  siod.    Hieraus  ergebt  sich  die 
Proportion 

x'ixf=^cona!  (1— c      *  ):  cos  a"  (t-^e       *  ), 
und  darauf  die  Gleichpng 


I  .» 


.  ..  .  .P 


•Ir  COS  w  ^"^  — 

in  welcher  a  nicht  mehr  vorkommt.  Es  sei  -p-, — rT7=Ä>^  *=*• 
Dann  hat  man,  um  A;  zu  bestimmen,  die  .Gleichung 

2)  *»'— fet^+Ä— i=b 

aülziüÖsen.^  Es  wird  hierbei  immer  genügen  ^  filr  t  und  f^  die  ihnen 
zunächst  liegendea  ganzen  Zahlen  zu  setzen,  und  dann,  Fourier^is 

'■."..  '  1  '  .-M  .     •  ■  ,.     ■  ■ 

— ,i  * 

Näheruh]^sin[et]|ode  'anzuwenden.  Pa/==e  *'ist,  und  A;  nicht  UA^ 
endlich  ' gross  angenommeü  werden  kann,  so  ist  z  immer  ^iil' 
positiver  ärchter  Bruch.  :  ^, 

Nachdem  A:  gefunden  ist,  erhält  man  a  durch  eine  der  For- 
meln, Von  de'nön  wir  in  diesem  I^aragraphen  ausgegangen  sind.     ' 

In  la  Fere  hat  man  1770  mit  einem  zwölfzoUiffen  Mörser,  des- 
sen Bombe  142  Pfund  wog,  als  Mittel  aus  je  4  Würfen  folgende 
Werthe  erhalten: 


a!  ^  50^  x'  ==  2982  Pariser  Fuss ,  f=l^  Secunden , 
:,  .  ««=10^  V=1434      „  „^i"=  4        „ 

Unsere  Gleichung  wird  für  diese  Werthe 

f^«  ^3,186  Ä* +2,196=0, 

deren  Wurzel  ich  ==0,96013  finde.    Setzt  man  nun  ^=30,196  Pari- 
ser Fuss,  so  wird 

Ä:= 742,24. 

Darauf  erhält  man  für  a'  die  Anfangsgeschwindigkeit  a=::  394,46 
und  für  a"  eben  so  a= 394,47. 

Die  wahren  Anfangsgeschwindigkeiten  sind  wahrscheinlich  viel 
grosser  gewesen ;    diese  sollen  aber  jetzt  gar  nicht  ermittelt  wer- 
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9eo.  Nun  ist  nicht  zu  erwarten,  das«  die  MÜmchNiea  WetHw  tob 
a  und  k  ^e  Gleichung  der  Kngelbalin  I^eiriedigen  werden,  fven 

man  in  dersdben  y=0  nnd  j;=^| ,  ff=^j  setzt   Sie  wfirdendii 

nicht  einmal  thun,  wenn  die  Theorie  richtie  w&re,  weil  me  am 
Gleichungen  bestimmt  sind»  in  denen  sie  von  oer  beobachteten  Fhg- 
zeit  abhängig  sind.  Sollen  aber  o  und  A  so  bestimmt  werden  j  dass 
sie  die  Gleichungen 

^y:^^*'+^*log.nat  (1— /^1^)=0, 
acosa'  g      ^  akcosa,^        * 

*±±5S?^^  .  ^ioff  nat  (l_r     ^    )_ 0 
acosc/'         ^  g      °'       *^       akcqai/'^ 

befriedigen,  von  denen  wir  die  erste  mit  u'=0,  die  zweite  wit 
u":=zO  Dezeichnen  wollen:  so  kann  man  die  Torhio  gefundeioi 
Werthe  als  angenäherte  betrachten,  und  durch  Auflösung  ikr 
Gleichungen 

t       , 

4a,  Ah  bestimmen,  so  dass  a+^a»  k+Jk  den  wahren  Wertki 
von  ä  und  £  näher  kommen.   Man.  kann  auch  k  als  genau  ansahen 

und  a  so  bestimmen,  dass  ic'  -f  «^  möglichst  klein  werde;  ja  es 
wird  sogar  genügen  können,.  ^  als  genau  bestimmt  anzusehen,  wii 
a  80  zuHbestimmen,  dass  entweder  u'=:0  oder  t(^=0  wird« 

Wenn  ti^=0  werden  soll,  so  wird  auch  ^^=0;    sieht  man 

also  §ü  t/'  als  Function,  von.  a  an,  und  bezeiclin<elt  man  dieselbe  dnrcl 

f(a),  so  bfit  man 

und  die  Gleichung  ^(a)=0  ist  aufzulösen. 

Man  setze  ^^^=P»  ^-^^— =?,  mnd  hild^izi^lddi  die 
Differentialquotienten  von  f(a)i    dann  ist 

/'(o)=^+y+log.nat.  (l-J), 


/"(«)= 


.^a-f)« 


i 
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f 

In  dem  Ausdmcke  vöA  /(a)  erhäR  log  lUit.  (l*^^)eiDeD  ima- 
ginären Werth»  wenn  7>1  gesetzt  wird;    man  weiss  also^   dass 

«>|9  stiti.muss.  Dam  behält  aber  /''^(a)  fflr  alle  Werthe,  dlemaa 
für. a  setzen  darf,  immer  dasselbe  Vorzeichen,  kann  folglich 
bei  der 'Auflösung  der  transsbendenten  Gleichung  ^(a)=:=0  als  be- 
stimmende Function  angesehen  werden.  «Die  von  Stern  tn 
Cr  eile's  Journal  Band  XXII.  mit^etheilte  Methode,  transscen- 
dente  Gleichungen  aufzulösen^  ist  bei  leiserer  Gleichune  äusserst 
einfach.    Da  für  a=p  die  beiden  ersten  Glieder  hi  /(a)  oen  Werth 

1  +  ^  annehmen,  während  log.  (1 — ^)  =  —  <»    wird,    so   ist    fUr 

Werthe  von  a,  die  xxf^  wenig  grösser  sind  alsp,  der  letzte  Thei! 
überwiegend  und /(a)  negativ;  für  einen  Werth  dagegen,  weK 
chet  grösser  ist  als  die  Wurzel  a^von  /'(a)=0,  wit*d  f{a)  positiv, 
während  fifi^^  f(a)  ihre  Vorzeichen  nicht  ändern.  Ist  also 
p <«</},  und  zugleich  U'^a^^ß,  so  sind  die  Zeicheoreihea 

a    —         +        - 

i»    -         +         + 

IMe  obere  Gränze  a  ist  dann  wegen  der  gleichen  Vorzei- 
chen voft  fia)  oBd  f(ii)  zugleich  die  ittiisere,  ulid  bhui  findetdie 
neuen  Gränzen  «',  ß'  durch  die  Formeln 

"-'   fiayP-P-fiay 

und  hienus 

luerhei  ist  immer 

so  dass  man  der  Wurzel  immer  i^äher  kommt. 

In  dem '  gewählten  Beispiele  setzen  wir  ^=742,  während 
</^=10S  ;r''=:l334  Fuss  ist.    Man  findet  dann  sehr  schnell 

/'(376,25)=:— 0,00001,  / (376,27) =+0,00001. 

Da  nun  der  Werth  a=376,27  die  Gleichung  f(a)='0  auch 
befriedigt,  wenn  man  «',  ^  statt  tt*,  jf  substituirt,  so  ist  hin- 
reichend genau,  «m  die  beiden  Versuche  darzustellen: 

A=742,  0=376,27. 

§.  4. 

Soll  nun  die  Wurfwerte  x  berechnet  werden ,  welchd  man  mit 
demselben  Geschütze  und  derselben  Ladung  bei  dem  Elevations- 
wiokel  a  erhalten  würde,  so  hat  ma»  in  der  CfMchung  (3)  in  $.  2. 
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X  -\ log. Dat.  (1— "T^ — -)=0 

acos«  9  OÄCOScr 

fitr  k  und  a  die  ebeo  gefbndeiien  Werthe  eiosnisetzeii  und  (Befelbe 
nach  X  aufzuluseo«  Mulfiplicirt  man  den  Ausdruck  piit  j^,  md 
setzt  man 

oAcosa-'"'      *•-"•' 
so  erhält  man 

(iit^m')j;-f  log.nat(i — ma;)=0. 

Nimmt  man  ferner  z=l — mx  und  bezeichnet' man  den.  Wefik 
1  +  — ,  das  ist  1+. — T —  mit  »,  so  hat  man  die  Gleichung 

n  (1  — x)  +  log.  nat.  z=0 
aufzulösen,  und  findet  dann  die  Wurfweite 


a?= 


Man  wird  also  nach  folgenden  Fo^eln  zu  r^hven  haheo: 


1»= 


9 


,  «=1  + 


osina 


oleosa'  T      k    * 

^(2)=«(1 — z)4-'log.natz. 


Die  Auflusung  der  Gleichung  ^(2)=0  hat  gar  keine  Schwie^ 
rigkeit  und  wird  noch  dadurch  eneicntert,  dass  z  nur  ein  positi' 
tiver    acht  er    ßruch   sein   kann,    indem   i-i^l-^mx    ist    mi^ 
log.  (1 — mx)  nicht  imaginär. werden  darf.    , 

Wenn  man  für  diejenigen  Winkel  die  Redinung  ausfährt,  für 
welche  in  la  Fere  im  Jahre  1770  Versuche  angesteUt  sind  *),  s^ 
erhält  man  folgende  Resultate: 


deration 

Wnrfvnt« 

inPmJToM 

Bedm.— 
Beofc. 

in  Graden. 

berechnet 

beobaditet 

10 

1434 

1434 

0 

20 

2433 

2488 

—  51 

30 

3004 

2994 

+  10 

40 

3170 

340S 

—  238 

43 

3149 

3144 

+  5 

45 

3117 

3090 

+  27    . 

50 

2962 

2962 

0 

*)  Gehler,   Phys.  Wörterib.  I.,  p.  758. 


i 


Die  Wur|Weiten  für  KP-  und  50^  sind  oben,  benutzt»  "^  um  die 
(iQnstariten  a.ttnd  k  zu  bestimiöien....  Für  die  Winkel  übcfrSQ^  wer- 
4ep  4ie  mipdr^nzen  .der  R^ebniing,  und  Bieobachtiii^  fa^ed^uteDder, 
«Mic^:^  mi-TviW, -r  242»fto  dW:?liivattoq*fHpWeO%  70?,75^ 

Es  scheint  hiernach  möglich^  auf  dem  angezeigten 
Wege  die  Wurfweiten,  weT<^.e  den  kyi^ischen  «i  und  a, 
liegenden  Elevationswinkeln  xiigitrhoren,  mit  hinrei- 
chender Sicherhei.tizu  berechnen,  w»e,nn  die  zu  den  Win- 
keln Uly  cfa  gehureniien  Wurfwej[t€Lq\ä!ujrch  Versuche  ge- 
funden sind  und  die' Differenz  tti  —  a^  nicht  zu  gross  ist. 


0. 


y  t 


;  !''--•'      §•■'••'.     :■  ■     ■   '■    i;*i1*  •;»•.•■ 


iSMlen  endlich  -die  C^etse*  •der  Bert^egung  für  vdeii  l^tt  (Ermit- 
telt werden ,  dass  die  W^iderstand  leistende  Flüssigkeit  selbst  .ip 
Beweguiaig  ist,  «o  gehen  wir  von  der  Annahme,  aus,,  dass  unsere 
Kugel,  wenp  i^ie.  unter  dem  Einflüsse  einer  gteichfüjmigen  Stf^ 
miing  v6ö'  ^ '€['(fesc11\>i4ndigkcfit  -  F  fes^  denäelbi^ft 

Widersfäiod  leiste,'  'den  sie  selbst  erfahren  wtilrdeV  w^nn  si^  in'd^ 
ruhenden  Flüssigkeit  sich  mit  der  Geschwindigkeit  V  bewegte. 
Dann   ist  die  durch  die   WYlrkung  diejfi^r    Strömung   entstehende 

beschleunigende  Kraft  gleich  j^-^. 

Die  Kusel  habe  in  einem  Pu^l^te^ud  4^^^  Geschwindigkeit  Cund 
gelange  nacn  Verlauf  der  Z^lt  i  zu  ^eineili  Punkte  B»  Durch  Ä 
lege  man  die  drei  auf  einander  Senkrechten  Coördinatenebenen  XAY, 
XAZs  YAZ,  von  denen  die  erstere  horizontal  sei.  Die  Abstände 
des  Punktes  iS  von  diesen  !El>enien  seien  der  Reihe  nach  z,  y,  x\ 
der  Bogen  der  beschriebeben  £)ürve  zwischen  A  und  B  sei  's  und 
die  Tangente  in  B  habe  4ic?  Richtung  BD.  In  der  Richtung  BD 
würde  der  Körper  sich  mit  der  Geschwindigkeit  v  weiter  bewegen, 
wenn  in  deih  ixath'.t  bezeftehnefeniAvgcnbuoke  alleKräfte  zii  wir^ 
ken  aufhorten  und  der  Korper  nur  nach  dem  Gesetze  der  Trägheit 
weiter  ginge. 

Nun  sei  während  der  Zeii  t  der  K$iper  einem  Winde  ausge- 
setzt, dessen  Geschwindigkeit  V  ist  und  dessen  Richtung  die  Linie 
BE  angiebt.  Man  ziehe  durph  i?  die  Linien  BX' ,  BT ,  BZ' 
parallel  mit  den  Achsen  AX^  AY,  AZ^  und  bezeichne  die  Win- 
kel DBX',  DB  F,  DBZ'  der  Reihe  nach  mit  «i ,  öi ,  Vi ,  sowie 
die  Winkel  EBX',  EBY!,  EBZ'  durch  1^,  ß^,  y«.  Dann  sind 
die  Gesetze  der  Bewegung  herznlettei}  aus  =den  Gleichungen: 


S  =  I  (  f'cOS  IJ4-  »  COS  ft)  , 


=  I  ( Fcos  74 — r  coffy, )  t-^ ; 
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Nun  ist  aber  bekanotlieli  27=»»  37=«^«!»  ^=<^<wÄ*  2 

ssefMtfx;    wir  erhaHeo  also»  urenn  wir  zugleidi  y^=r90^  settmt, 
HDs  also  auf  den  Fall  boschrSnken,  dass  dsr  Wbd  notisontal  wdkt: 

2)^=f(F««A-^), 

Die  Constanteii  der  IntegratioD  begtiinmen  wir  so,    dass  ni 

djc 
gleicher  Zeit  i,  s,  y»  s  Null  werden»  während  ^s=  Cco8a=:a» 

^=:Ccos/3=Ay2[^=:Ccosy=c  sein  soll.     Der  Kfirse  wegei 

setzen  wir  Fcos(4=<>^  Vcoaß^szb'.    .Wir  erhalteh  dann  dordi 
Integration  der  Gleichungen  (1)»  (2),  (3)  folgende  Fonmeln: 


«>elche  mit  Ldchtigkeit  in  fitzende  «ngewandelt  werden: 

7)  ^=c'— (o'— a)e     , 

8)  f  ;=6'^(6i-.6)e     *. 

,  ■:  ..:•••'■ 

>■     '■■  ■  '  -^ 

Durch  neue  letegration  leiteo  wir  hieraos  her : 
10)  Ä=a'«— 1(0*— a)  U-e    *  ), 

U)y=is6'<-^(ft'— 6)tl_c       t, 
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*  -f 

12)2=-(A-|-c){l-e      l-JW. 

Durdi  GleichsetzuDg  der  Werthe  von  t  aus  den  Formeln  (4) 
und  (6)  erhUt  man 

a' — a       A+c 

«  I 

woraus  sieh  ergiebt 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Integration: 

13)  (a'— a)2+(A+c)a:— (aÄ+a'cJ)<=0. 
Eben  so  erhalten  wir  aus  (5)  und  (6) 

14)  {&'— 6)z+(Ä+c)y-.(6Ä+&'c)te:0, 
und  aus  (4)  und  (5) 

15)  (a'  — a)y— (6'-.6)ar— (fta'— a6')<=0. 

Jetzt  sind  wir  so  weit  Yomsdirltten ,  dass  wir  die  Gleichun- 
gen der  Projectionen  unserer  Kugelbahn  erhalten  kOnnen.  Wenn 
wir  nämlich  aus  denOleicbungen  (13),  (U),  (15)  die.  drei  WerOe 
von  t  nehmen  und  den  ersten  substituiren  in  (10)  oder  (12)^  d^ 
zweiten  in  (11)  oder  (18),  den  dritten  In  (10)  oder  ril):   so  erhal- 


ten wir  die  Crleiehongto  der  drei,  Projectionen  anf  oie  Cordin^tan- 
Elbenen,  nämlich: 

16)  a's  +  tos:— ^ ^  U— <?  }, 

17)  6'2;  +  %=-^— ^^ — ^U-e  I. 

18)  a'y^-b'asz— — ^U^e  }. 

9 

Bringen  wir  die  EzponentialfimcÜon  in  jeder  dieser  Gleichuii- 

£m  auf  eine  Seite  allein  und  gehen  wir  dann  zu  den  natürlichen 
ogarithmen  über,   so  erhalten  wir  die  Gleichungen  der  Projec- 
tionen unter  folgender  Form: 

^         a-^a'  g(a — a')       ®  ,  .     #        i7« 
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21)  «= >  a:— — "7 — 'TTT'  log*  nat. 7 tt- 

Aus  den  gewonnenen  Formeln  ergeben  sicli  die  Effienth^mlicli 


keiten  dieser  Bewegung  ohne  grosse  Schwierigkeit  Es  ist  ferner 
leicht^  die  Gleichung  der  ebenen  Curve  herzuleiten^  welche  beschrie 
ben  wird 9  wenn  die  Richtung  des  Windes  und  die  Richtung  der 
Geschwindigkeit  im  Punkte  ^  in  eine  vertikale  Ebene  fallen.  End- 
lich gelangt  man  zu  der  Gleichung  (12)  in  §•  1.  zurück  y  wenn  man 
die  Geschwindigkeit  des  Windes  Null  setzt. 


1 


-■•••'••  .       ■       .  .  .  .         i .  , 

.  ;  .■■■•■:■.•.:•■  •■.■■.  ..•■.'  ■     ■      . 

^»ehtJtajg  zu  dem  Au^ait^  ftV>er  den 

Tortras  der  Mtehre .  Ton  der  AnflSsung 

der  Olelchtmieh  de«  drltceii  Orades. 

(TU.  VI.  Nr.  I.  S.  1.) 
Von 

dem  Herausgeber* 


In  dem  vorher  genannten  Aufsatze  habe  ich  ganz  absichtlich 
mein  Augenmerk  vorzugsweise  auf  die  reellen  Wurzeln  der  cubi- 
sehen  GleiehuBgen;  genehtet.  .  Weili .  jedoch  dieser  Aufsatz  nach 
einigen  tn'ir  zügeKommehen  freunflschaftlicheA  Mittheilungen  nidtf 
ganz  ohne  '■  Beachtung  geblieben '  und  hiii .  und  wieder  bei'm  Unto^ 
richte  benutzt  worden  ist>  so  erlaube  ich  mir  mfefeeB;  frühereo 
Entwickelungen  jetzt  noch  die  folgenden  wenigep  Bemerkungen 
über  die  imaginären  Wurzeln  hinzuzufügen. 

Die  imaginären  Wurzeln  erhält  man^  wenn  man  von  der  Vor- 
aussetzung ausgeht  5  dass  in  den  früher  gebrauchten  Bezeichnnn- 
gen  nicht  9 -f  ^1  =:  0 .  sei.  Dann  hatt  man  zur  Bestimmung  der 
Grossen  p,  q,  pu  ^i  nach  S.  2.  bloss  die  yrer^  folgenden  Glei- 
chungen: 
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Aus  der  zweiten  dieser  lier  Gleichungen  folgt   ' 

Multiplicirt   man   die'  erste  der  vier  in  flede  stehenden  Glei- 
chungen mit  q,  60 '  erhält  man  "    ' 

* 

also  wegen  der  Gleichung  ^y. 


f 

Multiplicirt  man  die  dritte  der  Gleichungen  1)  mit  q^  y  so  er- 
hält man 

p^q^'{'q^pi^  —  '3pq^  —  Zq^p^q^*=^bq^y 

..      i'J      ••  .  ■        -"•  ■      •■ 

und  folglich  >  weil  wegen  der  Gleichung^  2). 


!•■    .         '    *       •■..  ...'■...'        .V    .         .  .J  r    '.    ^     ... 

q^pi^==--p^qi^,  q^piqi^='-p^^qi' 

«    •  ■ .  •■• 

ist:  ■     '•  ......... 


4)  pXp'-3q'Hv'-9i')=iff- 


.  •  1    t 


•?       '■    ■•   V* 


Multiplicirt  man  die  vierte  der  Oleichuageb-i)  mit  q^,  so  er- 
hält man 


und  folglich,  weil  wegen  der  Gleichung  2) 


j» 


ist: 

5)    (^2^3p2)  (^._|:y^  )^0.  ;  ..  .     , 

Weil  aber  nach  der  Voraussetzung  nicht  ^-f^,  =0,  d.  i  nicht 
q=z^q^  ist,  so  ist  auch  nicht '^*='—flri',  d,  i.  nicht  fl''+9^i'=0, 
und  wegen  der  Gleichung  5)  ist  folglich 


/••■     • 
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6)    g«-^»=0 

Daher  haben  wir  .zwischen  den  drei  GrSssen  p,  q,  fi  jcU 
die  drei  folgenden  Gleichungen: 

(P'+9'')9'i=-|  «7» 
Aus  der  dritten  Gleichung  in  diesem  Systeme  folgt 

I 

also  • 

und  nach  den  zwei  ersten  der  Gleichungen  7)  haben  wir  daher  die 
beiden  folgenden  Gleichungen: 

oder 

9)    a»9»=-1728p»flr,V(6+8^')y»=%,«»,». 

Ans  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  die  beiden  folgenden: 

a*q*  =-n9Sp*q^ »,  216 (6  +8p*)p*q*  =  1728p»^, » ; 

also  durch  Addition: 

Mft  {«•+216(6+J^»)p»}f»=a. 

Ist  nun  nicht  9=0»  so  ist 

U)  o»+216(6+8p»)p*=0. 


d.  i. 


12)  p-+|«p.=-^«..: 


Lost  man  dl^e  Gleichung  wie  eine  quadratische  auf^  so  e^ 
hält  man 

13)  p»=-AlÄTyA*-,Va'), 
also 


4n 


14)  «=--4\f6TV6'-iVc'. 


Nacb  iet  dritten  der  Gleichnngen  7)  ist 


16)  ^•=j(y'"3^^E)' 


und  weil  aun  nach  dem  Obigen 


ist;  so  liat  man  die  folgenden  Aufl9siingen: 


S  B   ^  

'^       f ^        >  v=±-q^yl  ■ s !. 


Pi= i ,   vi=+ 


e^I^^A^l   ,  2V3.V^^^ 


und 


P 


-4i^l±f?sg,  ;=.±^5^S; 


a  ^  a 

>» _>>  I II  ■  ■ 


Pi— .  »  9i=T- »p__^____ 

^y  6+V>-ic£L  2V3.V  *+lA* - iV«! 


3 
Weil  nun  belcanntlich 

■  '  '  '  .  • 


4st,  so  ist 


4S2 


16)   x=-l\  b-Vfi*—^a* _o 

'  2  », 


("2"~      ~"2 — f » : 


■.2v3Y*=:iI!H5Z 


i^:=i 


..         -2 


•  ■  1  •  ' 


und 


4r*+^^v^^" 


5H/3 


y  b+rt:=^  I  ^-*- 


Durch  leichte  RechuuDg  überzeugt  man  sich,  dass 


iX^  \  : 


ist,  woraus  man  ferner  ohne  alle  Schwierigkeit  schliesst,  da^  die 
beiden  letzten  Wertbe  von  a:  von  den  beiden  ersten  nicht  verschie- 
den sind,  und  man  a^lo^  wie  es  erJTorderlich'  ^t,  Ott  x  nur  zwei 
Werthe  erhält. 

Auch  ergiebt  sich  leicht,  dass  man  diese  Werthe  von  x  auf 
folgende  Art  ausdrücken  kapu:  . 


/        • 


18) 


.=-i\\fhz^:^^=t^+yfJ±^^^ 


±^\\/~^n^it^^)[ttn^:^\rz 


oder 
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-2V3 


yiizsis!  "-Y"ft--»^6^^=Ä^'j^^^- 


auch  p=0/ und  wegen  der  ersten  der  Gleichungen  1^  also  a=0. 
Die  dritte  und  vierte  der  Gleichungen  1)  werden  in  diesem  Falle 

Weil  nun  aber,  oach  der  .yoraw^etzigig,  nicht  g  +  q^z=0  Ui, 
HO  ist  nicht  q^^iO,  und  folglich 

Führt  man  diesen  Werth  von  f,*  in  die  erste  der  beiden  vor- 
hergehenden Gleichungen  ein^  so  erhält  man 


und  folglich    ' 


Also  ist  in  diesem  Falle 


•>>i'=^{*,  al«o  pi=n— iV», 


qy-=JbPiV3^T^Vb. 


'  '  . 


i't.'. 


\. 


20),  ar  -  -  4  V* .  ( l  ±  V3 .  *^) 


I     >L 


oder 


I  •• , 


i    : 


.■•-  ; 


•..i'.m'.  «;-.'l* 


..  ■•  .-öl)  ar:ffi^iV*.(44:Vmf«)-.... 

Ganz  denselben  Ausdruck  von  x  erhält  man  z.  B,   aus  18X 
wenn  man  a=0  setzte  jmd  sieht  als'o,'  dass  die  Gleichung  tS)^  so 

emein 


wie  eben  so  jede  der  GieichÜBUBfen  16)  >    17) »   19),  ganz  allgemeii 
gültis:  is^>  ^.  b^.  für.  jedes  reelle  a^  auch  für  a==0,  gilt. 

Daiää  sicn  die  vokhergehenden  Ausdrücke  auch  aus  der  Glei- 
/  chung  6)  in  { dieinent  irüneren  Aufsatze  herleiten  lassen  müssen, 
versteht  sich  von  selbst,  was  aber  füglich  dem  Leser  überlassen 
werden  kann.  Meine  Abslclil^  im  Voäergeb enden  war  nur,  die 
in  dem  früheren  Aufsatze  bei  d^r  Bestimmung  der  reellen  Wurzeln 
angewßl^dt^. Methode  B^ch  etwas  weiter  zu  ver|ialgen,  aus  welchem 
Gesichtepunlkte  man  all<;in  das  Vor)iergehepde  zu  be^JEM^ten  hat. 


i. 


^  i  • 


.V. 


Theil  VI. 


•  i..    vi 
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isi 


Heller  liestiniBite  Integrale^ 


Von 

Herrn  P.  Arndt,    *^  '» 


■i\ 


». 


v 


V» 


I-    ..  '.  f    )     .»•-  ••■I» 
•  I    • 


Durch  gewöhnliche Dmston  ethSUmaD  die  identische deidm 
•         ll^  =(-l)-;;£„^+(-l)'^^  ^-. 

-         ■     f         ,y. 

Multipiicirt  man  auf  beiden  Seiten  durch  eb^  und  integriit  f 
ar=0  bis  a:=t:l,  so  entsteht  ■'    •  i  J'^oi.    -^  ..^;^ 

« 

Differenziirt  man  ^iran  die«te  Gloichiiitt^  na^ltiii>  die  resultiicn 
Gieichuns  wieder  nach  a  u.  s.  f.  >  so  ern&it  man  nach  und  nad 


i:,    •:' 


/ 


0        1+^ 


-<-'>^3:<.;fe?+<-«-/'=^^i^' 


1        • 


u.  s.  ^'*jt  alsp  allgemeiD .  >  .^ 


/ 


oder  .,.,.' 


,  ^ 


..{:.!• 


l.3...(/i— 1)^0^" 


J+^ 


Uotersiiclien  wnr-  noo  sanächst  die  GrVn^,  weli^her  ülch  das 
auf  der  Rechteb  Ati^^häc^e  Integral*  Dähi^ix^  wefiti  n  iDis  tjDend- 
liehe  zunimmt.  Zu  dem  Ende  wende  man  auf  dasselbe  den  be- 
kannten  Satz  an     /    /(ai)Är=fc(/S— a)/{a+'&(/5~a)},    wo    ^^ 

•J  « 

zwischen  0  und  1    liegt«     Ib  jBezuff.auf  unserp., Kall ri^^t   dann 

Jo   ~ 1+^ f=         1+^ ,  ^nd  ^ißspr  Ausdruck  ver. 

verschwindet  offenbar  ii^,n==  od  ^^  lii'mDF  ui^Iit  etwa  «^  selbst  ver- 
schwindet Fände  diess  Statte  so  hätte  msL'n  die  Grenze  von 
'^4:»4-^(^)i>-V(i2f  4/BM^  i^Kendlioh  abinelimesde  (<^  z^  enpttelp«  und 
nach  bekannten  iPrincipien  über  die  Auffindung  Äbr-  Greiijiftißrtbe 
würde  man  Null  als  Grenze  jener  Quantität  finden.  Das  obige  In- 
tegral verschwindet  also  stets  für  ein  unendltehes  n. 

Was  fehi^  dfe*  Summe  (—1)»  2  \  ,'  ,  (\V  betrifft,  so  eon- 
vergirt  sie  i^aoh  denPr^ncipien  uber,j^e|C(uiv^rgep^^ 

eine  bestimmte  Grenze«  welche  durch  ( — 1)»»   -^     7 — ■'  ^l^  \L'  be* 

«=0    (o  +  l+n)P 

iseichnet  werden  kann.  .         1  ^ 

Nach  dem  Obigen  iKt  dähe*  '       \ 

Ganz  ähnliche  Petra^tungep  ergej^^p.  Aie '^leichung 

i       .       J  »  .  ^     .'.''\ 

In  dieseiP^RelaSöavcla^i^  ^erjjp^fi^t  1  isM*;' VeU\  dann  die 
Summe  auf  der  Rechten  unendlich  wird.  In  1)  kann  aber  p  die- 
sen Werth  habeb,  indem  die  betreffende  Summe  elfl|[i«llr>'ist.^^ 
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1  '        •  ♦  ■ 

Setzt  man  -^l—  tOi  Ix,   so  gehen  die  entwickelten  Gleichan- 
gen  über  in  die  folgendes: 

*^    2.3...(p— IX/r         1+^        ~«=»  («+!+«)'■ 

Lassen  wir  nnn  a  sich  der  Null  nShem,  and  gehen  zndn 
Grenzen  Aber,  so  wird 

"^    2.3...(p— l)J„       i+x     — ^""'f^o  (1+«)»' 

*.     •  .  .  ■        ••       ■  .  "i   • 

*  IL  •■■^  ■    .  ••     ■■-... 

Die  Gleicirangl)  wird  für  p*—l  folgende: 

Setzt  BMin  liieifn  ar±=ts^ng9>'9  so  findet  nm«  nach  elühlgen  leidi 
ten  Redadtiodeil:       •'     '   ' 


• .  I   .  ■ 


^^ng,^=(-l)"^^^;p^^. 


i'-..  ;  ' 


,  I,  ,. 


Mbümt  tea^  ht^rin  fttr'  <i  d^r  fiöihe  nach  0;  2/4,  6,  etc.,  so 
ergtebtsich:         .  ,•;;;.  y\\\   -.r.  . 


'  • .  k 


y^*'d9,=l- J+ir-T-f «t<=M;^,;    i; j 


■  ■ » 


+*-*^«<??- 


^t>lÜ%V«<^ 


"*       »..»*• 


allgemein       :^ ;        •  v 


Deshalb.  Ittt      ,i'.nwf''  s-i/t:«»!»'.»'!  *iili  mtlml  r.'>V    :  i':       /     .. 


J 


4sy 


#       tang  9*^9= 1—J  w, 

>  •     :  I  ■.       ■ 

«.  s%'  w^;  ftUd  allgemeiD  = 


•i  ! .      •  II    , 


1      %  .    1- 


y"»!--  4  4  I  ■  ^ 

„*    tai^»««d»»=2^1~2^t2^--«tc.+(-.l)t.J«. 

Auf  ganz  ähDÜche  Art  wird^  wenn  man  tOi  a  succ.  1^3^  5,  7, 
etc.  setzt:  »     . 


r--  i      t 


In  beiden  Formela  ist  q  eine  positive  ganze  Zahl;  man  erhält 
dieselben  auch  durch  Anwendung  von  Rctductionsforpieln. 


•  .    PI  I    • 


Setzt  man  überhaupt  in  der  Gleichung  1)  a?=tang9^9  so  ent- 
steht nach  einfachen  Aeductionen 

„   <^        '  •  '•■..'■ 

und  wenn  man  df  sidh  der  Null  nähern  lässt : 

V  .  ■  ■     •   .  i    .  »  '       ■  . 

Setzt  man  ip  der  Gleichung  2}  a::=:s\a<p^^  so  entsteht  nach 
einfachen  Reductionen  ^'  *  1 

^^^    2.3...(p— l)Jo  C0S9    ^ 

1 


und  wenn  man  a  sich  der  Null  nähern  lässt: 


438 


IV. 

Die  SuiniiieD  in  d^n  GleichuiigeD  S\,  iS),  13)  lasseD  sich  be- 
kaaDtBch  durch  Bernovllische  Zahlen  Alpdrücken,  wenn  p 
eine  gerade  Zahl  ist.  Weiss  jnaa  den  Ansdmck  iur  die  Snnune 
fai  6),  so  können  die  Ausdrücke  für  die  ührigen  gedachtes  Swmaea 
daraas  abgeleitet  werden«    Diess  zn  zeigen,  sei 

«»=«        1        11        1 


fo  (l+2ii)«^  — l«f  +3*f +5%  +  ^' 


Man   findet    leicht  die  Relationen   s+$iz=i^6j  *~-f|=yijj--r. 

2«f  —  1  2V-»— 1 

ans  denen  sich  ergiebt  tf=:    ^j^»  ■^,  <|:=    ^a»  » — '•  Demnach  hat 

man 


• . 


'—d»  (l+ii)»f"'l.2.3..2y'"' 


: } 


*.— I 


,^0  (1+2»)««  —    2.I.2.3..29  ' 

t»-i 


indem  i?  die  ^te  Bernoullische  Zahl  bedeutet. 

Somit  haben  wir  stt^tder  GieidiuQgen  5)^€),  13) die  folgenden. 

.  p^  (fi)«^'Ap^  (agg-^^t)'!^'  ^  . 

t/o         1+ar  a^r       ...ir»   \ 


.  ( 


15)     I     r<^-F>^'rf^^«^-'F\^^.        ^ 

J   t/o       '      i— -^  ^^  *" 

^0  C0S9  2.2^ 


Uli  •         *  *'i.»-.      '» 


4M 


V. 

Die  Summe  in  der  Gleichung  11)  kt  ein  l^iecaoteiieoefBcieDt, 
n  p  «Dgerade  ist,  denn  man  weiss,  dass 

secars-:'  ^   (—1)".: 


«  «so  ^     ^  *l-f2n 


)•     1 

^ 


+^-Z' (-*)"• 


*  ^'      '       ■  ■■  *" 


«»    ,^  ^      ^  "(1+2«)» 


2«;r^  f^oD  1 


+  u.  s.  w 

I 

Bsaeidmet  man  also  den  (9-|-l)t«n  SecantencoefBcienten  durch 


l«2.3««Sflf«  C  9ir9\ 


16)    /^**  (/tangy)»«dya=      '    ji^Vi 


'•    .t 


1   •     I 


t 

I.     : 
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■ 

i 


;i  .. ■    ' •  ...      .      i-i:-       •    «1 


■  •  - 


<•    •  I 


•  .  -  ., 

■■•■•:"  ■ 

HTaclttragr.  zb  der  Abbandlmii: 
lllier  Systinme  Yon  liinseBglftsem. 

(ThI.  VI.   Nr.'x.   S.  62.) 

t 

Von  ,  '  . 

dem   Heraasgeber. 

•  -■•.■  •   '  •         -    \   ■      .'•• 


Ueber  eio  Paar  der  in  meiner  vorher  gekkinnteln  Abhaodlunsr 
bewiesenen  Formeln  erlaube  ich  mir  in  dem  vorliegenden  kurzen 
Aufsatze  noch  •imge^naehtr^gliche  Bemerkungen  xii  machen. 

Setzen  wir  der .  Kj$rze  wegen  .   i  \ 

1)  jw  _  ^ ._,^  -.  gp  , 

so  haben  wir  nach  56 )  oder  57 )  der  genannten  Abhandlung  die 
Gleichung 

2)  (p(M-.F(«'))("^jW':::i:Fi('))=(j(»-))«. 
Hat  man  nun  aber  überhaupt  eine  Gleichung  von  der  Form 

so  lässt  sich  dieselbe  nach  einer  wohl  von  Mtibius  zuerst  gemach- 
ten Bemerkung  immer  auf  die  Form 


x+2  —  a  ■  y  +  2 — ö      z* 

oder  auf  die  Form 

1,1  1 

+ 


bringen,  was  sich  leicht  durch  ganz  einfache  Rechnung  beweisen 
lässt.  Wenden  wir  dies  auf  die  Gleichung  2)  an ,  so  erhalten  wir 
die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


und 
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1  f.  1  _  1 

Setzen' Wir  nun 


^  . 


und 


also 


und 


•■'«...         ;    • 
"  -     •  •      I       >    ' 


woraus  leicht  mit  Hülfe  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  GojO(r*f 
dtiiAtfelQi«)iiQ^:Je4to"die  «igeoftKdbe  fi^eutunfr  deii  Grusden  Pt^)^ 
Pi<^m|L.i2<(^^  J^(<>!eiftellen  wiDil{.,90|  «fhi^ft^nii^ie  Gleidhunge» 
3)  und  4)  folgende  Gestalt:  :  .i  ^•M:^ 


1  1         :1 

""^  -'\i-)i»  ^«j'^;?--.:^.A(-:; -:J^'■■.- 

Für  /^*)  unendlieli'^Wifä  Pit^lsr^/lO,  und  ^en  so  wird  für  PtW 
unendlich  KO=J(0.  Für  17(0  unendlich  wird  JTiCO  =— J(0, 
und  ehen  so  wird  für  JTiCO  unendlich  110)=:— J(0,  Weitere 
Folgerdnji^daus 4eD:|ieideD  vojdbergeheuden  Gleichunffen  iniiiehen^ 

fehürt  hier  um  so  weniger  zu  meinem  Zweck.»  weil- mce^lbe«: eine« 
'heils,  schon  aus  den  Arbeiten  anderer  Mathematiker  hinreichend 
bekannt  sind,  andern  Theils  ich  selbst  bktd  «ih ^ grosseres  selbst- 
ständiges Werk  über  diese  gegenstände,  zu  verj[^nentlichen  beah- 
sichtige« 

In  Betreff  der  Glei^hiitog  66)  in  meiner  oben  g^achten  Abhand- 
lung, nämlich  der  Ghiichung?-.  ■  //  .'{. 

oemerke  ich,  was  früher  mit  Unrecht  unterlassen  worden  ist,  dass 
dieselbe  sich  noch  wesentlich  vereinfaieheB  lässt,  Wenn  num  statt 
der  Grösse /t*)  dip  Grösse  iRCO- einführt         . 

Weil  nmhnch  nach  37)  und  64)  meiner  früheren  Abhandlung 


«"-«■'= -^T^AiSr,, 


1^^ 


"      .       • II-    '        {•    ■"  t  t  « 

(    ..:    -  ■  •  .      (ilf('-'))» 


und 


:^??v^ 


f-'»'kW 


ist,  80  ist 

^tO  3i(0 

'  •  . . 

woraus  leicht 

3i(0 +3li(0  (p«  -  fi}) ) = a»i(0  (p(»)  -  F(0) , 

also  nach  dem  Obfgen  ^\        -.  ■. . 

folgt.       •■  .      '  ■     .     ■       .i     .  :   ■■    ■        .■ 

Nach  den  beiden  Gleidmngien  53)  BMiner  frflheren'Abktuidlag« 
in  Varbindinig  mit  den  CüeichongCin  5^;  etfailt  man  die  fdgwM» 
Gleichnngen: 

30)=2V(»),    ■ 

3«=3a)2V(«)^SC9  (*0)*, 
3(»)=:3(«>M»)^3(i)(iW»))», 
3(*)  ^  3(»)  ^l*)  -  ß«  <4f(*)  >». 

t 

Vergleioht  man  nan-  diese  «Gleidbongca  mit  den  auf  &  84.  bf 
wiasenen 'Crkfchungen :  -   y. 

8ii(»)ÄSfti(^i«c«>^ai,(3)(iife))«  .=  , 

'  u.  s.  w.  ^ 

■    •  -  •  •  •      .     '     t        •       •       1 1  .        ■  J         t  » 

fio.  ersieht  dick  auf  der  SMe  ....  .1! 


*  •  •  i 


I  l.l. 


m.(»)=3(«»).  S»,(«)=3(»);  «iC^=3i«)j  3li(-*)==3(»),-:..! 

■"*'■■  .,-■'■.  .;     .,M«,     ;.,,'■■        •       .   •    .1«.'     J  »  •• 

also  allgemein  .        . 

12)  miOsRSf*-»;)^ 

Weil  nun  aber  nach  der  zwetteli   Seit  Gleichungen  53)  mefnef 
froheren  Abhandlung 

ist,  soist  ^ch 
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13)  gJi(0=9K0, 

und  mu)  luma  also  die  tSUfcbone  li>  'audi  auf  to\s)eaite'Ak  aliSr 
drücket:  .-■'     • '■    •        "^y.      '        •    ..  •  *  •.    ..S^.  •  _,  .iT. 


oder 


...  j      • 


.1 


« •  ,  # 


»    -  ^      ■ 


■■■■••  .    .    ■* 

lieber  eine  Methode  zur  Bestimmuiifif 

die  Wftpmek  "•■ 

dem  Hei^äsjjgeber. 


"•«v    't 


An  die  eine  Wasschale  einer»  genauen  Wage^  deren  Wag- 
ficfaalen  auf  gewöhnlicne  Weise  unten  mit  Häkehen  versehen  stm; 
hänge  man  mittpißt  eines  feini9i\Fadenseineii^ festen  Korper,  senke 
denselben  in  eivye^iln  nieht  auflpAeod^  FMssig^it  bei  drei  mög- 
lichst von  eiäanaer  verschiedenen  Temperaturen  ti,  t^,  %,  die  bei 
jedem  «^erötr^Vefisuehe  mit-  eilneMi  genauen  Therm<mietbr  bestimnkt 
ffer^'  m(tssen<^  ^fr^  und'  legie  jedesmal  in  die  aqiere  Wügtichäl« 
so  viele  Crewichte  Gi,  (Ora,  A>:dasB  ^e  Vl^ge* im-€r(eittfcj;«*iiokrle 


i^etaucht 
Bezeichnen   wir  nun   das  Gei^icht   einer  VQlunpeneinheit  der 
Flüssigkint  bei^  der:  Tiwpefatitr  0  dbreh  /\  upd  A'tl  ciwisclie  Aus- 
'  dehnung  der  Fhii&sigkeit  Air  jeden  Graa  des  Theimometers  durch 
%;  so  sind 9  wie  leicht  erhellen  wird,  die  Ge^pichte  einer  Volumen- 
einheit der  Flüssigkeit  bei  den  ICemperaturen  €(9%,  t^  respective 


TTiiÄ' T^'' rr;^- 

Bezeichnen  i[ri^  also  f<6cner  dJe  Voliimina  de«) in  die  Flüssig- 
keit eingetauchten  ftsten  *  Kurpet«  ^  bei  den  Temperaturen  f|,  (%,  t^ 


AM 

<m  .1  '.1: 


rej^pecl|iFe  dj^jch  F],^  V^^^^  V^i  so  sind  die^emchte  der  bei  den 
drei  VersucneQ  von  dem  «ingetäuctiten  Korper  aus  der  Stelle  ver: 
triebenen  FlüssigkeitsvolumiDa: 

i+*ti'    1  +  xV   l+«<3' 

und  weDD  wir  nun  das  G^ic^t  dei|  Fadena durch  j/r^  den  Gewichte- 
verlust des  in  die  Flüssigkeit  eingetauchten  Tbeils  desselben  io 
der  Flüssigkeit ,  welchen  wir  wenigsteniT  mit  grosser  Annähening 
bei  allen  drei  Versuchen  werden  als  gleich  annehmen  können^  dnr'cn 
y  bezeichnen;    so  sind  offenbar  • 

rv 
rv 

na(jh.«mm  bekm^tM^  llJEidrostatischeii  Satxe^- 4fri^,4tii#i^€k0  ii^r 
das"  wirkuche  Gewiclif  des  in  die  Flüssigkeit  eingetauchten  fcSsten 
Korpers,  wodurch  wir  ^-fileiäiiitigen  -  .-■ 

rv 
rv 
rv 

-1.-'/  .».."'  ^-T^H        '  . 


<^» + 1+3^  *=^*+ T+1^ = <^»  *  inMJ^  ' 


i  •    I 


eirharteQ4;  -  Beseichiien  wir  nun  ab»  die  cubische  AiuideliiittDg  w 
Mre(  ie^t^n  K^^ersfiir  teden  Grad, des  Thermojs^i^TB  dvam  fh 
uii4ide8S0nr  iV^lumen  bei  der  Temperatur  0  durch  V,  so  ist 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

.  i,  Ay^  diesen. Gleichi^ea  ergiebt  i^icl|  •     .    r; 


also 


1  +  «^      1+x^ 


-1 ' 


»  • .  \« 


oder  V\  '      ;   .  ,     .■-    j. 

l+»<a   Gl  — Ga_(l'+">*<i)  (!  +  »<«) -(l  +  »«i)(t +  ^y 

I  •  ■     j      !        '  • .  ..•••■•; 

also,  wie  inan  nachJi^cfater  Entwiekflinne  fini^et : 

d.  i. 

Aus  dieser  nur  die  ein.e''uitb^kaun^  GrSsse  x  eothaltendeo 
Gleichung  erhSIt  man  "dhne  ScÜirierigkett  '.  i  ' 

'  *^    '«•  ik-ti> (Gl - Gk)»- «kW -J-A) (C?i - %) 

oder  '      -'•    '   ^^   ---^i^'    •  -'     •■..   ^]   ■  ■'  ,;■ 

mittelst' Wlc&€irFd^m^l'^l|^' IC  frei^fc^  tanö. .'  *-.  ''^.  ' 

Nimmt  man  statt  des  Fadens*^'  an  welchem  'der  ^ber  difii' Ti^f- 
suchen  gebrauchte  fbste  Kprper  aufgehängt  w|ifde^  einen  feinen 
Draht,  fegt  den  festep  JKörper,  nachdem -man  x  bestimmt  hat,  in 
die  Wagschale ,  an  ]n^elcher,  derselbe  vorheoc .  aufgehängt  wurde, 
lässt  den  Draht  wiedl^r  eben  so  Veit  m^  bel'^en'^ißWÄ  V^eräü^hen 
in  die  Flüssigkeit  hineinhängen  und  legt  nun  in  die  andere  Wag- 
schale so  viele  Gewiehie  \&9  bia  d(e;Wage  im  Gleichgewichte 
steht,  so  ist,  insofefti  man,  u^nn  der Kurperj^nur  klein  ist,  seinen 
Gewichtsverlust  in.der-lwuft  :Als^unmerklicn  vernachlässigen  kann, 
wirkliches    Gewicht  ^^^flTepl^aT  '  G— (^--^y);   und    wir   haben 


sein 


daher  nach  dem  Ohigeq  di«^,  drei  folgenden  Gleichungen: 

1-    :  !  i    {'''  :/wi?vi'.'t;'>  Ulli)  /   ".'•'•.  ''ßfl7k»\  ■     ••    .     .;  .  .     . 


I  » 


rVA    *'      ••■.     ■•■!.;.        .>.:•.■..        '-i 


rv 

also  9  wenn  man  fvat  V^   V^,   V^  ihre  aus  dem  Obigen  bekannten 
Ausdrücke  setzt: 


•US 


I      • 


Also  ist 


oder 


also 


gv,    ~     t»{i  +  **i)(G-Gi)-h(i+Mi^(G-Gj' 

(1+«^)(G-C.)-(1+»^)(G-C.) 
•*         Ml +«4)(G-  G,i-^^  (l+«t)(G-  G«) 

Ha^  man  bei '  irgf^nd  einer  best inunten  Temperator  t  das  Vo- 
huneD  S  des  bei  den  Veraidb«a  angewandten  featen  KSrpers.  dnrdi 
wirkliche  Abmeacongen  ennittelt,  so  utt  \ 

«=(i+^ir)r;aisor=j:5_.. 

folglich  nacb  dem  fKügifD,  wie  man  leicht  6ndel: 

wodurch  also  auch  das  Crewi<^t  einer  Tohmieneinbeit  der  Flüssig- 
keit bei  der  Temperatur  0  bestimmt  ist. 

Wie  man  aas  der  cuUsehen  Atisdehnnag  die  lineare  findet, 
braucht  hier  nicht  weiter  erörtert  zu  werden« 


•>•    ■■..-;.•'■      »;. 
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.'  II 


,  ■  ■.  » 


«  '» 


miscellen. 


'!  ■ 


J  '/  ^         '■  ■  ■  •   .  I  • 


Wenn  die  Grössen  R,  <p,  iff  ^U8  äep  drei  Gleichungen  A:=s 
R  cos  9>  cos  if;,  B=R  sin  9)  cos  ^,  C:±=  A  sin  ip  bestimmt  werden 
sollen^  so  wird  dabei  gewohnlich  n^h  die  Erfüllung  der  Bedingung 
verlangt^  dass  R  positiv  werde.  Soll  diesi^fiedinguug  erfüllt  wer- 
den, so  muss  man  die  Winkel  p,  ofi  fiuf .  eine  J^hpygt«  Weise 
nehmen.  Da ;  flÄehere.:Regeln  hierffir..  ^emewigli«^  mcht  gegeben 
werden  5  so  wollen  wir  dieselben  hier  einmal  im  Folgenden  zusam- 
menstellen ,  nndem  wir  dabei  siugleich  von  der  Annahme  ausgehen, 
dass  9>  immer  positiv  und  yoi^  O^  bis  '^60^,  dagegen  i|;  positiv  und 
negativ  5  aber  rücksichtlich  seines  absoluten  Wc|^^ÜlMf,,n}u;  yo9  0  bis 
,9(r  eenommen  werden  soll.  Wollte  man  auch  'if;  istetspoBitiv^  und 
von  0  bis  360^  nehmen  5   so  würden   die  Regiln   anders  ausfattui^ 


i^erden  sich  aber,  na!|h  AnleiluAg  des  Folgepdea.,^.  iäiifai.er  leicbt 
aufstellen  lassen,  was  auch  'zu  zweckm&^gen  tlehu^gen  ifi 
Crebrauche  der  Zeichen  iieim  trigonometrischen  xJnt^rrichte^e^i»^ 
lassung  geben  kaqp. 

2ttr  Bestrmmii^g  vbti  ip  hat  mäii  die  Fomiet        \  -  " 

B 

Zur.  Bestimmung  von  ^^  hat  man  , '  y 

■*'  ■         '     C       \      ''C   ■■ "'        \ 
.    tang  '«/'  =  2^  CO«  V,  =^  5  »*n  9),     \ 

und  R  ergiebt  sich  mittelst  der  Fprpifl^      \ 


Ä  = 


cos9>cos^  .isbi.^.ee8t^  (.  «uhiy»;:*   \,\ 


Soll  nun  K  positiv  werden^^fo  müssen  die  Winkel  g>,  if;  unter 
den  oben  gemachten  Voraussetzungen  auf  folgende  Art  genom- 
men werden: 


A,  B,   C 


\  +  + 

f  +  — 

-  +  + 

-  +  - 
-  -  + 

+  -  + 

+  -  - 


0  <9<  90»,  0<l»<+90»: 
0  <9<  W»,  0>i^>-90»: 

180»<9><270»,  0<^<+W»: 
180»<9><270»,  0>i^>-W»; 
270«>^<Ka|»*.  0<t<+90»; 
270<»<  9»  <ato»,  0  >  f  >  -  90». 


^     ■■^ 


Nach  eioer  Bemerknng  des  Hem  J«  A.  Serret  io  fjiovTil- 
le*M  Jonroal  de  Math^matiqaes.  T.  UL  ji.  436.  kauio  das 
im  ArchiT«  ThL  IV.  8.  116.  besprochene  bestmunte  Integnd 


•>S  f '. 


1-1-  " 


a:* 


mkx  iefekt  4ttf  ^Igetide  Art  gefiudeii  werden,  f 
Man  Mint.  a?=^tang^,  00  iat  ^='Aretangar^ 


■  .  ■  <i 


.  dx 


Mm  M  ofMbd/ 


i  ■'»'  i«  .    :i/*lir' 


/'"**/ 


1  J ,' 


l  cosL(\üf  -^  ip)  dq)—  f       lcoa^49^ 


Aus  der  Natur  der  be^immteo  Integrale  erhellet  aber  sehr 
leicht,  dass 


■  r  •  »  I 


/cos  ^4^=  I       /cos  (i» —  9)  rfy^ 
iMt.    Also  ist 


wie  a.  a.  O.  gefaftÜen  worden  ist 


'.»!'. 


Oreiftwaid,  gedmekt  hei  F.  W.  Kunike. 


^1«  o/u^  Jfc^fc— «  toUj^\Ar'  Z^* 


JLtterarteelier   Bertelit# 


Hetier  matlieiiiatliisclie  Metliode. 


UDtersuchuneen  über  die  wissenschaftliche  Me- 
thode mit  besonderer  Anwendung  auf  die  Mathematik^ 
von  Dr.  Aloys  Mayr,^  öffentlichem  ordentlichem  Pro- 
fessor der  Mathematik  und  Astronomie' an  der  Julius- 
Maximilians  -  Universität  zu  Würzburg,  Würzbure. 
1845.    8.    1  Thir.  12  ggr. 

In  den  nachfolgenden  Untersuchungen^  sagt  der  Herr  Vf.  in 
der  Vorrede,  habe  ich  die  wesentlichsten  Fragen  über  die  wissen- 
schaftliche Methode  erörtert,  die  Fragen  über  die  Hilfsmittel  des 
Denkens,  über  die  Definitionen  und  Zeichensprachen,  über  die 
Axiome  und  Beweise ,  über  die  Auffindung  .  der  Lehrsätze  und 
über  die  Elementatisirune  und  Ordnung  aller  Wissenschaften. 
Mehrere  dieser  Fragen  habe  ich  von  einem  neuen  Gesichtspunkte 
aus  betrachtet,  wie  die  Lehren  über  die  Zeichen  und  Axiome;  für 
andere ,  »wie  für  die  Lehren  über  die  Analogie  und  Induction,  habe 
ich  bestimmte  ^nd  unabänderliche  Gesetze  festzustellen  gesucht 
Ich  war  bemüht,  die  Beweise,  sowohl  die  directen  als  aie  indi* 
recten,  ihrem  innersten  Wesen  nach  aus  einander  zu  setzen,  und 
gleichsam  zu  zergliedern,  und  den  ganzen  Vorgang,  wie  er  in  allem 
Denken  stattfindet,  und  immerdar  stattfinden  wird,  zu  enthüllen 
und  aufzudecken.  Vor  allem  wünsche  ich  aber,  dass  die  Unter- 
suchungen über  die  bestimmten ,  der  Mathematik  coordinirten,  Ver- 
nunft-Wissenschaften beachtet,  und  einer  ernsten  Prüfung  unter- 
worfen werden  mf^gen.  Ich  habe  die  Lehren  über  die  Methode 
.  mit  beständiger  Rücksicht  auf  die  Mathematik  untersucht  und  vor- 
getragen, und  die  gefundenen  Resultate  in  dieser  sichersten  und 
am  meisten  vorgeschrittenen  Wissenschaft  zu  erproben  gesucht, 
einmal  weil  in  inr  die  meisten  Aussichten  auf  einen  günstigen 
Erfolg  gegeben  sind,  und  dann,  weil  es  besser  ist,  sogleich  zu 
bestimmten  Untersuchungen  überzugehen,  und  die  strengen  For- 
derungen der  Methode  an  sich  selber  zu  stellen,  anstatt  die  Un- 
tersuchungen im  Aligemeinen  zu  halten,  und  Forderungen  an  An- 
dere zu  machen ,  die  man  vorher  nicht  an  sich  selber  gemacht  hat. 
Endlich  kann  es  für  eine  allgemeine  Methodenlehre  nur  erwünscht 
sein,  wenn  sie  die  Probe  einer  wirklichen  Wissenschaft  aushalten 
kann.  Uebrigens  bin  ich  bemüht  gewesen ,  die  Gesetze  in  solcher 
Allgemeinheit  zu  entwickeln,  dass  sie  nicht  für  die  Mathematik, 
allein^  sondern  fär  alle  "Wissenschaften  gelten  mögen. 

Baad  VI.  22 
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lieber  diese  vorzug5«\veise  ein  philosophisches  Interesse  io 
Anspruch  nehmende  »Schrift,  deren  ei&entiiche  Tendenz  Torber 
absichtlich  mit  den  eigenen  Worten  des  Herrn  Vfs.  angegeben  wor- 
den ist,  ein  bestimmtes  Urtheii  auszusprechen,  darf  sicri  der  Un- 
terzeichnete nicht  anmaassen ,  weil  strenge  gründliche  umfassendere 
philosophische  Studien  ihm  seit  längerer  Zeit  ferner  gelegen  haben. 
Aber  so  viel  darf  derselbe  versichern,  dass  ihn  bei  der  Lectfire 
dieser  Schrift  die  niichterne und  deutliche,  mehr  an  Ültere  philoso- 
phische Schulen  erinnernde,  ein  vages  philosophisches  Räsonoe- 
ment  überall  verschmähende  Darstellung  wohlthuend  angesprochen, 
und  er  selbst  aus  derselben  manche  Belehrung  geschöpft  tiat.  Er 
^oinscht  daher  auch,  dass  diese  Schrift  insbesondere  auch  tod 
Lehrern  der  Mathematik  an  höhern  ünterrichtHaDstaiten  Dicht  ganz 
unbeachtet  bleiben  möge,  welches  öfters  das  unverdiente  Loos 
solcher  die  Philosophie  mit  der  Mathematik  in  Verbindung  brio- 
geuden  oder  die  erstere  auf  die  letztere  anwendenden  Schriften  zu 
sein  pflegt.  Auch  glaubt  derselbe»  dass  die  Mathematiker  hi  der 
vorliegenden  Schrift  mehr  für  ihre  Wissenschaft  wirklich  Erspriess- 
liches  finden  werden,  als  in  manchen  andern  zu  seiner  Kenntniss 
gekommenen  Schriften  von  ähnlicher  Tendenz,  so  sehr  dieselben 
auch  oft  auf  einem  hohen  Kothurn  einherschreiten  mögen. 

G. 


C^eschiclite  der  Maflieiiiatik. 


Storia  della  scienze  matematiche  in  Italia,  di  Gugffielmo  Libri. 
Versione  di  Luigi  Masicri  dottore  in  fisica  e  matematica. —  Milano 
1843—44.    Puntata  V  e  VI.    In  8.    1.  30. 

(M.  s.  Literar.  Bericht  Nr.  XVII.  S.  257.) 


S^ysteme,  Iiehr-  und  IRTorterlbficIier. 


Rost,  F.  M.,  die  Elemente  der  Zahlen  und  RaumgruSseB- 
lehre,  l.  Band.  Arithmetik  und  ebene  Geometrie.  2te  vermehrte 
Aufl.  mit  3  Figurentafeln,    gr.  8.    Berlin  1845.    1  Thb.  16  ggr. 

Lehmus,  Dr.  D.  C.  L.,  die  reine  Mathematik  und  die  mecba' 
nischen  Wissenschaften.  —  Zum  Leitfaden  für  den  Lehrer,  zar 
Ergänzung  für  den  Schüler  bearbeitet.  Mit  einer  FiffurentafeL 
gr.  8.    Berlin  1845.    1  Thir.  12  ggr. 

Reynaud,  Baron,  Traitö  ^idmentaire  de  math^matiques  et 
de  physique  suivi  de  notions  sur  ia  chimie  et  sur  rastroDomie. 
4eme  edition.    Tom.  I.    Paris  1845.    7  fr.  50  c. 
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Christie,  S.  H.,  Elementary  Course  of  Mathematics^  for  the 
use  of  the  Royal  Military  Academy,  and  for  Students  io  geoeral. 
Vol.  I.  Arithmetic  and  Algebra.    8vo.    London  1845.    21  s. 

,  ^  Elementi  di  matematica  ^  continenti  1  aritmetica ,  la  geometria 
solida  e  piana  e  ia  trigonometria  piana  e  sferia.  Napoli.  Quattro 
volumi  in  8.    11.  20. 


Arltlmietik. 


Pell  tat,  A.  Examen  critique  de  Tarithm^tique  et  exposition 
de  la  th^rie  rationelle  de  cette  science.  Memoire  adressö  a  l'acad. 
des  Sciences.    Paris  1845.    4.    40  cent. 

Ohm,  Dr.  Martin^  Kurzes :>  gründliches  und  leichtfassliches 
Rechnenbuch,  brauchbar  in  allen  Bürger-^  Gewerbs-  und  Militair- 
Schulen,  besond)ers  aber  an  lateinischen  Schulen  und  Gymnasien. 
Nebst  einem  Anhange,  Tabellen  zur  Vergleichung  der  Maasse  und 
Gewichte  verschiedener  Länder  und  namentlich  der  Zollvereins- 
Staaten  enthaltend.  Zweite  vermehrte  und  verbesserte  Ai^age- 
Erlangen  1845.    gr.  8.    10  ggr. 

Emerson's  Unterricht  in^  Kopfrechnen,  für  deutsche  Schu- 
len bearbeitet  von  Dr.  Bassler.    8vo.    Leipzig  1845.    6  ggr. 

Francoeur,  L.  ß.  Traite  darithmätique  appliqude  ä  la 
banque,  au  commerce,  ä  Tindustrie  etc.    In  8.    Paris  1845.     4  fr. 

Exercises  in  Arithmetic,  after  the  Method  of  Pestalozzi.  Lon- 
don 1844.    1  s.  6  d. 

Lübsen,  H.  B.,  ausführliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  und 
Algebra  5  zum  Selbstunterricht  und  mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke 
des  prakt.  Lebens  bearbeitet.  2te  verb.  und  verm.  Aufl.  gr.  8. 
Oldenburg  1845.    1  thlr.  8  ggr. 

Lefebure  deFourcy,  Le^ons  d'alg^bre.  Cinqui^me  Edi- 
tion.   In  8.    Paris  1844.    7  fr.  50  c. 

Young,  J.  R.  An  Elementary  Treatise  on  Algebra,  Theore- 
tical  and  Practical;  with  an  Appendix  on  Probabuities  and  Life 
Annuities.    4.  edit. ,  considerably  enlarged.  12mo.  Lond.  44.    6  sh. 

Arndt,  J.  A.,  Beispiele  und  Aufgaben  aus  allen  Theilen  der 
Arithmetik  und  Algebra.    2.  Aufl.  gr.8.  Leipzig  1845.  1  thlr.  6  ggr. 

Die  erste  Auflage   dieser  zu  empfehlenden  Aufgabensammlung  ist   im 
Literarischen  Bericht  Nr.  Jl.  S.  25.  angezeigt 
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Poinsot»  M.^  Reflexions  sur  les  principes  foDdamentaiii  de 
la  th^orie  des  nombres.    (Ans  LiouviUes  Joarnal.) 

Theorie  der  independenten  Dar  Stellung  der  hShern 
Differentialquotienten.  Von  Reinhold  Hoppe.  Leip- 
zig. 1845.    8.    1  thir. 

Es  ist  in  demx\rchive  öfters  darauf  hingewiesen  worden,  wiesek 
in  der  Anaiysis  noch  eine  vollständigere  Ausfuhrung  der  Lehre  voo 
den  hühern  Differentialauotienten  ^  namentlich  eine  Darsteltuog 
derselben  für  die  verscniedenen  Functionsformen  in  allgemeiDOi 
Formeln  zu  wünschen  sei.  Denn  wenn  auch  für  die  ältere  Ana- 
iysis diese  Lehre  von  geringerer  Bedeutung  war,  weil  bei  den 
Ueihenentwickeiungen  durch  den  Maclaurln'schen  Satz  die  Unter 
suchung  der  Convergenz  oder  Divergenz  der  Reihe  auf  eine  «nver- 
zeihliche  Weise  bei  Seite  gesetzt  wurde,  und  deshalb  bloss  die 
Werthe  der  Differentialquotienten  von  den  verschiedenen  Gfaden 
für  den  speciellen  Werth  Null  der  unabhängigen  veränderlichei 
Grosse  zur  Anwendung  kamen,  so  erfordert  doch  das  ^egeswir 
tige  strengere  Verfahren  der  neueren  Anaiysis  bei  der  nicht  mehr 
zu  umgehenden  Entwickeiung  des  sogenannten  Restes  der  Maclan- 
rin'schen  Reihe  durchaus^  die  Kenntniss  des  allgemeinen  itten  Dif- 
ferentialquotienten der  betreffenden  Function  in  seiner  allgemeiDSt« 
Gestalt  für  jeden  Werth  der  unabhängigen  veränderlichen  GrOsM 
Xy  oder  die  allgemeine  Darstellung  dieses  nten  Differentialquo- 
tienten  in  independenter  Form  als  Function  von  x,  Uebriffeu 
aber  ist  die  Kenntniss  der  allgemeinen  Werthe  der  b5hern  IRIb- 
rentialquotienten  auch  noch  für  manche  andere  Geschäfte  der  Ana- 
'  lysis  von  Wichtigkeit.  Daher  halten  wir  es  für  ein  verdienst- 
liches Unternehmen,  dass  der  Herr  Vf.  der  vorliegenden  Schrift 
in  derselben  die  Theorie  der  independenten  Darstellung  der  hohen 
Differentialquotienten  in  einer  solchen  Ausführlichkeit  im  Znsan- 
menhange  zu  entwickeln  versucht  hat,  wie  dies  früher  noGh  nicU 
geschehen  ist.  Das  wissenschaftliche  Interesse  dieser  von  den 
mathematischen  Scharfsinne  des  Herrn  Vfs.  und  seiner  Gewandt- 
heit in  analytischen  Entwickelungen ,  namentlich  auch  in  der  Zs- 
rückfühning  sehr  zusammengesetzter  Ausdrücke  auf  einfacbei« 
Formen,  theil weise  durch  Einfuhrung  zweckmässiger  Bezeichnini- 

{^en,  ein  recht  erfreuliches  Zeugniss  ablegenden  Schrift  wird  aber 
edenfalls  besonders  noch  dadurch  erhöhet,  dass  es  demselbci 
gelungen  ist,  eine  allgemeine  Methode  zur  Herleitnng  allgemeiner 
Ausdrücke  für  die  hohem  Differentialquotienten  zu  finden ,  und  ^ 
ses  ganze  Geschäft,  mehr  als  dies  bisher  geschehen  ist,  auf  ali- 
gemeine Principien  zurückzufahren  und,  gewissermassen  wenigsten!» 
zu  einer  eigenthümlichen  Rechnungsmethode  abzumnden,  Tvorflb« 
hier  nach  dem  Zwecke  und  der  ganzen  Anlage  dieser  Literarischei 
Berichte  leider  etwas  Näheres  nicht  beigebracht  werden  buiif 
sondern  auf  die  Schrift  selbst  verwiesen  werden  muss.  Nur  so 
viel  wollen  wir  bemerken,  dass  in  der  Einleitung  die  Theorie  des 
Summenzeichens  ausführUch  entwickelt,  und  A.  von  den  einfitcheo 
Siunmen;  B.  von  den  Doppelsummen;  C.  von  den  vielfachen  Sun- 
men;  D.  von  der  Anwendung  des  Summenzeichens  auf  Sanunes 
unendlicher  Reihen;  E.  von  der  Anwendung  des  Summenzeicbeos 
zur  Multipiication  der  Reihen,  gehandelt  worden  ist    Ausser  des 
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ihm  eigenthümlichen  UptersuchuDgen  hat  der  Herr  Vf.  auch  die 
mehr  vereinzelt  stehenden  Arbeiten  seiner  Vorgänger  nicht  unbe- 
rficksichtigt  gelassen,  and  besonders  im  leisten  (vierundzwanzigsten) 
Kapitel  von  denselben  gehandelt ,  wenn  wir  auch  der  Meinung 
sein  müssen  9  dass  er  in  dieser  Beziehung  noch  etwas  mehr  hätte 
thun  können ,  was  aber  wohl  zum  Theil  in  einer  besonders  bei  Jün- 

Suren  Gelehrten  leicht  zu   entschuldigenden,  nicht  vollständigen 
eDDtniss  der  betreifenden  Literatur  seinen  Grund  haben  mag. 

Ausser  wegen  ihres  vorher  hervorgehobenen  allgemein  wissen- 
«chaftlichen  Interesses  glauben  wir  die  vorliegende  Schrift  auch 
allen  den  Studirenden,  welche,  nachdem  sie  einen  Cursus  der 
Differentialrechnung  gehurt  haben ,  sich  in  diesem  wichtigen  Theile 
der  höheren  Analysis  noch  mehr  festsetzen  und  Cebung  in  allge- 
mrinen  analytischen  Entwickelun&^n  erwerben  wollen,  aus  Ceber- 
MQgung  empfehlen  zu  dürfen ,  indem  sie  aus  dein  auf  verständige 
Weise  Detriebenen  Studium  derselben  eewiss  einen  weit  grösseren 
vnd  weit  reellem  Gewinn  für  ihre  weitere  Ausbildung  schöpfen 
werden,  als  aus  den  gewöhnlichen  Beispielsammlungen,  weshalb 
wir  wünschen ,  dass  diese  Schrift  in  die  Hände  recht  vieler  solcher 
Stadirender  kommen  möge. 

Zugleich  haben  wir  durch  die  vorhergehende  etwas  ausführ- 
Schere  Anzeige  dem  Herrn  Vf.  das  Interesse,  mit  weichem  wir 
•rine  Schrift  gelesen  haben,  an  den  Tag  legen  wollen. 

Thomas  Täte,  Treatise  on  Factorial  Analysis,  with  the 
Snmmation  of  Series ;  containing  New  Developments  of  Functi9ns 
etc.    London  1845.    4  sh. 

In  der  neuesten  Nummer  der  astronomischen  Nachrichten  (No 
539.  Bd.XXlII.  S.  L)  empfiehlt  Herr  Geheimerath  Bes sei  als  die 
besten  jetzt  existirenden  logarithmischen  und  trigonometrischen 
Tafeln  unter  denen,  welche  die  trigonometrischen  Linien  von  Se- 
conde  zu  Secunde  bis  auf  sieben  Deciinalen  enthalten,  die  kürz- 
lich von  dem  in  Diensten  der  Ostindischen  Compagnie  stehenden 
Capitain  Herrn  Shortrede  herausgegebenen,  schon  im  Lite- 
rarischen Berichte  Nr.  XIX.  S.  291.  kurz  angezeigten,  Tafeln.  So 
bald  ich  selbst  diese  Tafeln  erhalten  habe ,  werde  ich  von  den- 
selben eine  ausführlichere  Anzeige  in  dem  Literarischen  Berichte 
Uefern.  G. 

J.  A.  Hansen,  (Onderwyzer  in  de  Wiskunde  te  Deventer.) 
Tafeis  ten  dienste  bij  het  meetkunstig  rekenen,  bevattende  de  Kwa- 
draten  en  Kubieken,  de  Kwadraat-  en  Kubiekwortels ,  en  de  Loga- 
rithmen der  getalien  van  1  tot  1000;  benevens  de  Logarithmus- 
Sinus  en  Tangen ,  voor  de  vijf  eerste  of  laatste  graden  voor  elke 
minuut,  overigens  van  10  tot  10  minuten;  kl.  8vo.  Te  Deventer, 
bij  J.  P.  Brinkgreve.    1844.    f  0,40. 

Böhm,  J.  G. ,  logarithmisch  -  trigonometrisches  Handbuch. 
gr.  8.    Innsbiiick,  1845.    14  ggr. 
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Oeometrle. 


Elemente  der  Geometrie,  oder  theoretische  nnd 
praktische  Planimetrie,  von  Dr.  Constant  Wurzbacli, 
vormals  Officicr  in  der  k.  k.  Armee,  gegenwärtig  Uni- 
versitäts-ßibliotheks-Scriptor  und  Mitglied  deiphi-' 
losophischen  Facaltät  an  der  k.  k.  Franzens  Universi- 
tät zu  Lembers:.  Mit  352  Figuren  auf  19  Tafeln.  Len- 
ber^  1845.    8.     1  thlr.  12  ggr. 

Diese  zunächst  für  den  Gebrauch  solcher  Zugiinge,  ndcbe 
sich  zum  Eintritt  in's  Militair  vorbereiten ,  bestimmte  jScfairift  ent- 
hält, ohne  irgend  eine  besondere  Eigcnthümlichkeit,  die  gewuhsli- 
chen  Elemente  der  ebenen  Geometrie  und  die  ersten  Anfangsgrunde 
des  Feldmessens ,  so  weit  dabei  trigonometrische  Kenntnisse  nioht 
in  Anspruch  genommen  werden,  in  leicht  verstäudlicher  Darstellung. 
Ausser  den  gewöhnlichen  Messinstrumenten  sind  in  der  Lehre  vom 
Feidmessen  auch  einige  andere  kleine,  aber  zweckmässig  eingerick 
tete  Instrumente  beschrieben,  wie  z.  B.  der  sogenannte  Katopter  zum 
Abstecken  senkrechter  Ordinaten  auf  einer  gegebenen  Abscissen- 
linie,  welcher  bekanntlich  aus  nichts  weiter  als  aus  einem  gegen 
eine  bestimmte  Visirlinie  unter  einem  Winkel  von  45^  geneigtei 
ebenen  Spiegel  besteht  und  hiernach  gewiss  leicht  von  einem  Jäen 
selbst  construirt  werden  kann,  aber  allerdings  allgemeiner  ab 
bisher  eingeführt  zu  werden  verdient ,  da  er  die  Steile  de« 
Winkelkreuzes  oder  der  Kreuzscheibe  vertreten  kann ,  und  vor 
letzterer  jedenfalls  den  Vortheil  der  weit  leichteren  Transportabili* 
tat  besitzt,  da  man  ihn  in  der  Tasche  bei  sich  tragen  kann.  Ge- 
wiss wird  übrigens  die  Genauigkeit  dieses  kleinen  sehr  z^veckmäs- 
sigen  Instruments  erhöhet  werden ,  wenn  man  es  mit  einem  kleinen 
Femrohre  versieht  und  die  nüthige  Vorrichtung  zur  Correction  der 
Lage  des  Spiegels  gegen  die  Visirlinie  anzubringen  nicht  versäumt, 
Alles  natürhch  auf  die  einfachste  Weise. 

Die  harmonischen  Verhältnisse.  Ein  Beitrag  cur 
neueren  Geometrie  von  C.  Adams  (Lehrer  der  Mathe- 
matik an  der  Gewerbsschule  zu  Winterthur).  Erster 
Theil.    Mit  4  Kupfertafeln.    Winterthur  1845.     8. 

Seiner  Lehre  von  den  Transversalen,  welche  die  Leser  des 
Archivs  aus  Nr.  XV.  des  Literarischen  Berichts.  S.  230.  kennen, 
lässt  der  Herr  Vf.  jetzt  die  vorliegende  Schrift  über  die  harmoni- 
schen Verhältnisse  folgen,  deren  erster  Theil  den  folgenden  InbaK 
hat:^  Erster  Abschnitt.  Die  Verhältnisse  und  Strahlenbüschel: 
a)  das  harmonische  Verhältniss;  b)  das  anharmonische  Verhältnifls; 
c)  die  Involution.  Zweiter  Abschnitt.  Anwendung  der  harmoni- 
schen Verhältnisse  auf  geometrische  Fisuren :  a)  geradlinige  Fi^- 
ren;  b)  der  Kreis.  —  Der  zweite  künftig  erscheinende  Theil  i«ird 
die  harmonischen  Verhältnisse  des  körperlichen  Raumes,  und  eine 
ausführliche  Theorie  der  Kegelschnitte .  der  dritte  (vielleicht 
noch  erscheinende  Theil)  die  Theorie  der  Flächen  des  zweiten 
Grades  enthalten.    Der  Herr  Vf.  bezeichnet  in  der  sehr  Ie8ensf^e^ 
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theo  Vorrede»  in  welcher  er  das  Verhältniss  der  Klteren  und  neue' 
reo  Geometrie  zu  einander  auf  eine ,  wie  es  uns  scheint ,  sehr 
richtige  Weise  würdigt,  dieses  Werk  im  Aligemeinen  als  einen 
Versuch »  in  einem  einzelneu  Zweige  die  neuere  Geometrie  so  mit 
-der  alten  zu  verschmelzen,  dass  jene  ihren  Charakter  der  Allge- 
meinheit, diese  ihre  wohlbegrflndete  Strenge  der  Form  beibehält, 
vnd  dennoch  beide  ein  eng  verbundenes,  abgeschlossenes  und  or- 
ganisches Ganze  bilden,  wobei  sich  von  selbst  verstehe,  dass  er 
die  vorhandenen  ihm  zugänglichen  Hülfsquellen  benutzt  habe,  dass 
aber  manche  Partieen,  wie  z.  B.  die  Collineation ,  in  ganz  neuer, 
rein  geometrischer,  Darstellung  erscheinen.  Wir  können  diesem 
Zwecke,  welchen  der  Herr  Vf.  sich  bei  dem  voriiegenden  Werke, 
und  auch  schon  früher  bei  seiner  Lehre  von  den  Transversalen 
vorgesetzt  hat,  nicht  bloss  unsern  vollkommenen  Beifall  geben, 
sondern  haben  von  jeher  selbst  die  Ueberzeugung  gehabt,  dass 
eine  solche  Verschmelzung  der  sogenannten  neueren  Geometrie 
mit  der  alten  dringend  Noth  thue,  wenn  erstere  wahrhaft  frucht- 
bringend wirken  soll,  weshalb  wir  der  Meinung  sind,  dass  die 
vorliegende,  von  uns  freudig  begrüsste  Schrift,  einem  wahren  Be- 
dürfnisse theilweise  abhelfe,  und  der  Herr  Vf.  alle  Ermunterung 
▼erdiene,  auf  dem  betretenen  Wege  nistig.  vorvi'lirts  zu  schreiten. 
Zugleich  wird  er  dann  sehr  dankenswertde  Vorarbeiten  zu  einem 
das  ganze  Feld  der  Wissenschaft  umfassenden,  völlig  consequent 
durchgeführten  Lehrgebüude  der  Geometrie  liefern,  welches  frei- 
lich immer  noch  ein  sehr  fühlbares  Bcdürfniss  bleibt,  wie  der 
Herr  Vf.  auch  selbst  in  der  Vorrede  angedeutet  hat..  Dass  die 
rechte  Zeit  zur  Herausgabe  eines  solchen  grossen  Werks  aber 
noch  nicht  gekommen  ist,  davon  sind  wir  ebenfalls  vollkommen 
überzeugt. 

Die  Darstellung  in  der  vorliegenden  Schrift  ist  sehr  deutlich, 
einfach  und  streng,  und  dass  dabei  überall  die  euklidische 
Metliode,  welche  ihr  altes  wohlbegründetes  Ansehen,  so  viel  man 
dasselbe  auch  zu  schmälern  sich  von  manchen  Seiten  her  bemühen 
mag,  doch  <|^ewi8S  niemals  verlieren  wird,  befolgt  worden  ist,  ver- 
dient besondere  Anerkennung,  und  wird  gewiss  zur  Erhöhung  des 
Nutzens,  welchen  der  Herr  Vf.  durch  diese  Schrift  zu  stiften  beab- 
sichtigt und  gewiss  auch  stiften  wird,  wesentlich  beitragen.  Eben 
so  war  es  der  Tendenz  derselben  völlig  angemessen,  dass  analyti- 
sche oder  vielmehr  sich  algeliraischcr  Hülfsmittel  bedienende  Be- 
trachtungen ganz  ausgeschlossen  worden  sind,  und  die  Darstellung 
durch  Proportionen  nach  der  Weise  der  Alten  consequent  durch- 
geführt worden  ist.  Dass  endlich  auch  manches  Neue  in  dieser 
sich  auch  durch  ihre  äussere  Ausstattung  sehr  empfehlenden  Schrift 
enthalten  ist,  haben  wir  schon  oben  angedeutet. 

Wir  glauben  daher,  dass  diese  Schrift  in  jeder  Beziehung  den 
Liebhabern  der  feineren  Geometrie  empfohlen  zu  werden  verdient, 
und  auch  wegen  ihrer  grossen  Deutlichkeit  von  gründlich  vorberei- 
teten Schülern  zu  ihrer  weitern  geometrischen  Ausbildung  mit 
erossem  Vortheil  benutzt  werden  Kann ,  eben  so  wie  des  Herrn 
Vfs.  früher  erschienene  Lehre  von  den  Transversalen. 

Lenth^rir,  ("oiirs  de  geometrie  theorique  et  pratique.  Mont- 
pellier 1845.    In  8.    Avec  9  planches.    4  fr. 

Demonstration  geometri<|ue    de    la    faussete  de    ce  principe: 
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Dans  tout  triangle  Je«  aDgles  ^gaox  0011t  opposäs  k  des  cdt^ 
^gam^  et  r^tproqiiement»  sur  leqnel  reposent  nombreux  th^r^mes. 
Avec  ii^res,  Ktfonne  de  la  g^om^ie.  Premier  age.  lo  8. 
Tours  1814. 

L.  DupiD,  Stereometrie,  ou  Decomposition  du  cube  eD  po- 
ly^resregaliersy  irreeuliers  etcorps  ronds  formant  entre  eux  plus 
de  120  polyedres,  appliques  k  l'etude  de  la  geomätrie,  etc.  In  }% 
ayec  12  pl.    Paris  1844. 

G.P.  Dandelin,  Memoire  sur  quelques  poiuts  de  metapby- 
sique  geometrique  presentö  k  l'acad.  le  3.  Dec.  Bmxelles  1842. 
4.  mit  3  Taf.  ( Aucii  im  17.  Bande  der  ^^Mouveaux  m^moires  de 
i*acad.  de  Brux.^'  abgedruckt). 

Guiot,  Auguste,  Eläraens  de  perspective  lin^aire^  compre- 
nant  la  thäorie  et  les  proced^s  pratiques  de  cette  science,  etc. 
In  8.  plus  UD  atlas  in  4.  oblong  d'xin  quart  de  feuille  et  37  pl. 
Paris  1845.    15  Fr. 

Thomson,  J.,  First  8ix  and  the  Eleventh  and  Tweiflh  Boolu 
of  Euclid's  Elements,  with  Nots  and  Iliustrations ,  the  Elements 
of  Plane  Trigonometry,,and  an  Appendix;  in  Four  Bocks.  3d  edi- 
tion.  Part  1.  containing  the  First  Six  Books  of  Euclid,  and  the 
Elements  of  Plane  Trigonometry.  12.   London  1844.    3  s. 

The  Elements  of  Euclid;  containing  the  First  Six  Books,  and 
the  First  Twenty-one  Propositions  of  the  Eleventh  Books.  With 
the  Planes  Shad.ed.  From  the  Text  of  Dr.  Simson.  12.  Cambridge 
1845,    61^. 

W.  Rutherford  ffi  S.  Fenwick,  elementary  Propositions  in 
the  geometry  of  Coordinates,  both  of  two  and  three  dimensions. 
London.   1845.    2  sh.  6  d. 

Dietrich,  Carl,  analytische  Geometrie  auf  der  Kugel,  gr.  8. 
mit  1  Figurentafel.  Beriin  1845.    8  ggr. 

A  Treatise  on  the  Application  of  Analysis  to  Solid  Geo- 
metry,  by  D.  F.  Gregory  and  W.  Walton.  Londofn  1845. 
cloth.  10  s.  6  d. 

Lucas,  S.  P.  A.,  (auteur  de  la  „Quadrature  du  cercle'') 
traite  d'application  des  trac^s  geom^triques  aux  lignes  et  ^aux  sur- 
faces  du  deuxieme  dögre.     Tome  1.    4.    Paris  1844. 

Anger  de  la  Loriais,  Traite  des  lignes  du  second  ordre. 
2  Bde.  Paris  1845.    Mit  47  Tafeln. 
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Praktisclie  Oeometrie^ 


^  Elliol^  complete  treatise  od  practical  Geom^try  and  mensu- 
rätion  with  nuraerous  exercices.    8.    Edinburgh  184ä.    5  sh. 

Elliol,  Key  to  it     6  sh. 

BoDajuto   Del-Vecchio^  Brevi  cenni  geometrico - pratici. 
Florenz.    12.    Mit  12  Taf.    3i  1. 


Tüjriiponoiiietrie. 


Kummer^  F.,  Lehrbuch  der  ebenen  Trigonometrie  nebst  einer 
Sammlung  von  Auf&;aben.  Als  Anhan£^  zu  dessen  Lehrbuch  der 
Geometrie.    Mit  2  li^igurentafeln.    8.    Heidelberg  1845.    9  ggr^ 

Mazure  et  ßelH^sant^  t'ables  tri^otoemätriques,  donnant 
pour  touts  les  angles  de  quart  de  cercle  caicules  de  5  en  5  minutes 
cent^simales  et  appliqu^s  ä  toutes  les  hypotenuses  possibles^  les 
Sinus  ^  cosiniis  ou  segments  des  bases  avcc  des  d^cimales,  ainsi 

3ue  l^s  .comj|!iI^ments  ae  touts  les  angles;  servant  de  table  des  cor- 
es  et' propres  k  ramener  ä  Thorizont  les  lignes  et  surfaces  incli- 
n4e8f  etc.    Paris  1844.    In  8.    6  f. 


Meehaiilk. 


Densler^  L.^  Theoretische  Abhandlung  über  d.  Flugbahn  d. 
Geschosse.  Nebst  einem  Anhang ,  enth.  verschiedene  dem  Artil- 
lerieoflficier  unentbehrliche  mathemat.  Notizen.  Mit  25  Figuren 
auf  2  Tafeln.    Zürich  1845.    10  ggr. 


PrakUsclie  Hecliaiiik. 


1 

Gerstner,  Franz  Joseph,  Ritter  voa,  Handbuch  der  Me* 
cfaanik,  mit  Beiträgen  von  neuern  englischen  Constructionen  ver- 
mehrt und  herausgegeben  von  F.  A.  Ritter  von  Gerstner.    gr.  4. 


354 

3  Bde.  (I.  Bd.  83  Bogen,  II.  Bd.  69  Bogen  u.  III.  Bd.  72  Bogen). 
Mit  109  Kupfertafeln  in  gr.  ±    Wien  1Ö44.    24  tbir. 

Derame,  der  praktische  Maschinenbauer.  Ein  Hand- 
buch für  Maschinenbauer,  Mechaniker,  Kunstdrechsler  und 
Fabrikbesitzer.  Mach  den  besten  Werken  über  diesen  Gregenstand 
bearbeitet.     18.  Lief.    Mit  31  Taf.  Abbildungen.  8*    2  ihlr.  16  ggr. 

Demme,  der.  praktische  Maschinenbauer.  19.  Lieferung.  8. 
Mit  24  Tafeln  Abbildungen.    Quedlinburg  1845.    2  thlr.  12  ggr. 

Poncelet,  J.  V.,  Traite  de  mecanique  industrielle ^  exposant 
les  diff^rentes  methodes  pour  d^terroiner  et  mösurer  les  forces 
motrices  ainsi  que  ie  travail  mecanique  des  forces.  Bmxelles. 
Avec  beaucoup  de  planches«    1844.    18  fr. 

De  Pambour,  Theorie  des  machines  ä  vapeur,  suivi  d'on 
appendice,  contenant  etc.  2me  edition.  In  4.  avec  un  atlas  in  4. 
Paris  1844.    50  fr. 


Agtronomie. 


Eichstrom,  F.,  graphische  Darstellung  des  Laufes  der  Pla- 
neten im  J.  1845.  Ein  Blatt  gr.  Imp.  Fol.  Mit  erläuterndem  Text 
in  8.    Stuttgart  1845.    12  ggr. 

Le  Hon,  Manuel  d'astronomie,  de   m^t^orologie  et  de  geolo- 

Fie,    ä  Fusage  des  gens  du  monde,  accompagne   de  planches  pour 
inteiligence  du  texte,  in  8.    ßruxeiies  1844.     1  thlr.  12  ggr. 

Blunt,  C.  F.,  The  Beauty  of  the  Heavens,  a  practical  Dis- 
play of  the  Astronomical  Phenomena  of  the  Universe,  exhibited 
in  104  Scenes,  accom^anging  and  illustrating  a  fömiliat*  Lecture  od 
Astronomy,  from  original  Drawings,  Paintings  and  Observatory 
Studies.    New  edit.    London  1845.    2  sh.    colorirt  28  sh. 

Practical  Astronomy  and  Geodesy.  By  John  Narrien,  Pro- 
fessor of  Mathematics  in  the  Royal  Military  Gpllege,  Sandhurst 
ßeing  the  Third  Volume  of  the  Sandhurst  College  Text  Bocks.  8yo. 
London  1845.    14  sh. 

Connaissance  des  temps  ou  des  mouvemens  Celestes,  ä  l'usage 
des  astronomes  et  des  navigateurs,  pour  Tan  1847;  publiee  par  le 
bureau  des  longitudes  (avec  des  additions).  In  8.  Paris  1845. 
Avec  additions.    8  fr.  50  c;  sans  additions.    5  fr. 

F.  Kaiser,    De  Sterrenhemel,  verklaard.    Amsterdam  1845. 

3J  fl. 
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Physik. 


Pouillet,  ElemeDs   de  physique  experiraentale  et  de  in^töo- 
rologie.    4  ^itioD.  2vol.    8.    Paris  1844.    16  fr. 

Archives  de  la  Society  magnötique  de  Cambrai.  Vol.  I.  An  8. 
Carabrai  1845.    24  fr. 

Sfibioey  ObservatioDS  made  a  the  Magnetical  and  Metereolo- 

gcal  Observatory  at  Toronto,  in  Canada.     Printed  by   Order  of 
er  Maiesty'«  GoverDemeDt,  underihe  superiDteodeDcc  of  Lieut.- 
Col.  Edw.  Sabine.    Vol.  1.    London  1840.  41.  42.    4.    2  1.  2  sh. 

.  .  Hopkins,  T.,  On  the  Atmospheric  Changes  whicb  produce 
Rain,  Wind,  Storms,  and  the  Fluctuations  of  the  Barometer. 
Manchestier  1845.    8.    4  s. 


Termisclite  S^chrifteii. 


The  Cambridge  Mathematical  Journal.  Nr.  XXL 
Mai  1844.  L  On  a  Law  existins  in  the  Successive  Approxima- 
lioDS  to  a  Gontinued  Fraction.  -^  II.  Notes  on  Conic  Sections.  — 
IIL  On  the  Theory  of  Algebraic  Curves.  —  IV.  The  Polar  Equa- 
tion  to  the  Tangents  to  a  Conic  Section.  —  V.  Demonstration  of 
a  Proposition  in  Physical  Optics.  —  VI.  On  a  Multiple  Definite 
lotegral.  ^-  VII.  Chapters  in  the  Analytical  Geometry  of  (n)  Di- 
meosions.  —  VIII.  On  a  Question  in  the  Theory  of  I- robabilities. 

—  IX.  On  the  Balance  of  the  Chronometer.  —  X.  On  a  Problem 
in  Precession  and  Nutation.  ^-^    XI.  Notes  on  Magnetism.  Nr.  II. 

—  Xil.  Mathematical  Note. 

Nr.  XXIL  November  1844.    I.   Memoir  of  the  late  D.  F. 

Gregory,  M.  A.,  Fellow  of  Trinity  College,  Cambridge.  »—  II.  On 

the    Partial  Differential   Equations  to    a  Family    of  Envelops.  '— 

III.  On  the  Axis  of  Spontaneous  Rotation.  —  IV.  On  Brianchon's 

Hexagon.  -^    V.  Notes  on  Linear  Transformations    -—   VI.   On  a 

Problem  in  Central  Forces.  *^  VII.  Note  on  the  Spontaneous  Axis 

of  Rotation.  —  VIll.  Applications  of  the  Symbolical  Form  of  Ma- 

0ä/~ i 

daurin's  Theorem.  —  IX.    On  the  use  of  the  Symbol  e  in 

certain  Transformations.    —    X.    Note  on   Orthogonal  Isothermal 

Surfaces.  —   XI.  On  the  Solution  of  Equations  in  Finite  Differen- 

ces.  *—*    XII.  Note  on  Geometrical  Discontinuity.  — ^    XIII.  Note 

on  the  Law  of  Gravity  at  the  Surface  of  a  Revolving  Homogeoeous 

Fluid.  —  XIV.  Mathematical  Note. 

The  Mathematician.  Edided  by  Thomas  Stephens 
Davies,  F.  R.  S.  L.  et  Ed.  F.  S.  A.;  William  Rutherford, 
F.  R.  A;  S.;  and  Stephen  Fenwick.    London  1844, 
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Number  1.  Prospectw. —  On  Conditional  Coefficients,  and 
on  some  Eiementary  Expansions.  »  On  the  letersection  oi'  ivso 
Curves  of  the  Second  Degree.  —  Properties  of  the  Associated 
Spherical  Triangles.  —  On  the  Determination  of  the  Magnitude 
and  Position  of  a  Sphere  Tangent  to  four  given  Spheres  in  mutoal 
contact  —  On  the  same.  —  On  the  Theory  and  Application  of 
Lagrange's  Method  of  Alultipliers.  —  On  Coniugate  Diameters  of 
Lines  and  Surfaces  of  the  second  order.  —  Mathematicai  Exerci- 
ces.  *-^  On  the  Algebraical  Analysis  of  Porisms. 

Number  II.  On  the  Algebraical  Analysis  of  Porisms  (cour 
cluded).  —  Geometrical  Propositions.  ^^  Solutions  of  a  Proolera 
relating  to  Attraction.  ^—  Analytical  Demonstration  of  a  Creometri- 
cal  Theorem.  Interesting  Appucaton  of  the  precedins  Theorem.  — 
On  Homer's  Synthetic  Division.  —  On  tne  Straight  Lioe  of 
Quiekest  Descent.  — r  Properties  of  the  Parabola.  —  On  the 
Transformation  of  Algebraic  Eouations  ^—  Demonstration  of  the 
Four  Fundamental  Formulas  of  Trigonometry.  — *  Solutions  of  Ma- 
thematicai Exercices  (continued).  • —  A  Locus:  from  Lhuiiier's  Po- 
lygonometrie.  —  On  the  Conditions  of  Equilibrium  of  Forces  acting 
on  Four  Spheres  in  mutual  contact.  —  Mathematicai  Notes.  — 
Horner  on  Algebraic  Transformation  (to  be  continued). 

(Preis  der  Nummer  3  s.  6  d.).  ^ 

Auch  von  dieser  neuen  englischen  mathematischen  Zeitschrift 
wird  das  Archiv  nicht  bloss  fortlaufend  den  Inhalt^  sondern  auch 
Auszüge^  insofern  dieselben  für  das  betreffende  Publikum  vorzugs- 
weise von  besonderem  Interesse  sind^  liefern. 

Annoaire  pour  Tan  1845«  Pr^sent^  au  Roi  par  le  bureau  des 
longitndes.    In  18.    Paris.    Sans  notices.    1  fr. 


Berlehtlsnns« 


In  dem  Ausdrucke  des  vorletzten  Integrals  auf  S.  191.  (Z«  6.  ▼.  n.) 
im  2te4i  Hefte  des  sechsten  Theils  setze  man  log  8  (2/n — 1)  für  lo|^20tm)*. 


Atterarli^lier   Berle]it# 


Arltlimetik. 


Guy^  M.  P.:  La  division  abrägöe«  cm  Methode  rigoureuse 
et  facile  pour  simplilier  cette  op^ratloD  de  rarithm^tlqae.  In  8. 
1  pl.    Pa^is  1845.    1  fr.  50  c. 

Lehrbuch  der  Mathematik  ffir  den  Schul-  und 
Selbstunterricht  von  Dr.  W.  A.  Wilde,  Professor  am 
Gymnasium  su  Stargard.  Erster  Band.  Auch  unter 
dem  Titel:  Lehrbuch  der  Arithmetik  ffir  den  Schul- 
und  Selbstunterricht.  Erster  Band.  Die  sechs  Grund- 
rechnungen.   Leipzig  1845.    18  ggr. 

Dieses  neue  Lehrbuch  der  Mathematik  ist  auf  vier  Bände 
berechnet,  von  denen  die  beiden  ersten  der  Arithmetik,  die  bei- 
den andern  der  Geometrie  gewidmet  sein  werden.  Es  soll  die 
Elementar-Mathematik  mit  Emschluss  der  Kegelschnitte  enthalten, 
und  jedes  Bündchen  soll  ein  ffir  sich  abgeschlossenes  Ganze  bil- 
den, auch  einzeln  ausgegeben  werden,  was  dem  zweckmässigen 
Gebrauche  des  Buchs  Beim  Unterrichte  offenbar  nur  förderlich  sein 
kann.  Der  vorliegende  erste  arithmetische  Theii  enthält  nach  einer 
Einleitung  in  die  Mathematik  überhaupt  in  neun  Abschnitten :  die 
Lehre  von  der  Zahlenbildung  im  Allgemeinen  (Anhang:  Von  Zah- 
lens^'stemen  im  Allgemeinen);^  die  Addition  und  Subtraction;  die 
negative  Zahl;  die  Multiplication  und  Division;  unbestimmte  Divi- 
sion oder  von  der  Theilbarkeit  der  Zahlen  im  Allgemeinen ;  die 
Sebrochene  Zahl ;  den  Decimalbruch ;  Potenziation  und  Radication ; 
ie  irrationale  Zahl  (Anhang:    die  imaginäre  Zahl). 

Schon  in  dieser  Aufzählung  wird  man  ein  Streben  nach  syste- 
matischer Anordnung  bemerken.  Die  Beweise  sind  fiberall  voll- 
ständig gegeben ,  da  der  Vf. ,  der  Vorrede  zufolge,  es  aus  mehre- 
ren triftigen  Grfinden  nicht  billigen  kann,  wenn  in  den  meisten 
Lehrbfichem  die  leichtern  Beweise  ganz  ausgelassen  und  viele 
andere  nur  kurz  angmleutet  werden.  Die  Methode  der  Darstellung 
ist  mit  Recht  die  euklidische,  und  fiberhaupt  haben  wir,  so  weit 
mr  uns  bis  jetzt  uiit  dem  Buche  bekannt  gemacht  haben.  Strenge 
und  Deutlichkeit  oirgipfidM  vermiest.     Ad  einer  hinreichenden  Ad- 

Band  VI.  28 
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zahl  von  erläuternden  Beispielen  fehlt  es  gleichfalls  nicht,  und  die 
Arbeit  kann  daher  überhau[)t  als  eine  wohlselun^ene  bezeichnet 
werden.   Das  baldige  Erscheinen. der  übrigen  Theile  ist  zu  wünschen. 

EncyklopädischeDarstellung  der  Theorie  derZah- 
ien  und  einiger  anderer  damit  in  Verbindung  stehen- 
der Gegenstände;  zur  Beförderung  und  allgemeineren 
Verbreitung  des  Studiums  der  Zahlenlehre  durch  den 
öffentlichen  und  Selbst-Cnterricht  elementar  und 
faafilich  y&rgetragen  von  A.  L.  Grelle.  (Besonders  ab- 
gedruckt aus  dessen  Journal  für  die  reine  undt^apge- 
wandte  Mathematik,  Bd.  XXVII,  XXVffl  und  XXIX) 
Erster  Band.    Berlin  1845.    4.    4  thlr. 

Nachdem  der  geehrte  Herr  Vf.  in  der  Vorrede  dieses  ausführ- 
lichen Werks  über  die  Zahlenlehre  oder  Theorie  der  Zahlen 
deren  Begriff  und  VerhäJtniss  zu  den  übrigen  Theilen  der  Mathe- 
matik gehörig  festgestellt,  sich  über  den  Nutzen  dieser  grössten- 
theils  der  neueren  Zeit  angehörenden  Wissenschaft  ausgesprochen 
und  endlich  auch  darauf  hin  gewiesen  hat>  dass  dieselbe  noch 
weit  weniger  allgemein  bekannt  und  verbreitet  sei  als  die  mei- 
sten übrigen  Theile  der  Mathematik,  spricht  er  sieh  von  S.  XI. 
an  über  den  eigentlichen  Zweck  und  die  Einrichtung  seines  Werb 
bestimmter  auf  folgende  Art  aus. 

,,Aus  diesen  Erwägungen'^  sagt  er  „geht  nun  hervor,  dass 
,es  vielleicht  ein  nützliches  Bemühen  sein  dürfte,  zu  versuchen^ 
ob  sich  nicht  dazu  beitragen  lasse,  die  Theorie  der  Zahlen  mehr 
zum  Gemeingut  zu  machen;  und  von  diesem  Bemühen  geht 
die  folgende  Sammlung  von  Sätzen  aus.  Ihrer  Einrichtung  imd 
Anordnung  liegen  folgende  Betrachtungen  zum  Grunde.'^ 

„Damit  Wahrheiten,  deren  Erkenntniss  die  Urtheiiskraft  in 
Anspruch  nimmt,  recht  Vielen  von  verschiedener  Fassungskraft» 
und  selbst  Personen  im  jugendlichen  Alter,  zugänglich  werden 
mögen ,  dürfte  es  vor  Allem  nöthig  sein ,  sie  so  aus  einander  n 
setzen,  dass  das  Urtheil  bei  den  Sätsen  und  Beweisen  nur 
Schritt  um  Schritt  dem  Vortrage  folgen  darf,  um  zum  Ziele 
zu  gelangen.  Alle  einfachen  Schlussfolgen  müssen,  scheint  efl^ 
angegeben,  keine  darf  übersprangen  werden;  denn  zu  sagen» 
welche  Schlussfolgen  und  wie  sie  an  einander  zu  fugen  siiA 
oder  fehlende  zu  ergänzen ,  kann  nicht  eine  Aufgabe  fSr  den  Sdii- 
1er  sein ,  da  selbst  öfters  über  das  Erste  die  JLehrer  nicht  ein^ 
sind  und  das  Rechte  und  Beste  verfehlen  können,  wie  es  sdhon 
der  Umstand  zu  erkennen  giebt,  dass  gar  viele  Verschieden- 
heit in  der  Anordnung  und  Aufeinanderfolge  der  Sätze  und  in  der 
Art  und  Anordnung  der  Beweise  möglich  ist.  ^^ 

„Sodann  wird  sich  das  vorliegende  Buch  der  an ss ersten 
Deutlichkeit,  nicht  bloss  durch  Vollständigkeit  der  Beweise 
und  Erörterungen,  sondern  auch  durch  die  Art  ihrer  Darlegoog 
befleissigen.  ^' 

„So  nun,  von  der  Ansicht  ausgehend,  dass  einmal  alles  nur 
Mögliche  geschehen  sollte,  um  den  Lernenden  mit  der  mBglichslei 
Leichtigkeit  auf  den  Standpunkt  der  vollendeten  Deatlichkeil 
und  Einsicht  zu  führen,  hat  sich  der  Vf.  es  hier  zur  Ref^ 
gemacht,    nie  einen  Schiuss  zu  überspringen,   während  er  glekb' 


wohl   fiich    bemOhte«   Alle»   so  aasammeDnidräogeD  und  mit  so 
wenigen  Worten  zu  sagen ,  als  es  ilun  mSglicIi  war.'' 

«»Der  Vf.  wird  ferner  überall  bemüht  sein,  nicht  sowohl  dem 
Lernenden  recht  viele  Resultate  und  pikante  Sätze  mitzu- 
theilen«  deren  viele  in  der  Zahlen  lehre  wirklicif«  wenigstens  dem 
Scheine  nach,  an  sich  selbst  fast  nur  Curiosa  sind,  während  sie 
freilich  in  der  That  kostbare  Samenkörner  für  die  weitere  Ent- 
^  Wickelung  darbieten :  er  wird  vielmehr  trachten ,  ihm  die  Sätze 
als  Gegenstände  aufzustellen,  an  welchen  das  Urtheil  zu  üben 
sei ;  denn  das  ist,  wie  oben  bemerkt,  gerade  von  der  Zahlentheorie 
insbesondere  der  Nutzen.'' 

„Die  äussere  Form,  welche  der  Vf.  seiner  Schrift  gegeben 
hat,  nemlich  die  Form  einer  blossen  Sammlung  von  Sätzen, 
ohne  bestimmte  Theilung  in  grössere  und  kleinere  Abschnitte, 
bann  sonderbar  zu  sein  scheinen.  Allein  der  Vf.  hatte  sie  zu 
wählen  mehrere  Gründe.*' 

-.  „Zuerst  nemlich  ist  es  nach  seiner  Ueberzeugung  bei  dem 
gegenwärtigen  Zustande  der  Zahlen theorie  noch  gar  nicht  möglich, 
ein  consequeotes  System  davon  aufzustellen.'' 

„Sodann  hat  der  Vf.  gar  nicht  die  Absicht,  jeden  Lernen- 
den, der  sich  seines  Buches  bedienen  will,  zu  einem  Kenner  der 
sesanunten  Zahlentheorie  zu  machen,  sondern  er  wollte  nur  ins* 
besondere  Jedem  Material  zur  Uebung  seines  Urtheilsvermögens 
darbieten. "  > 

„Endlich  hatte  der  Vf.  zu  der  Wahl  der  Form  seiner  Schrift 
«uch  einen  persönlichen  Grund.  Er  ist  nemlich  in  einem  jetzt 
schon  vorgerückten  Alter  und  mit  einer  gänzlich  zerrütteten 
Gesundheit,  der  Beendigung  keiner  Arbeit,  die  er  unternimmt, 
mehr  sicher.  Begann  er  nun  eine  Schrift  nach  Irgend  einem  weit 
ausgreifenden  System,  so  würde  jede  Unterbrechung  das,  was 
fertig  wurde ,  zum  Stückwerk  von  geringem  Nutzen  machen.  So, 
wie  die  Schrift  jetzt  sein  wird ,  schadet  ihr  eine  Unterbrechung 
nichts  welter ,  als  dass  das ,  was  noch  kommen  sollte ,  wenn  es 
Überhaupt  etwas  werth  war,  fehlt.  Was  da  ist,  behält  immer 
seinen  verhältnissmSssigen  Antheil  am  Zweck.  Auch  kann  man, 
wenn  man  etwa  insbesondere  ireend  etwas  ausheben  will,  dies 
recht  gut  thun.  Man  darf  nur  die  vorausgehenden  Sätze ,  welche 
sich  angegeben  flnden,  aufsuchen  und  durchgehen;  die  übrigen 
bleiben  dann  zur  Seite  liegen." 

Indem  ich  hiermit  diese  Auszüge  aus  der  in  mehreren  Bezie- 
hungen lesenswerthen  Vorrede  schliesse,  bemerke  ich  nur,  dass 
mir  gerade  in  dem  von  dem  Herrn  Vf.  selbst  zuletzt  angegebenen 
Umstände,  nämlich  in  der  äussern  Form  des  Werkid,  eine  beson- 
dere Eigenthiimlichkeit  in  Bezug  auf  dessen  allgemeine  Gestaltung 
zu  liegen  scheint,  weshalb  ich  auch  auf  denselben  die  Leser  des 
Archivs  besonders  hinweise.  Bei  den  Bezeichnungen  hat  sich  der 
Herr  Vf.  an  seine  Vorgänger  nicht  sciavisch  gebunden,  und  auch 
nicht  selten  neue,  so  viel  als  möglich,  deutsche  Benennungen 
gebildet.  Eine  ausführliche  Angabe  des  Inhalts  des  vorliegenden 
ersten  Bandes  erlaubt  hier  leider  der  Raum  nicht,  und  ich 
bemerke  daher  in  dieser  Beziehung,  ohne  zu  glauben,  damit  ganz 
das  Richtige  getroffen  zu  haben ,  ganz  in  der  Kürze  und  bloss  im 
Allffemeinen  nur  so  viel,  dass  in  diesem  ersten  Bande  haupt- 
sächlich .diejenigen    Lehren    der  2bhlentheorie   enthalten    sind, 
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welche  wenigsteos  nicht  unmittelhar  und  od  he  dingt  .die 
eigentliche  Auflösung  der  unbestimmten  Aufgaben  oder  die  8<^ 
nannte  unbestimmte  Analytik  in  Anspruch  nehmen,  womit  ick 
des  Gegenstandes  kundi6;en  Lesern  genüge  wenn  auch  freilich  ii 
ziemlich  unbestimmter  "Welse,  gesa^  zu  haben  glaube,  dessei* 
ungeachtet  aber  noch  hinzufüge,  dass  natfirlich  die  Theilbarkeit 
der  Zahlen,  die  Reste,  das  Fermafsche  und  Wilson*sche  Theo- 
rem in  Ihren  verschiedenen  Gestalten,  das  Reciprocitats  -  Gesetz 
u.  s.  w.  eine  Hauptrolle  in  diesem  ersten  Bande  spielen. 

Ein  bestimmtes  Urtheil  über  das  vorliegende  Werk  zn  föllen, 
muss  ich  mich  gänzlich  enthalten,  weil  jedes  Urtheil  über  eis 
Werk  des  von  mir  hochverehrtei)  Herrn  Vfs.,  wie  es  auch 
beschaffen  sein  möchte,  von  meiner  Seite  nur  befangen  erschei- 
nen müsste.  Wie  viele  Andere  Aihle  auch  ich  mich  demselben  Ib 
nicht  wenigen  Beziehungen  persönlich  zu  dem  innigsten  Danke 
verpflichtet,  ein  Gefühl,  weiches,  wenn  ich  auch  selbst  Hiebt 
mehr  zu  den  Jünglingen  zu  zählen  bin,  da  ich  im  nächsten  Jahre 
bereits  auf  eine  fiinf  und  zwanzisjährige  amtliche  Wirksamkeit  ib 
Lehrer  im  Staatsdienste  zurflckbiicken  kann,  doch  nichts  von  sei« 
ner  früheren  Wärme  verloren  hat  und  nie  etwas  verlieren  wird» 
Ohne  das  geringste,  in  jetziger  Zeit  nicht  selten  hervortretende 
Haschen  nach  sogenannten  glänzenden  Erfolgen  hat  der  Herr  Vf. 
eine  lange  Reihe  von  Jahren  mit  der  reinsten  und  uneigennützig- 
sten gänzlichen  Hingebung  dem  Dienste  der  Wissenschaft  geweiht, 
nnd  mit  Aufopferungen   mancherlei  Art  zu  deren  weitern  und  all- 

Semeinern  Verbreitung  und  zur  grösseren  Ausbildung  und  besseren 
Begründung  mehrerer  einzelner  Disciplinen  nicht  wenig  beigetra- 
gen, von  welchem  Bestreben  auch  das  vorliegende  Werk  sowohl 
un  Allgemeinen  als  auch  in  seiner  ausfiihrlichen  Vorrede  der  reinste 
Spiegel  ist,  welche  letztere  wir  daher  auch  insbesondere  jüngeren 
Gelehrten  zur  Beherzigung  empfehlen  möchten.  Jedenfalls  Ist 
dieses  Werk,  so  weit  es  in  seinem  ersten  Bande  vorliegt,  die 
voliständi^te  Sammlung,  wenn  auch  der  Herr  Vf.  selbst  den 
Namen  eines  consequent  durchgeführten  Systems  ablehnt,  doch 
keineswegs  ohne  systematischen  Zusammenhang  an  einander  ge- 
reiheter  Sätze  der  Zahlenlehre,  welches  wir  bis  jetzt  besitzeta, 
nnd  wird  daher  hinfiSro  in  keiner  mathematischen  Bibliothek  fehlen 
dürfen,  von  keinem,  der  sich  für  die  Fortschritte  dieses  so  buchst 
int»essanten  Theils  der  Mathematik,  dessen  Wichtigkeit  för  die 
ganze  Wissenschaft  sich  bis  jetzt  noch  gar  nicht  absehen  lässt, 
entbehrt  werden  können.  Ich  schliesse  mit  dem  innigsten 
Wunsche,  dass  die  Vorsehung  dem  Herrn  Vf.  Kraft  schenken 
möge,  dieses  angefangene  Werk  in  möglichst  kurzer  Frist  zu  voll- 
enden. G.    « 


Geometrie. 


Fischer,   J,,     Elements   of  Creometry    for  Naval  Schools. 
Published  by  order  ofthe  Lords  of  the  Admirality.  London  1845.  18. 
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Geometrische  Aufgaben  nach  der  Methode  der 
Alten^  ffir  Schulen  bearbeitet  von  Dr.  F.  Luke,  Ober- 
lehrer am  Gymnasium  zu  Cuim.  Erster  Theil.  Plani- 
metrische  Aufgaben.    Thorn  1845.    8.     1  thir.  A  ggr. 

Der  vorliegende  erste  Theil  dieser  Sjimmlung  enthält  lOO  pla- 
niroetrische  Aufgaben.  Jeder  Aufgabe  ist  die  Analysis,  die  Con- 
sthiction ,  die  Determination  und  der  Beweis  beigegeben^  ganz  der 
Methode  der  alten  Geometer  gemäss.  Ein  Verzeichniss  der  behan- 
delten Aufgaben  ist  vorgedruckt.  Wenn  auch  gleich  an  ähnlichen 
Bfichern  kein  sehr  fiihlliarer  Man&;el  ist,  so  liiuss  doch  der  geo- 
metrische Unterrieht  nach  euklidischer  Methode  nach  unserer 
festen  Ueberzeugung  immer  die  Hauptgrund  läge  des  ganzen  mathe- 
matischen Unterrichts  bleiben ,  und  jedes  Beförderungsmittel  des- 
selben nach  dieser  Richtung  hin  muss,  wenn  es  nur  seinen  Zweck 
richtig  erkannt  hat,  dankbar  aufgenommen  werden.  Wir  sind  da- 
her überzeugt,  dass  auch  die  vorliegende  Aufgabensammlung  man- 
chem Lehrer  der  Mathematik  bei  seinem  Unterrichte  ein  gutes 
Hülismittel  sein  wird.  Dass  die  Anzahl  der  neuen  Aufgaben  nicht 
sross  sein  kann,  ist  bei  einem  schon  so  vielfach  behandelten 
gegenstände  nicht  anders  zu  envarten.  Indess  kommt  es  hierbei 
hauptsächlich  auf  die  Methode  an,  und  diese,  scheint  uns,  hat  der 
Herr  Vf.  meist  richtig  getroffen,  in  welcher  Beziehung  daher  auch 
die  Schrift  vorzugsweise  von  uns  der  Beachtung  der  Lehrer  an 
höheren  Unterrichts-Anstalten  empfohlen  wird- 

•  Mayr,    Dr.  A.,   Die  tangirenden  Flächen  erster  und  zweiter 
Ordnung.    4.    Würzburg  1845.    16  ggr. 


Trlgronometrle. 


Delatouche,  Gustave,  Trigonometrie  rectiligne  ä  Tusage 
des  ei^ves  qui  se  destinent  aux  ^coles  du  gouvernement.  Avec 
2  planches.    Paris  1845. 

Summarium  der  Goniometrie ,  en  der  re^tlnnige  en  sphaerische 
Trigonometrie,  dienende  als  handleiding,  bij  het  volgen  van  Aca- 
demische  Lessen  over  deze  deelen  der  Meetkunde;  gr.  8vo.  Te 
Leiden  1845.    f  1,00. 

Eerste  Beginselen  der  Meetkunst  (tot  aan  de  vlakken)  en  Drie- 
hoeksmeting,  ten  gebruike  voor  het  middelbaar  en  privaat  Onder- 
wijs;    kl.  ^0.    Te  Rotterdam,  bij  H.  A.  Kr  am  er  s.    f  1,20. 


Oeodäsie. 


Schrieben,   W.  E.  A.,   Vollständiges  Hand*  und  Lehrbuch 
der  gesammten  niederen  Messkunde.     3te  gänzlich  umgearbeitete 
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und  stark  vermehrte  Aufl. :,    zum  Selbstunterrichte  bearbeitet  m 
J.B.MoDt^.  Mit48FigurentafeiD.  8.  Quedlinburg  t845.  Ithlr.Sgg^ 


llecliaiilk« 


Langsdorf,    6.  W.  vod,  Lehrbuch  der  Elementar  •Med» 
nik.    gr.  8.    Stuttgart  1845.    21  ggr. 


Astronomie. 


Arago,  LegoDS  d'astroDomie  professdes  k  Tobservatoire  royal. 
Recueillieä  par  un  de  ses  döves.    4^me  edit.    Paris  1845.    3«  6. 

Jeans^  H.  W.,  Rules  for  finding  the  names  and  positioDB  oC 
all  the  Stars  of  the  First  and  Second  Magnitude.  Hoyal  8fo* 
London  1845.    cloth.    3  s.  6  d. 


Der  Merkurdurchgang  durch  die  Sonnenscheibe  am  8.  Mai  1815 
und  die  Sonnenfiosterniss  d.  6.  Mai  1845  in  ihren  verschiedenei 
Umständen  beschrieben.  Nebst  einer  kurzen  Erklärung  der  Mer- 
kurs -  und  Venusdurcbgänge ,  sowie  der  Sonnenfinstemisae  "Sbtx- 
haupt    Mit  1  Tafel  Abbildungeo.    8.    Leipzig  1845.    8  Ngr. 

Hansen^  Memoire  sur  la  d^termination  des  perturbatio« 
absolues  dans  les  ellipses  d'une  excentricite  et  d'une  inclinaiMH 

Siuelconques.    Traduit  de  Tailemand  par  M.  Victor  Maufais. 
n  8.    Paris  1845. 


Physik. 

•  ■  1  ■  ■  • 

Baumgartner^  A.^  die  Naturlehre  in  ihrem  gegemriitigtf 
Zustande  j  mit  Rücksicht  auf  mathematische  Begrünaung.  8.  fei» 
und  umgearb.  Aufl.  2.  Abtbl.  gr.  8.  Wien  1^.  Preis  bdte 
Abtheilungen  .4  thir.    (Vergl.  Litetar.  Ber.  Nr.  IPU.  S.  325.). 

Vermisclite  fikslirifteii. 


The  Cambridge  Mathematical  Journal.  Nr.  XXIII- 
February  1845.  1.  On  the  Theory  of  Linear  Transfonaaüfl» 
(A.  Cayley).  —  II.  On  Magic  Squares  (R.  Moon).  —  Ol.  Ob  the 
Theory  ol  Developments.  Part.  I.  (G.  Boole).  —  IV.  DemtMtii- 
tion  of  a  Fundamental  Propo«ti6n  In  4he  Meehanical  Thcorv  of 
Electricity  (W.  Thomson).  -  V.  On  the  Beduction  of  tke 'Ge- 
neral Equation  of  Surfaces  of  the  Second  Order  (W.  Thomsoa).  — 
VI.  On  Tertain  Integral  Transformations  (B.  BronwiB).  —  ¥H.  Ol 
-Certain  (kmtinned  rractions  (PerciVal  Frost).  • 
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Bulletin  de  la  clasae  phyMco-mathfSmatiqne*  de  l*acad.  imper. 
des  Sciences  de  8t.  Peterabourg.  Tome  IV,  INr.  1—3.  gr.  4.  8t 
P^tersbourg  1845.    Compl.  2  thlr. 


Anzeige  eines;  herauszugebenden  Werkes. 

Der  Zweck,  dessen  Erreichung  der  Unterzeichnete  bei  dieser 
Arbeit  im  Auge  gehabt»  war  im  Allgemeinen  erstens:  die  Stei- 
ner sehe  Methode  als  solche  im  8inne  ihres  Erfinders  weiter  aus- 
zubilden; zweitens:  den  Umfang  ihres  Gebietes»  sowohl  von  Sei- 
ten der  Allgemeinheit  als  auch'  der  Individualität  und  insbesondere 
der  quantitativen  Form  der  geometrischen  Ideen  zu  zeigen»  und 
drittens:  durch  beides  zugleich  die  Ueberzeugung  zu  verschaffen» 
dass  die  neuere  Geometrie»  in  Steiner's  Welse  behandelt»  nichts 
mehr  und  nichts  weniger  als  die  consequente»  durch  die  Erweite- 
rung der  Wissenschaft  überhau|it  nothwendig  gewordene  Fortbil- 
dung der  Geometrie  der  Alten  ist. 

ich  habe  daher  nur  solche  Eigenschaften  behandelt»  welche 
rein  aus  dem  Wesen  der  Projektivität  hervorgehen»  und  kaum 
unmittelbare  Folgerungen  aus  der  Congruenz  der  JDreiecke  und 
dem  pythagorischen  Lehrsatze  mir  erlaubt;  das  Princip  der  Invo- 
lutionen ist  als  besonderer  Fall  projektivischer  Gebilde»  und  zwar» 
um  den  Gegenstand  in  seinen  allgemeinsten  und  besondersten  Be- 
ziehungen zu  umfassen^  nach  allen  den  Seiten  und  Fällen^  welche 
durch  Meiner*s  umsichtsvolle  Diskussion  des  allgemeineren  Prin- 
€ips  gegeben  waren»  dargestellt.  — <  Während  aber  die  Entwicke- 
lung  des  Princips  vom  Allgemeinen  zum  Besonderen  fortschreitet» 
nimmt  die  Anwendung  auf  die  Eigenschaften  der  Figuren  den  um- 

S^kehrten  Gang»  so  dass  im  letzten  Kapite!  über  die  doppelte 
eriihrung  der  Kegelschnitte  fast  alle  vorhergehenden  Sätze  und 
Aufgaben  ihren  allgemeinsten  und  meistens  auch  ihren  ein- 
fachsten Ausdruck  erhalten.  Andererseits  aber  sind  gerade  dieje- 
nigen Eigenschaften»  welche»  wie  die  der  zug.  Durchmesser»  der 
Brennpunkte,  der  Oskulation  und  der  doppelten  Berührung»  nach 
Steiners  Ausdrucke  bisher  als  etwas  Eigenthümliches  und  ^ Wun- 
derbares'' dastanden»  mit  Vorliebe  behandelt  und  ihr  Zusammen- 
haue mit  allgemeineren  Eigenschaften  nachgewiesen  worden.  — 
In  der  äusseren  Darstellung  habe  ich»  so  viel  als  das  Wesen  der 
neueren  Geometrie  verstattete»  in  den  Grundsätzen  der  Betrach- 
tung selbst  aber  durchaus  mir  die  Alten  zum  Muster  genommen. 
Datier  ist  jeder  Aufgabe  ihr  vollständiger  Beweis  und  den  schwie- 
rigeren auch  die  Analysis  beigefügt»  und  die  Begründung  der  Lehr- 
sätze unterscheidet  sich  nur  insofern  von  der  gewuhnlichen  Weise« 
als  sie  denselben  voran-  statt  nachgeschickt  ist.  Die  Betrachtung 
bewegt  sich  fort^vähreod  in  reellen ,  d.  h.  durch  Konstruktion  gege- 
benen Vorstelhingen ;  das  sog.  Gesetz  der  Continuität  wircT  nir- 
ßends  in  Anspruch  genommen»  und  es  werden  die  gemeinscbaft- 
chen  Eigrenschaften  der  als  reelle  und  ideale  unterschiedenen 
Linien  und  Punkte  weder  durch  Uebertragung  von  der  primitiven 
auf  die  correlative  Figur»  noch  durch  besondere  Betrachtung  bei- 
der für  sich»  sondern  in  Einem  zugleich  aus  ihrer  gemeinschaft- 
lichen Definition  entwickelt.  Vor  Allem  aber  habe  ich  mich» 
worin  ein  eigenthümlicher  Vorzug  der  neueren  Geometrie  vor  der 
der  Alten  besteht,  eines  einfachen»,  ungekünstelten»  bloss  der  Natur 
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der  Sache  folgenden  Ideenganges  beflissen  und  xu  diesem  Zwecke 
'  das  Ganze  wiederholentlich  nmgearbeitet 

Den  Inhalt  betreffend^  hotte  ich  manches  Nene  darzobietcn, 
wohin  ich  unter  Anderem  die  Sätze  über  die  zugeordneten  Ach- 
senpunkte und  Brennsehnen,  mehrere  über  Oslcnlation  und  dop- 
pelte Berührung  und  sämmtliche  Konstru^onen  der  KeffelscbDitte 
inittels  imagin&rer  Bedingungen  oder  mittels  solcher  und  zu  osh- 
iirender  oder  doppelt  zu  berührender  Kegelschnitte  rechne ,  a^e- 
sehen  Ton  den  oätzen,  welche  durch  Verallgemeinerung  bekannter 
Eigenschaften  sich  ergeben  haben. 

Der  Tollständige  Titel  des  Werks  ist  ^^Das  Wesen  der  Invo- 
lutionen von  Punkten  und  Strahlen,  als  gemeinschaftliches  Prindp 
individueller  Eigenschaften  der  Figuren,  namentlich  der  ein-  noa 
der  umgeschriebenen  Vielecke,  der  harmonischen  Pole  und  Polaren, 
der    zugeordneten   Durchmesser  und    Achsenpunkte,  «der  Brenn- 

? unkte  und  Brennsehnen,  der  gemeinschaftlichen  Sekanten-  und 
^angentendurchschnitte ,  der  OsKulation,  der  doppelten  Berühmng 
und  sämnitlicher  Konstruktionen  der  Kegelschnitte  mittels  soge- 
nannter reeller  und  imaginärer  JBedingungen  —  im  Zusammenhange 
mit  Jak.  Steiners  ueometrie  •—  dargestellt.*^ 

Franz  Seydewitz, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  am  Königlichen 

Gymnasium  zu  Heiligenstadt. 

Der  Herr  Verfasser  des  vorher  angekündigten  Werks  hat 
durch  mehrere  in  dem  Archiv  abgedrudcte  umfangreichere  Abband* 
Inngen  sich  nicht  bloss  als  einen  ausgezeichneten  Kenner  der  so- 
genannten neueren  Geometrie  gezeigt,  sondern  auch  den  hinrei- 
chenden Beweis  geliefert,  dass  er  nicht  nur  das  bereits  Bekannte 
auf  eine  ansprechende  Weise  wieder  zu  geben ,  sondern  vielmehr 
sich  auch  neue  Wege  zu  bahnen  und  den  bereits  gewonnenen 
Umkreis  der  Wissenschaft  nicht  unwesentlich  zu  erweitem  ver- 
stehe. Daher  lässt  sich  von  dem  vorher  angezeigten  Werke  in 
wissenschaftlicher  Hinsicht  nur  etwas  Vorzügliches  erwarten,  nnd 
dass  das  mathematische  Publikum  überhaupt,  namentiich  aber 
auch  die  Lehrer  der  Mathematik  an  höheren  Unterrichts- Anstalten, 
lebhaften  Antheil^an  demselben  nehmen  werden,  darf  eben  so 
wenig  bezweifelt  werden ,  ^  weil  die  sogenannte  neuere  Geometrie, 
worauf  schon  mehrmals  in  dem  Archiv  hingewiesen  worden  ist, 
jedenfalls  ein  für  die  immer  grössere  Beförderung  des  Gedeihens 
des  mathematischen  Unterrichts  sehr  wesentliches  und  wichtiges 
Hülfsmittel  nicht  bloss  zu  werden  verspricht,  sondern  schon  viel- 
'  fach  geworden  ist,  wofür  die  in  dem  Archive  abgedruckten  Ab- 
handlungen mehrerer  hOchst  achtbarer  Lehrer  der  Mathematik  und 
einige  neuerlich  erschienene,  in  den  literarischen  Berichten  ange- 
zeigte Schriften  das  voliffüitigste  Zeugniss  ablegen.  Sowohl  ii 
dieser  Rücksicht,  als  aucn  wegen  der  Neuheit  seines,  die  Wis- 
senschaft erweiternden  Gegenstandes  ist  es  daher  sehr  zu  wa- 
schen; dass  dem  Herrn  Verfasser  recht  bald  eine  geeignete  Gcie- 
Senheit  zur  Herausgabe  seines  verdienstlichen  Werkes  in  einer 
em  Gegenstande  würdigen  Ausstattung  geboten  werden  mOge. 
Greifswald,  im  Mai  1845.  Grunert. 
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Literarischer  Bericht 


Systeme,  Lehr-  und  Wörterbflcher. 


JabD>  G.  A.:  Wörterbuch  der  angewandteo  Matbematik.  gr.  8. 
3te  Lief.    Leipzig.    1844.    18  ggn 

(Wird  nächstens  ausfiibrlicher  angezeigt  werden.) 

Kries,  Fr.:  Lehrbuch  der  reinen  Mathematik.  7te  Aufl.  Mit 
S25  Holzschnitten.    Jena.    1844.     1  Thir.  18  ggr. 

Die  Elemente  der  Arithmetik,  Algebra  und  rechnenden  Geome- 
trie.   Von  Prof.  J.  Rogg.    Mit  lith.  Tafeln.    Ulm.    1844.    20  ggr. 

Montferrier,  A.  S.  de:  Dictionnaire  des  sciences  math^matiqnes 
pures  et  appliqu^s;  Deuxi^me  Vitien.  Trois  Tolumes  in  4.  plus 
SO'planchi^B.    Parts.    1844.    36  fr. 


Arithmetik. 


Schenkel:  praktisches  Rechenbuch  für  Schüler  in  Yolksschuien 
und  in  den  unteren  Klassen  der  Realschulen.    Nebst  Resultaten.    8 
Brau'nschweig.    1844.    10  ggr. 

Scbenkeli  J.:  Elementare  Arithmetik,  jtheoretisch  und  praktisch 
dargestellt  fdr  Lehrer.    Rraunschweig.   1844.    8.    14  gg^r. 

Hauschild,  J.  W.:  die  Arithmetik.  Ein  Handbuch  für  alle  Stände 
Nordhausen.     1844,    8  ggr, 

Bu4  Tl.  .^ 
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f  ^  ■    ■ 

Sa88,  J.  B.:  Proportionen  und  kanfmännisches  Rechnen.  Ente 
AbtheiluDg  der  Fortsetzung  des  ,, Rechenbuchs  für  VolksschoIeD". 
8.    AUona.    1844.    ^  Thlr. 

Derselbe:  Resultate  dazu.  *\  Thlr. 

Humpoltz,  L. :  Handbuch  der  Arithmetik  in  einer  grÜDdlichen 
und  leichtfasslichen  Darstellung,  mit  vorzüglicher  Rücksicht  anf 
praktische  Anwendung.    Prag.     1844.    gr.  8.     1  Thlr.  12  ggr. 

Preyssinger,  P.  :*  Leitfaden  zum  Unterricht  in  der  niederen) 
reinen  und  angewandten  Arithmetik.  2te  Aufl.  gr.  8.  Ulm.  1844. 
18'  ggr. 

Hartniann  /  Dr.  F«  F.  6.:  arühneCiseber  Knrgua  fir  die  okreD 
Gymnasial -Klassen,  enthaltend  die  Grund-,  Rang-  und  OrdnnngB- 
operationen  mit  vielen  Uebungsaufgaben.  Iste  Abth.:  Die  Grand- 
operationeti.  2te  Abth.:  Die  Rangoperationen.  8.  1844.  Hildes- 
heim.     If  Thlr. 

Anleitung^,  leichtfasslicbe ,  zum  Gebrauch  des  Rechenstabes  bei 
Mnltiplication»  Division,  verkehrter  nnd  gerader  Regel  de  tri,  Ge- 
sellschaftsrechnuug,  Quadriren,  Wurzelausziehen,  Bestimmung  det 
geometr.  Mittels,  Verwandlung  von  Vierecken  und  Dreiecken,  KreiS' 
umfangs-  und  Flächenrechnungen,  Ellipsen,  Kugeloherflachen ,  Be- 
rechnungen des  freien  Falles,  dann  der  Körperinhalte  von  Wurfehi, 
Prismen,  Cylindern,  Kugeln,  Pyramiden  Und  Kegeln,  iendlicb  der 
Auflösung  rechtwinkeliger  Dreiecke.  Eingerichtet  für  Solche,  wel- 
che nur  im  Besitze  der  gewöhnlichen  Elementarken ntniese  sind.  8. 
Wien.    1844.    i  Thlr.*  , 

Lehrbuch  der  Arithmetik  von  J.  G.  Brebmer»  Doctor 
der  Philosophie,  Oberlehrer  der  Mathematik,  und  Phy- 
sik am  Pädagogium  zu  Putbus  auf  Rügen.  Stralsund. 
1844.    8.  '    . 

Der  Verfasser  bat  sich  in  dieser  Schrift  forjuiglich  ^ine  stftif^ 
systematische  Entwickelung  der  Arithmetik  am  einem  Pijacipsk 
nämlich  aus  dem  Principe  des  Zählens,  welches  der  Verfasser  all 
besonderes  oder  determinirtes  Princip  der  Arithmetik  bezeichnet, 
heraus  zur  Aufgabe  gemacht,  weihalb  in  derselben  auch  das  Strs- 
ben  nach  einer  phifosophischen  Behandlung  der  Arithmetik  sehr 
deutlich  hervortritt,  worin  daher  auch  ihre  EigenthümUchkeit  vor* 
züglicb  zu  suchen  s^in  dürfjbo.  . 

Nach  einer  Einleitung  in  die  gesammte  Mathematik  wird  S.  ü 
die  folgende  Erklärung  der  Arithmetik  gegeben : 

»Der  Gegenstand  der  Arithmetik  ist  die  Zahlgrössj^  ibi;  Prioeip 
das  jtählen^  welches  sich  sofort  ab  Zuzählen  oder  Wegzählen  du^ 
stellt;  die  Arithmetik  ist  die  Wissenschaft  von  4er  (Uncreten  Te^ 
änderung  einer  Zahlfi:rösse  und  deren  Folgen,  sie  untersucht  I)  die 
discreten  Veränderungen  selbst,  welchen,  eine  Zahlgnösaia  wwt^efft, 
betrachtet  2)  dtis  iti  Fol^e  solcher  Veränderunffea  immer  nögUdM 
Verhältniss  zwischen  zwei  oder  mehreren  gegebenen  Grössen,  nnd 
bestimmt  3)  die  Zahl|rrösse>  weiche  ani  einw  gf^Bl^nfln  SdUf^Ssse 
ein  gegeibenes  TerhäUniss  hat. 
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Jed«  VeränderiHigf  wdcba  mit  «iatr  ZftUgftfMe  YerfiBOMMii 
wird}  heuui  aaeh  eine  Operation  oder  Rechnung/* 

Auf  S.  14  wird  hieranf  die  folgende  Uebersicht  des  ganien  Sj- 
steiiB  gegeben: 

Erstes  Buch.    Erste  ZäUstufe. 
Cap.  1.    Erste  Operationsstufe. 
Cap.  2.    Erste  Verhältnissstitfe. 
Cap.  3.    Erste  algebraische  Stufe. 
Zweites  Bucb.    Zweite  Zählstufe. 
Cap.  4.    Zweite  Operationsstufe. 
Cap.  5.    Zweite  Verhältnissstufe. 
Cap.  6.    Zweite  algebraiscbe  Stufe. 
Drittes  Buch.    Dritte  Zählstufe. 
Cap.  7.    Dritte  Operationsstufe. 
Cap.  8.    Dritte  Verhältnissstufe. 
Cap.  9.    Dritte  algebraische  Stufe. 

An  bang.   Beweis,  dass,  nicht  mehr  Zäblstnfen  möglieh  sind. 
Viertes  Buch.    Verhältnisse  zwischen  mehreren  Grössen. 
Cap.  10.    Diese  Verhältnisse  nach  der  ersten  Zählstnfe. 
Cap.  11.    Desgleichen  nach  der  zweiten  Zählstufe. 
Cap.  12.    Desgleichen  nach  der  dritten  Zäblstufe. 
Das  Weitere  über  diese  für  sich  freilich  nicht  ffani  verständ- 
liche  Eintheilung  muss  man  in  dem  Bncbe  selbst  nacbleseni  da  uns 
zu  weiteren  Erläuterungen  hier  leider  der  Raum  fehlt. 

Jedenfalls  verdient  das,  so  wie  in  dieser,  auch  in  mehreren 
anderem  neueren  Schriften,  deutlich  hervortretende  Streben  nach 
einer  streng  systematischen  Entwickelung  der  Arithmetik  aus  ei- 
nem Principe,  wozu  dieselbe  unter  den  mathematischen  Disciplinen 
vorzuf[sweise  geeignet  ist,  eile  Anerkennunff.  Cebrigens  aber  kön- 
nen wir  den  Lesern  des  Archivs  die  Versichernoff  geben,  dass  die 
vorliegende  Schrift  sich  keineswegs,  wie  manche  andere  vorzüg- 
lich nach  einer  sogenannten  philosophischen  Darstellung  strebende 
Schriften,  in  ein  mystisches  Dunkel  hüllt,  sondern  vielmehr  überall 
sich  eine -völlig  klare  und  deutliche  Darstellung  zur  besondern  Auf- 
gabe macht,  weshalb  deren  Inhalt  auch  unter  der  Leitung  eines 
geschickten  Lehrers  Schülern  an  höhern  Cnterrichtsanstalien  ohne 
alle  Schwierigkeit  reeht  wohl  zu  völligem  Verständniss  wird  ge- 
bracht werden  können.  Zugleich  ist,  ohne  sich  irgendwo  auf  ein 
blosses  vages  philosophisches  Rabonnement  einzniassen,  was  na- 
mentlich bei  dem  matbesMlisehen  Unterrichte  auf  Schulen  sehr  ge- 
fährlich sein  ^ürde,  überall  4ia  strenge  mathematische  Form  der 
Beweise  festgehalten,  und  eine  hinreichende  Anzahl  erläuternder 
Beispiele  beigegeben  worden»  was  der  Schrift  ebenfalls  nur  zur 
Empfehlung  gereichen  kann. 

Lehrbuch  der  Arithmetik  mit  Einschluss  der  Algebra. 
Für  höhere  Lehranstalten  und  zum  Selbstunterricht.  Von 
Dr.  K,  G.  Rensehle,   Professor  am  Gymnasium  zu  Stutt- 

fart.     EraterTheil:    Arithmetik.     Stuttgart.     1844.     8. 
Thlr.  3  ggr. 
Bei  der  Abfassung  dieses  deutlich  geschriebenen  Lehrbuchs  hat 
sich  der  Verfasser  vorzüglich  an  Ohm  gehalten,  und  stellt  als  lei- 
tende Grundsätze  seiner  Behandlung  in  der  Vorrede  die  drei  fol- 
genden auf:  1)  die  Zahl  ist  keine  Grösse;   2)  alles  Rechnen  ist 

29« 
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ZakleoTerbiDdaBgCB  kiHmeB  letalich  «af  mboa  Arten  Kflrilck,  zwei 
S&alilea  ait  eioaBder  x«  Teriiadea.  üebrif:«iit  tiat  sich  der  VeifaBter 
keioecwe^i  sklavifich  ao  seia  Vorbild  gehalten,  soodem  ist  ia  sehr 
fachen  Besieh unfz^en  itiuen  eignen  Weg  freerang^n.  Ob  ei  nbrigfH 
nicht  hin  und  wieder  Eur  Abkirsaag  «ad  Deatlichkelt  der  Beweise 
beigetragen  haben  würde^  wenn  der  Gebraach  allgeaieiaer  Syabak 
aieht,  wie  ec  acheint,  abiichtlich  irenaiedea  wardea  wire,  wallea 
wir  diahin  gestellt  nein  lassen« 


SasSy  J.  B.:  BuchstabeBreehaaBg  nad  Algebra.    2te 
der  FortseUnng  des  »»Becbenbacha  vkr  Talkaschalea^*.    8.    Altaasu 
1844.     1  Thir. 

Derselbe:  Besnltate  daso.    Ebead.    \  Tblr. 

Sachs:  AvfIdsvageD  der  ia  Meier- Hirseh*s  SaaiailnB^  ¥oa  Bei- 
spielen ete«  enthalt eaen  Gleicbaagen  vad  Aafgabea.  Zsia  Selbit- 
anterricht  bestiaiait    Sechste  Aafiage.    8.    Berlin.    1844.    ]|  ThIr. 

Baltshaasen,  H.:  Die  Grondlehrea  der  Alffehra,  theoretisch  eat- 
widcelt  und  mit  einer  grossen  Anzahl  ron  Beispielen  and  Aofgabea 
cur  praktischen  Einühang  derselben  versehen.  Mit  besonderer  Rii'dE- 
sicht  auf  den  Gebranch  in  Schulen,  gr.  8.  1844.  Solotham. 
1  ThIr. 

Derselbe:  Der  Schlüssel  zu  den  Aufgaben.    10  ggr, 

Prochaska,  f^.:  Kurze  und  leichtfassliche  Aaleitung,  Gleichno- 
gen  des  1.  und  2.  Grades  aufzusetzen  und  aufsulösen.  8.  Wies. 
1844.  .  8  ggr. 

Ingram  and  Trotter,  Elements  of  Algebra,  Theoretieal  and 
Practieul:  for  the  use  nf  Scbools  and  Private  Studeots;  eontaioiiog 
the  Fundamental  Ruies,  Fractions,  Involution  and  Evolution,  Snrds, 
Equations  of  all  Degrees,  Progressions,  Series,  Logarithms  and  their 
Applications,  Properties  of  Numbers,  Continued  Fraciions  and  their 
Uses,  the  indeterminate  or  Diophantine  Analysis,  Probabilities,  Life 
Annuitics  etc.:  with  numerous  Exerpises  under  each  Head,  and  8 
large  Collection  of  Miscellaneous  Questions.  12.  Edinburgh.  1844; 
4  sh, 

^    Götz,  J. :  Lehrbuch  der  Mathematik.    2ter  Theil :  Differentkri- 
und  Integralrechnung,     gr.  8.     1844.     Leipzig.    20  ggr. 

(llid  jetzt  ist  dieses  Buch  noch  uieht  in  unsere  Hände  gelangt, 
und  wird  später  ausführlicher  angezeigt  wei*den.) 

Bell.  A. :  lMathematici|l  tables,  consisting  of  logarithraic  and 
other  tables,  required  in  the  varioos  branches  of  matheaiaticfl. 
Loudon.    S|  sh. 
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Geometrie. 


Lehrbach  der  Mathematik  für  Gymnasien  und  Real- 
■  chulen  nebst  vielen  Uebungsaufgaben  und  Excursen, 
Ton  J.  H.  T.  Möller,  Schulrathe  und  Director  des  Real- 
gymnasiums zu  Gotha.  Zweiter  Theil,  Erste  Abthei- 
lung,  die  Grundeigenschaften  der  unbegrenzten  geome- 
trischen Gebilde  im  Räume  und  die  gesammte  Planime- 
trie enthaltend.  Auch  unter  dem  besonderen  Titel: 
Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gymnasien  und  Realschu- 
len, nebst  vielen  Uebungsaufgaben  und  Excursen,  von 
J.  U.  T.  Müller.  Erste  Abtheilung,  die  Grundeigen- 
schaften  der  unbegrenzten  geometrischen  Gebilde  im 
Räume  und  die  ganze. Planimetrie  enthaltend.  Mit  zehn 
Kupfertafeln  und  den  zum  gesammten  mathematischen 
Unterricht  erforderlichen  vierstelligen  Hülfstafeln  als 
besonderer  Beilage.     Halle.^  1844.    8.     1  Thlr.  6  ggr. 

Dieses  Lehrbuch  der  Geometrie  ist  nach  einem  ganz  neuen 
Plane  bearbeitet,  und  unterscheidet  sich  von  allen  übrigen  uns  be- 
kannten in  mehreren  wesentlichen  Punkten,  die  wir  jetzt  den  Le- 
sern in  möglichster  Kürze  vor  die  Augen  zu  führen  versuchen 
wollen. 

Der  allgemeine  Grundgedanke,  welcher  bei  der  Abfassung  die- 
ses Werks  den  Verfasser  fortwährend  geleitet  hat,  ist  zuvörderst 
der,  dass  die  Sätze  nicht  in  der  Folge,  wie  sje  sich  den  Bewei- 
sen nach  am  bequemsten  an  einander  reiben  lassen,  sondern  wie 
sie  sich  ihrem  Inhalte  nach  einander  am  besten  anschliessen ,  ge- 
ordnet wordon  sind,  so  jedoch,  dass  darunter  die  Folgerichtigkeit 
der  Beweise  durchaus  keinen  Abbruch  erleidet. 

Eine  nothwendige  Folge  aus  diesem  leitenden  Grundgedanken 
war  nun  aber,  dass  der  Verfasser  die  seit  Buclides  fortwährend 
festgehaltene  Trennung  der  sogenannten  Planimetrie  und  Stereo- 
metrie von  einander  gleich  von  vorn  herein  ganz  aufheben,  und 
vom  Anfange  an  den  Raum  als  Object  der  Geometrie  sogleich  in 
völliger  Allgemeinheit  auffassen  niusste.  Die  Noth wendigkeit  die- 
ser allgemeineren  Auffassung  wird  bei  dem  Zwecke,  dessen  Errei- 
ch nng  der  Verfasser  sich  überhaupt  vorsetzte,  sogleich  einleuchten, 
wenn  man  z.  B.  nur  überlegt,  dass,  wenn  von  den  möglichen  La- 
gen zweier  Geraden  die  Rede  war,  natürlich  die  kreuzende  Lage 
nicht  .fehlen  durfte;  bei  drei  Geraden  war  deren  Parallelität  im 
Räume-  nicht  zu  umgehen ;  an  die  Lehre  von  den  Winkeln  rousste 
sich  als  das  durchaus  Analoge  unmittelbar  die  Lehre  von  den  Kei- 
len oder  Flächenwinkeln  anschliessen ;  drei  Ebenen  bedingten  die 
Aufnahme  der  Ecken;  u.'s.  w. 

Ueberhaupt  aber  musste  der  Verfasser,  wen'n  er  sich  selbst  treu 
bleiben  wollte,  die  meisten  geometrischen  Objecte  aus  allgemeine- 
ren Gesichtspunkten  auffassen,  als  dies  sonst  meistens  zu  ffcschehen 
pflegt,  in  welcher  Beziehung  wir  hier  nur  u.  A.  die  gleich  anfäng- 
lich ganz  allgemeine  Darstellung  der  Lehre  von  den  Winkeln  her- 
vorheoen,  welche»  worin  jeder  erflihrene  Lehrer  dem  Verfasser  voll-^ 
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kommen  heipflichten  muis,  für  den  künftigen  Unterricht  in  der  Tri- 
gonometrie von  der  jg^röaaten  Bedeutung  ist,  und  zu  dessen  Grieiclh 
terung  die  erspriesslichsten  Dienst«  leistet. 

Aus  dem  Grundgedanken,  welcher  bei  der  Abfassung  dieses 
Werks  leitend  war,  geht  endlich  auch  von  seihst  hervor,  dass  auf 
möglichste  Gruppirung  der  Sätze,  ferner  auf  das  Uervorhebea 
des  Dualismus  in  der  Geometrie  besonderer  Pleiss  verwandt,  und 
auch  von  den  Analogieen  so  oft  wie  möficlieb  Gebrauch  gesMiebt 
werden  musste,  so  dass  nttmlicb  die  für  die  Punkte  und  Gerades 
erwiesenen  Sätze  überall,  wo  es  thunlich  war,  beziehungsweise  auf 
die  Geraden  und  Ebenen  übertragen  wurden. 

Nachdem  wir  jetzt  das  vorliegende  Werk ,  so  weit  es  die  ass 
vorgeschriebene  Kürze  gestattet,  im  Allgemeinen  zu  cfaarakterisiren 
versucht  haben,  fühlen  wir,  bevor  wir  zur  Angabe  des  Inhalts  det 
einzelnen  Abschnitte  übergehen,  uns  gedrungen,  der  groaaea  Coa* 
Sequenz,  mit  welcher  der  Verfasser  den  sich  selbst  vorgezeicbnetea, 
nicht  leichten  Weg  gegangen  ist,  die  rühmlichste  Anerkennaag  ra 
Theil  werden  zu  lässig.  TJnd  bei  dei*  ungemein  grossen  Krweite» 
rung  der  Geometrie  in  neuerer  Zeit,  wo  es  auch  selbst  fiir  des, 
welcher  sich  fortwährend  speeiell  mit  diesen  Gegenständen  beschäf- 
tigt, sehr  schwierig  ist,  die  Uebersicht  nicht  zu  verlieren,  kann 
über  den  Nutzen  eines  solchen  Werks  wie  das  vorliep^ende  keine 
Frage  sein;  vielmehr  ist  dasselbe  längst  ein  Bedürfniss  gewesen. 
Pa  es  ferner  eine  wahre  Sünde  an  der  Wissenschaft  sein  würde, 
wenn  man  die  neueren  Eroberungen  auf  dem  Gebiete  derselbe! 
dem  Unterrichte,  für  welchen  dieselben  jedenfalls  von  der  grossten 
Bedeutung  sind,  noch  länger  entziehen  wollte,  so  ist  auch  in  die- 
ser Rücksicht  das  vorliegende  Werk  von  besonderer  Wichtigkeit, 
und  muss  den  Lehrern  an  höheren  Unterrichtsänstalten  dringend 
empfohlen  werden,  wobei  wir  zugleich  die  Ueberzeugung  auszs* 
sprechen  laicht  anstehen ,  dass  schwerlich  auf  einem'  anderen  We^e, 
als  dem  von  dem  Verfasser  eingeschlagenen,  dieses  Ziel  glücklich 
zu  erreichen  sein  dürfte. 

Nachdem  nun  der  Verfasser  in  dem  ersten  Abschnitte,  welcher 
die  Ueberschriffc  fuhrt:  Grundeigenschaften  der  unbegrenz- 
ten und  balbbegränzten  geometrischen  Grössen,  und  des- 
sen Zweck  und  Wichtigkeit  aus  den  vorhergehenden  gegebenen  all- 
gemeinen Andeutungen  über  den  Zweck  des  Werks  von  selbst  er- 
hellen wird,  eine  möglichst  breite  Basis  für  alles  Folgende  zu  ge- 
winnen versucht  hat,  ^eht  er  im  zweiten  zn  den  begränzten 
ebenen  Figuren  über,  und  stellt  mit  absichtlicher  Vermeidung  der 
Congruenz,  ohne  die  eine  Figur  mit  der  anderen  zu  vergleichen, 
wodurch  natürlich  viele  Abweiobnngen  von  den  gewöhnlichen  Be- 
vreisarten  nöthifi^  gemacht  werden,  dem  Verfasser  aber  der  grosse 
Vortheil  gebracht  wird,  dass  später  die  Zusammenstellung  fremd- 
artiger Sätze  umgangen  werden  konnte,  die  hauptsächlichsten  Eigen- 
schaften der  begränzten  ebenen  Figuren  zusammen. 

Den  natürlichsten  Eintheilungsgrund  für  die  drei  übrigen  Ab» 
schnitte  boten  die  verschiedenen  geometrischen  Verwandtschaften 
dar,  nämlich  die  Congruenz,  die  Gleichheit  mit  Einschlnss  der  Affi- 
nitätsgleichheit, die  Aehnlichkeit  und  Affinität.  Die  Folgemn^ren 
aus  den  verschiedenen  Verwandtschaftseigeoschaften  wurden  in  ie* 
dem  Abschnitte  abgesondert  nachgegeben,  so  dass  anch  hierbei  uas 
Zttsammengebörige  möglichst  bei  einander  bleiben  konnte.  - 
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Einen  selir  wesentlichen  Theil  des  Werks  bilden  endlich  die 
AnhäDffe  zu  den  einzelnen  Abschnitten,  welche  nicht  für  den  öffent- 
lichen Unterricht  bestimmt  sind,  und  in  die  Alles  verwiesen  wor- 
den ist,  was  mehr  die  Anreffunff  der  Selbstthätigkeit  der  Schüler 
zum  Zweck  hat  Aber  auch  hier  hat  der  Verfasser  möglichst 
auf  die  Gruppirung  von  Sätzen  und  Aufgaben  gesehen,  und  je- 
den Gegenstand  als  ein  kleines  abgeschlossenes  Ganzes  darzustellen 
versucht 

Den  sehr  reichen  Inhalt  der  einzelnen  Abschnitte  und  der  An- 
hänge speciell  anzugehen,  verbietet  uns  hier  leider  die  Beschränkt- 
heit des  Raumes,  weshalb  wir  aus  diesem  grossen  Schatze  nur  Ei- 
niges herausgreifen,  was  uns  besonders  auch  durch  seine  Neuheit 
bemerkenswerth  zu  sein  scheint  Dahin  gehören  u.  A.  anf  S.  122 
vier  neue  allgemeine  Congruenzsätze  für  Dreiecke,  bei  denen  als 
drittes  Element  der  Coogruenzbedinguugen  die  Gleichheit  des  Flä- 
'  eheninhalts  hinzugezogen  worden  ist;  tS.  147  —  S.  151  eine  voll- 
ständige Zusammenstellung  aller  möglichen  Coordinatenmethoden ; 
Hauches  über  die  geometrischen  Oerter  und  die  harmonischen  Be» 
siebungen,  wobei  der  Verfasser,  auch  um  des  Folgenden  willen, 
mit  Recht  kein  Bedenken  tmg,  den  Begriff  des  Sinus  und  Cosinus 
Mit  aufzunehmen;  die  au  verschiedenen  Stellen  gegebenen  Zusam- 
menstellungen, geometrischer  Beziehungen,  u.  s.  w.  In  den  Anhän- 
gen ist  auch  aut  das  Rücksicht  genommen  worden,  was  von  prak-^ 
tischer  Bedeutung  ist,  z.  B.  auf  die  Theorie  des  Proportionalzir- 
kels, des  Pantographen  oder  Storchschnabels  und  des  Nonius  oder 
Verniers. 

Sobliesslicb  müssen  wir  noch  einer  sehr  mühsamen,  aber  auch 
sehr  verdienstlichen,  und  namentlich  denen,  welche  ihre  Zeit  dem 
Studium  der  Werke  der  griechischen  Geometer  im  Original  widmen 
wollen,  sehr  nützlichen  Arbeit  gedenken,  welcher  sich  der  Ver- 
fasser unterzogen  hat,  indem  derselbe  nämlich  in  einer  Ausdehnung, 
wie  dies  wohl  \ioch  nicht  geschehen  ist,  überall  die  griechischen 
Kunstausdrücke  nebst  ihren  lateinischen  Bedeutungen  aufgenommen 
hat.  Die  durch  den  Mangel  an  allen  Vorarbeiten  nur  noch  ver- 
grösserte  Schwierigkeit  einer  solchen  Arbeit  ist  allein  derjenige 
gehörig  zu  würdigen  im  Stande,  welcher  die  Schriften  deir  griechi- 
schen Mathematiker  selbst  aus  den  Originalen  kennt 

Die  auf  ähnliche  Art  wie  bei  Runze^s  Geometrie  in  grosser 
Sauberkeit  ausgef&brten  Figurentafeln,  welche  auch  bei  anderen, 
vorzüglich  *für  den  Unterricht  bestimmten  Werken  nachgeahmt  zu 
werden  verdienten,  gereichen  dem  Werke  ebenfalls  zu  besonderer 
Empfehlung. 

Nochmals  empfehlen  wir  dieses  neue  System  der  Geometrie, 
dessen  Fortsetzung  wir  mit  Verlangen  entgegen  sehen,  allen  denen 
angele^ntlichst ,  welche  sich  für  die  Fortschritte  dieser  herrlichen 
Wissenschaft  und  deren  ungemein  grosse  Wichtigkeit  für  das  ge-« 
sammte  €nterriefatswesen  interessiren. 

Zugleich  mit  dem  vorhergehenden  Werke  sind  erschienen: 
Vierstellige  Logarithmen  der  natürlichen  Zahlen 
und  Winkelfunctionen  nebst  den  Ganssischen  und  an- 
'dern  Hülfstafeln  zur  Auflösung  der  höhern  numerischen 
Gleichungen  und  zur  Anwenduuff  der  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  von  J.  H.  T.  Müller,    Schulrathe  und  Di- 
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rector  des  Gothaischen  Realgymnasiaas.     Halle.    1S44. 
8  gfff. 

Diese  Tafele  eotbalten: 

1.  Auf  S.  1    die   fünfsteHigea   Logarithroeo   der-  gerade  aa 
Häufigsten  vorkommeDdeo  Zahlen  von  10000  bis  ISMKM)« 

2.  Auf  S.  2  und  3,  also  neben  einander,  die  vierstelligeo 
Logarithmen  aller  Zahlen  von  1  bis  10000. 

3.  Auf  S.  4  bis  9  die  Gauss ischen  Tafeln  zur  einen  Balfte 
in  einer-  den  Gebrauch  wesentlich  erleichternden  Gestalt     Bs  ver* 
ursachte   nämlich   bei  der  zeitherigen  Einrichtung   der  Tafelo  für 
log  (ff  —  Iß)  wegen  der  doppelten  Columnen   nicht  allein  das  Auf- 
schlagen sondern  auch  die  jedesmal  ans  zwei  Rechnungen  beste- 
llende Interpolation   mehr  Zeitaufwand   und  grössere  Aufmerksan- 
keit,  indem  die  durch  die  Zwischenrechnung  gefundene  Zahl  bald 
additiv,  bald  subtractiv  war.     Um  dies  zu  vermeiden,  hat  der  Ver- 
fasser die  Werthe  zu  log(0  —  h)  für  gleichmässig  fortscbreiteDde 
Argumente  neu  berechnet,  und  dann  mit  den  Matthiesen'schen  Ti- 
feln  verglichen,    wobei  er,    so  wie  auch  hin  und  wieder  bei  der 
nachher    zu    erwähnenden    Formelsammlung,   von    Herrn   Directer 
Hansen  durch  manchen  Wink  über  die  zweckmässige  EinriehtUDg 
des  Ganzen    unterstützt   wurde.     Dadurch    ist   nicht  nur  das  An- 
schlagen,   sondern   auch   das  Einschalten  erleichtert  und  letzteres 
durchgängig  gleichförmig  geworden. 

4.  S.  10  und  11  die  vierstelligen  Quadrate  aller  Zithlen  von 
0  bis  1  durch  alle  Zehntansendtel. 

5.  S.  12  bis  15  die  Viertelquadrate  aller  Zahlen  von  0 
bis  2  durch  alle  Zehntansendtel,  welche  bei  der  Anwendung  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate,  so  wie  der  Gräfe'schen  Methode 
zur  Auflösung  der  numerischen  Gleichungen,  eine  grossere  Erleich- 
terung als  die  Logarithmen  gewähren. 

6.  Die  Logarithmen  der  ffoniometrischen  Functionen, 
welche  in  einer  solchen  Ausdehnung  gegeben  worden  sind,  duss 
sie,  soweit  dies  bei  vierstelligen  Logarithmen  möglich  ist,  eine 
Schärfe  von  1  Secunde  gewähren. 

7.  Eine  Tafel  der  Kreisbogen  in  Theilen  des- Halbmessers 
^  1,  so  wie  der  wichtigsten  Functionen  von  tt. 

8.  Alle  natürlichen  goniometrischen  Functionen  von 
30  zu  30  Minuten. 

9.  Eine  kleine  Tafel  der  dreistelligen  Logarithmen,  welche 
gerade  noch  Platz  fand. 

Eine  sehr  deutliche  Anleitung  zum  Gebrauche  der  sämmtlicbes 
Tafeln,  so  wie  eine  Sammlung  der  wichtigsten  Formeln,  auch  fär 
die  ebene  und  sphärische  Trigonometrie,  ist  der  Schrift  vorans- 
geschickt. 

Durch  die  mühsame  Zusammenstellung  dieser  so  vieles  Nfits- 
liche  enthaltenden  Sammlung  abgekürzter  Tafeln  hat  sich  der  Ver- 
fasser nicht  bloss  um  die  Schulen,  für  welche  gerade  eine  solche 
Sammlung  allerdings  ein  Bedürfniss  war,  sondern  auch  um'  viele 
Praktiker  ein  dankbar  anzuerkennendes  Verdienst  erworben,  nad 
wir  können  daher  nur  wünschen,  dass  sein  Fleiss,  sein  Eifer  and 
seine  Geschicklichkeit  durch  einen  recht  weit  verbreiteten  Gebraaeh 
dieser  auch  äusserlich  sehr  gut  ausgestatteten  Tafeln  die  gebührende 
Anerkennung  finden  und  einigermassen  belohnt  werden  möge. 
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GroBsmano :  Genetisches  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  Für 
Realschulen  und  Gymnasien.     Mit  2  Tafeln.     Stuttsrart.    1845.    S. 

Löschke,  K.  A.  J. :  Geometrie  f3r  den  Schul-  und  Privatgebrauch. 
8.    Sobweidnit«.    1844.    8  gf^r. 

Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  Von  Dr.  Chr.  Nagel,  Rector 
der  ReaUnstalt  in  Ulm.  4te  verbesserte  und  vermehrte  Aufl.  Mit 
16  lithogr.  Tafeln.    Ulm.    1844.    20  ggr. 

Lehrbuch  der  Stereometrie  und  der  ebenen  Trigonometrie.  Von 
Dr«  Ch.  Nagel.  1.  Abth. :  Stereometrie.  11.  Abth. :  Ebene  Trigono- 
metrie.   Zweite  Auflage.    Ulm.    1844.    8.    23  ggr. 

Finck,  P.  J.  E.:  G^om^trie  ^l^mentaire,  Muivie.  de  la  '^rigono«- 
m^trie  rectiligne  '  et  snh^rique,  Troisieme  Edition.  Jn-8.  Strass- 
bourg.    1844.    avec  12  pl.    4  fr. 

Adhemar,  J.:  Descriptive  Geometrie,  deutsch  bearbeitet,  mit  An- 
wendung der  isometrischen  Projectionslehre  von  MoUinger.  gr.  8. 
Mit  80  Tafeln  in  Folio.    Sotothurn.    1844.    8  Thir. 


Praktische  Geometrie. 


Littrow,  J.  J.  V.:  Vergleichung  der  vorzüglichsten  Maass^,  Ge- 
wichte und  Münzen  mit  den  im  Oesterr.  Katserstaate  |;ebräuchlichen. 
2te,  für  Decimal-  und  gewöhnliche  Rechnung  eingerichtete  Auftage 
von  L.  V.  Littrow.    gr.  8.     Wien.     1844:    {  Thtr. 

(Sehr  vollständig  und  empfehlenswertb.) 

Cubik.Knekt  för  Uträkniog  af  Fjrfcantigt  och  Rundt  Wirke. 
Stockholm,  Berg ;  59  sid.  8:o,  h.  36  sk.  (BoEh.  Westerland«  ftrl.) 

Andr^,  £.:  Kubik- Tabellen  für  alle  mnden  Hülifer  in  denen 
man  richtig  und  schnell  ihren  wahren  Holzgehalt,  in  Rnbik- Schu- 
hen, findet.    Lex.  8.    Wien.    1844.    2  ThIr. 

Pfeil,  J.  F.:  Tabellen  zur  Berechnung  des  Kubikinhalts  run- 
der und  vierkantig  geschnittener  Hölzer  nebst  Preisberechnuogs- 
tabelle  in  Thaler-  und  Guldenwährung.  Für  Forstbeamte  bear- 
beitet und  mit  eioer  Gebrauchsanweisung  versehen.  8,  Leipzig. 
1844.    1|  Thlr. 


Trigonometrie. 


Recht,  G. :   Die  Elemente  der  TrigrenoiBetrie  ub4  der  Ab  Wen- 
dung der  Algebr»  auf  Geometrie,    gr.  8.    München  1844.     12  ggr. 


Mechanik. 


Compendinm  der  populären  Mechaniic  und  Matcbi- 
nenlehre,  von  Adam  Burff«  k.  k.  Rcffierungsrathe,  or- 
dent.  öffentl.  Professor  der  Mechanik  und  Maschinen- 
lehre am  k.  k.  polytechnischen  Institute  in  Wien.  Rrster 
Theil.    Mechanik  fester  Körper.    Beide  Theile  4  Thlr. 

Dieses  in  xweckmässi  ger  Kürze  abgefasste  Compendium  ver- 
dient seiner  Deutlichkeit  wegen  vorzüglich  Praktikern  empfohlen 
zu  werden,  da  es,  ohne*  sich  übrigens  auf  weitläufige  Beschreibun- 
gen und  Berechnungen  zusammengesetzter  Maschinen  einzulassen, 
alle  wesentlichen  Grundlehren  ^  auf  die  es  bei  MaschineneinrichtUD- 
gen  in  den  gewöhnlicheren  Fällen  ankommt,  enthält  Dass  die 
Anwendung  des  höheren  Calculs  überall  vermieden  worden  ist, 
versteht  sich  von  selbst.  «Dei*  zweite  Tbeil  wird  die  Mechanik 
flüssiger  Körper  entbalten.  .  Die  sdioüs  aoagefilhrten  Kupfertafels 
sind  in  einem  besonderen  Hefte  beigegeben. 

Elementar  •  Lehrbuch  der  Mechanik  fester  Körper. 
Nach  den  neuesten  Quellen  für  die  k,  k.  Artilierieschu- 
len  bearbeitet  von  Anton  Fink,  Hauptmann  und  Profes- 
sor der  Mathematik  im  k*  k,  Bombardier-Corps.  Wien. 
1845.    8.    2  ThJr.  W  ggr. 

Dies  deutlich  geschriebene  Lehrbuch  enthält  eine  grösstentbeils 
analytisch  gehaltene  Darstellung  der  gewöbolicben  Lehren  der  Sta- 
tik und  Mechanik  fester  Körper»  ohne  Anwendung  der  Differential- 
und  lotegralrecbnuBg,  mit  Rücksicht  auf  praktische  AMwendiing. 
Dass  die  Lehre  von  der  Wurfbewegung  und  andere  in  der  Ar- 
tillerie besonders  in  Anwendung  kommende  Lehren  der  Mechanik 
aosTührlieher  als  in  anderen  Elementar^Lehrbüchern  dieser  Wisse»- 
Schaft  behandelt  worden  sind,  lasst  die  Bestimmung  des  Bttcbs  schon 
von  selbst  erwarten.  In  der  Statik  geht  der  Verfasser  von  dem 
Parallelogramme  der  Kräfte  aus,  und  hat  sich  bei  der  Darstellung 
dieses  wichtigen  Princips*  an  den  allgemein  bekannten  Beweis  voo 
Duchajla  gehaUen. 

Biering's  Mechanik.    Heft  3.    Kopenhagen,    f  Rbd. 

Buquoj,  Prof.  v. :  Prodromus  zu  einer  neuen  verbesserten  Dar- 
stellungsweise der  höhern  analyt.  Dynamik,  gr.  8.  2te  Lieferung» 
1844.    8  ggr. 

(Erste  Xiieferung  erschien  1842.    8  ggr») 
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Coriolis,  G,:  Trait^  de  fa  m^eanique  des  co^nr  soHdes  et  du 
caleul  de  Peffet  des  machines.  Seeonde  ddifion.  In -4L,  plns  3  pl. 
Paris.     1844.     15  fr. 


Praktische  Mechanik. 


Schubert,  J«  A.:  Elemeote  der  Maschiuenlehre.  %U  Abtheil« 
Von  der  Bearbeituug  fester  Körper  im  Allgemeineo,  von  den  einfiA* 
eben  Werkzeugen  und  you  den  WerkxeuffsmascbiDen.  gr.  8.'  Mit 
35  Tafeln  in  Fol.    Dresden.    1844.    10  Thlr. 


Astronomie. 


Astronomische  Briefe  von  J.  H,  Midier,  fliitan«  1S44. 
8.    18  ggr. 

Diese  astronomischen  Briefe  sind  suerst  in  den  wisseaschaftli« 
eben  Beilagen  der  Augsburger  Allgemeinen  Zeitung  Teröffentlicht 
worden,  und  erscheinen  hier  nochmals  überarbeitet  und  venrolUtän- 
digt  in  einer  geordneten  Sammlung. 


Comte,  Aug.:    Trait^  philosophiqne  d^astronomie  populaire,  ou 


Biot:  Trait^  ä^mentaire  d'astronomie  phjsiqne.  ji  volumes 
in-SC,  avec  4  atlas.  En  veute:  Tome  L  Amt  Edition  avec  10  plan- 
ches.    7  fr.  50  c.    Tome  II.  ayec  atlas  de  23  pl.    12  fr. 

Narrien,  John:  Practical  Astronomy  and  Geodesj.  8.  Lon- 
don.   1844. 

Om  Himmelskroppame  och  Deras  Rörelse;  eller  De  Pörsta  Grün - 
derna  af  Astronomien  Populärt  Framställda  af  P.  Ara^o.  Öhv'er- 
sättning  af  Clemens  Ullgren.  Calmar,  Wahlin;  279  sid.  8.o,  med 
5  pl.,  fa.  1  R:dr  32  sk.  (Bokb.  Looströms  fSrI.) 

Kreil,  K.:  Beobachtungen  dber  den  grossen  Kometen  von 
1843.    gr.  4.  1844.    6  ggr. 

Jahn,  G.  A.:  Leipziger  kleine  astronomiache  i^hemeriden  für 
das  Jahr  1845.    8.    Leipzig.    1844.    16. ggr. 

StideliD  9  J. :    Tabel  over  Sol^  Dedinatioii  og  Tid  •  Eqaatio- 
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DCD  til  hver  Da^s  SaDduiddag  og  Middelniddag,  taut  over  Uu- 
neos  ovre  Cnlmipatioiis  Middelklokkeslet  for  Greenwicha  Meridiui 
i  1846.    32  sa. 

Littrow,  E.  L.  v. :  Kalender  fdr  alle  Stände  fdr  das  Jahr  1845. 
gr.  8.    Wien.    1844.    10  ggr. 

(Aof  den  nützlichen  Inhalt  dieses  Kalenders  ist  schon  früher 
mehrmals  hingewiesen  worden.} 

Die  Chronologie  in  ihrem  ganzen  Umfange,  mit  Tor- 
züglicher  Rücksicht  auf  ihre  Anwendung  in  der  Astro- 
nomie, Weltgeschichte  und  Urkundeolehre,  nebst  eioem 
Vorschlage  zu  einer  streng  wissenschaftlich  gereg^eJten 
Zeitrechnung,  durch  höhere  Arithmetik  hegründet  und 
erläutert  von  Wilhelm  Matzka,  Dr.  der  Philosophie,  k.k. 
SffentL  ordentl.  Pripfessor  der  Mathematik  an  derk.k. 

hilosophischen   Lehranstalt   zu   Tarnow.      Wien.    1844. 

.    2  Thir.  12  ggr. 

Dieses    mit-  dem    grössten  Fleisse   und    der  grössten  Sorgfalt 
ausgearbeitete  Werk  enthält  eine  vollständige  Darstellung  der  ma- 
thematischen Chronologie  und  hilft  einem  wahren  Bedürfnisse  ab, 
da  in  Ideler's  beiden  bekannten  Werken  (Berlin  1825   und  Berlin 
1831),  vortrefflich  in  ihrer  Art,  doch  mehr  das  Historische  als  das 
Mathematische  hervortritt.    Ganz  recht  hat  aber  der  Verfasser  des 
vorliegenden  Werks   gethan,   dass  er,  wie  er  auch  in  der  Vorrede 
ausdrücklich  erklärt,  von  der  ihm  durch  Ideler  dargebotenen  histori- 
schen Grundlage  bei  seinen  mathematischen  Entwickelungen  unmit- 
telbar ausgegangen  ist,  da  er  in  dieser  Beziehung  gewiss  keinen  bes- 
seren Gewährsmann  finden  konnte.    Die  Beschränktheit  des  Raums 
verbietet  uns;  den  reichen  Inhalt  dieses  Werks  hier  im  Detail  an- 
zugeben; schwerlich  wird  aber  Jemand  in  demselben  über  irgend 
einen  Punkt  vergeblich  Belehrung  suchen.     Sehr  zweckmässig  sind 
unter  dem  Titel  Vorbegriffe. der  Chronologie  die  l^ehren  der 
höheren  Arithmetik  oder  der  sogenannten  Zahlenlehre,  welche  in 
der  Chronologie  vorzäglich  zur  Anwendung  kommen ,  im  Zusam- 
menhange dargestellt  worden ,  und  dabei  hat  der  Verfasser  zugleich 
durch  Kinfilhrunff  zweckmässiger,  zum  Theil  neuer  Bezeichnungen  fdr 
möglichste  Abkürzung  der  allgemeinen  Rechnungen  gesorgt.     Dass 
in  einem  so  speciell  und  gründlich  wie  das  vorliegende  seinen  Ge- 
genstand behandelnden  Werke  auch  manche  neue  Untersuchungei 
nicht  fehlen   können,  versteht  sich  von   selbst,  und  als  besonden 
verdienstlich  müssen  auch  noch  die  meist  neu  entworfenen,  in  einem 
besondern  Anhange  beigefugten,  so  wie  auch  hin  und  wieder  in  desi 
Werke  zerstreu't  vorkommenden  Hülfstafeln  zur  Abkürzung  chro- 
nologischer Rechnungen  hervorgehoben  werden.   Ausserdem  ist  das 
Werk  auf  schönes  Papier  vortrefflich  gedruckt,  und  verdient  daher 
nochmals   in  jeder  Beziehung   der  Aufmerksamkeit  der  Leser  des 
Archivs,   auch  ausserhalb  Deutschland,,  empfohlen  zu  werden,  da 
uns  wenigstens  auch  in  einer  anderen  Sprache  kein  so  volUtindi- 
ges  und   gründliches^  die  neueren  Forschungen  so  sorgfaltig  und 
vielseitig  berücksichtigendes  Werk  über  mathematische  Cbrone- 
logie  bekannt  geworden  ist. 

Bobrik,   Dr.  Eduard:     Handbuch    der   practischen  See- 
fahr tfiku  nde.    Mit  einer  vfllütiDdigen  Si|mml|Mig.  logarithaucker» 
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gebgrapliiscker  und  astrobomiselier  Tabellen,  KopfertafblD  und  Kar- 
ten, und  eioem  Wörterbuche  der  nautiBehen  Kuoataoidrficke  in  den 
verschiedenen  europKischen  Seesprachen.  Zum  Selbstunterrichte  und 
fdr  Lehrer  in  der  geographischen  und  astronomischen  Stener- 
männknnde,  iu  der  Jouraalfiihrung,  in  der  Zutakelung  nnd  Len* 
kung  des  Schiffs,  oder  in  der  practischen  Schlfferknnde,  so 
wie  in  den  Vorbereitungen  durch  mathematische  nnd  physische  Geo- 
graphie; durch  Arithmetik,  Geometrie;  durch  Hydrostatik,  Hydrodj* 
namik  und  Schififbanknnde.    2  Bde.  '  gr.  8«    8  Thir. 


Physik. 


Baamgartner,  A.:  Die  Natnrlehre  in  ihrem  gegenwär- 
tigen Zustande  mit  Rücksicht  auf  mathematische  Be- 
gründung.   8te  Anfi.    gr.  8.    2  Theile.     Wien.    4  Thlr. 

Diese  bis  jetzt  erschienene  erste  Abtheilung  der  achten  Auf- 
lage enthält  die  Einleitung  und  die  zwei  ersten  Abschnitte  des  all- 
gemein bekannten  Werks. 

Örsteds  Natnriare,  2.  H.    Kopenhagen.    1844.    00  s. 

Faraday,  M.:  Kxperimental  Researches  in  Blectricity.  Fol.  2, 
8.    London.     1844.    9  sh. 

Kreil,  K.:  Magnetische  und  meteqrologische  Beohachtungfen 
zu  Prag.    4ter  Jahrgang,     gr.  4.    Prag.     1841.    3  Thlr.  12  ggr. 

Der  Kreislauf  des  Blutes  und  die  Planetenbahnen. 
Ein  physiologisch-mathematischer  Versuch  von  Dr.  med. 
Köniff.    Weissensee.     1844.    8.    15  ggr. 

„Schon  längst  legte  ich  mir 'S  ^^g^  der  Ferf.  in  der  Vorrede» 
„in  Erwägung  der  unleugbaren  Thatsachen,  dass  das  Blut  in  sei- 
ner Bahn  oft  in  einer  der  Schwerkraft  entgegengesetzten'  Richtung 
strömt,  was  weder  durch  Venenklappen^  noch  durch  Saugkraft, 
noch  durch  die  Muskelkraft  des  Herzens  allein  befriedigend  zu  er- 
klären ist,  und  dass  zweitens  diese  Bahn  eine  in  sich  selbst  zuriick* 
laufende  geschlossene  ist,  die  Frage  vor,  ob  es  nicht  denkbar  sei, 
dass  es  im  menschlichen  Körper  eine,  der  allffemeinen  Schwerkraft 
analoge  Kraft  |;ebe,  durch  deren  Wirkung,  gleichsam  eine  Art  or- 

ganischer  Gravitation,  der  Blutumlauf  so  vermittelt  werde,  wie  die 
iahnen  der  Planeten,  und  welche  daher  den  Menschen  zu  dem  in 
der  Wirklichkeit  machte,  wofür  er  schon  so  lange  dem  Namen  nach 
gegolten  hat,  zu  einem  Mikrokosmus.  Die  Beobachtung,  dass  die 
ruTsfrequenzen  sich  umgekehrt  verhalten  wie  die  Quadratwurzeln 
aus  den  Körperlängen,  musste  mich  in  dieser  Idee  nur  bestärken, 
denn,  wenn  man,  wie  es  üblich  ist,  die  Pulsfrequenz  als  einen  Aus* 
druck  für  die  Blutgeschwindigkeit  ansieht,  so  enthält  diese  Beo- 
bachtung eine  unmittelbare  Bestätigung  derselben.  Dies  ^ab  dem 
nun  folgenden  Versuch,  die  erwähnte  Hypothese  dnreh  Anwendtf  n^ 


aaf  eineo  conoreten  Fall  so  viel  als  nöglicb  an  dea  PriifileiB  dar 
Erfahrung  an  legen,  seine  Entstehung/' 

So  wenig  ich  selbst  wegen  Mangels  an  hinreichenden  anatoBi* 
sehen  und  physiologischen  Kenntnissen  mir  ein  Urtheil  über  diese 
Schrift  anmaassen  darf,  so  glaube  ich  doch  dem  Verf.  die  Bemer- 
kuDg  schuldig  su  sein,  dass  dieselbe,  wie  dies  Öfters  bei  solches 
Sfchriften  der  Fall  ist,  keineswegs  in  das  Gebiet  luftiger  natnrphi- 
losophiseher  Beflectioaen  gehört,  sondern  dass  in  derselben  überall 
eine  gesunde  Anwendung  matheauititcher  Sätae  und  Rechnungen 
hervortritt^  und  dass  dieselbe  daher  wohl  eine  nähere  Prüfung  durch 
einen  hinreichend  mathematisch  gebildeten  Anatomen  und  Physiologen 
verdienen  möchte,  was  ich  dem  Verf.  schon  um  seines  warmen  Ei- 
fers willen,  mit  welchem  er  in  der  Vorrede  der  Anwendung  der 
Mathematik  in  der  Arzneiwissenschaft  das  Wort  redet,  von  Herzen 
wünsche.  Bei  den  Herren  Anraten  wird  er  da  freilich  meistens  tsn- 
ben  Ohren  predigen.  6. 


Vermischte  Schriften. 


Jahresbericht  für  diCvMitglieder  der  HarabnrgiscbeD 
Gesellschaft  zur  Verbreitung  mathematischer  Kennt- 
nisse.   Fastnacht.    1844. 

Inhalt:  Bericht  über  die  zur  Auffindung  und  Bezeichnung  vos 
Höhen  in  dem  abgebrannten  Theile  der  freien  Hansestadt  Hamburg 
ausgeführten  und  für  den  nickt  abgebrannten  Tbeil  derselben  vor- 
geschlagenen Nivellirungen.  Von  dem  Herrn  Ingenieur  Röbbelin. 
—  Nachtrag  zu  dem  Aufsatze:  „Ueber  die  Höhen  einiger  Gebäude 
in  Hamburg,  im  Jahresbriefe  für  1842.'^  Von  dem  Herrn  Canferenz- 
rath  Jükhusiacber  ia  Altena.  — -  Tafeln  zur  Verwandlung  Hamburg^- 
scher  Gewichts  -  Einheiten  ia  Französische  und  Englische,  so  wie 
umgekehrt. 

Unterhaltungen  aus  dem  Gebiete  der  Naturkunde  voo 
D».  Fr.  Arago.  Aus  dem  Französischen  übersetzt  von  Dr. 
E.F.Grieb.  Sechster  Tbeil.  Schluas  des  Werkes.  Stutt- 
l^art.    1844.    8.    1  Thlr.  23  ggf. 

Dieser  Tbeil   eatbält   die   von  Arago  gehaltenen   histariscben 


Lobreden  aut  Laplace  (&!-*&  9),  Fourier  (S.  10  —  S.  m 
Aiejiander  Volta  (S.  23  —  8.  114),  Thomas  Young  (SL  m 
—  S,  157),  Humphry  Davj  (S.  158  --  1«8);  ferner  die  llobeo 


der  wichtigsten  Punkte  der  Erde  über  der  Meeresfläcke 
($.189  —  5.196),  Tafeln  zur  Verwandlung  der  Barameter* 
lind  Tbermometeracalen  (S.  197  -«  199)^  und  zur  Verwand- 
lung der  französischen  Maasse  (SL  200  —  S.  208).  Uiera^ 
folg^  eioe  aehr  ausführliche  nnd  mit  grosser  Sorgfalt  verfasste  Hi- 
storisch-kritische Analyse  des  Lebens  und  der  Arbeiten 
Sir  William  Uerschel's  (S.  209  —  S.  489),  und  den  Beschluss 
BMchen  ein  Aufsatz  über  die  totale  Sonnenfinstemiss  vom 
8tan  Jali  1842  (S.  490  -.  5J4)^  juid  der  in  der  «itaw«  dar  De- 
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patirteDkaminer  von  16tev  Mai  1842  vom  Amgo  erstattete  Bericht 
über  die  neue,  auf  Staatskosten  su  v^^ranstalteiide  Aus- 
gabe der  mathematis^lir^P  Werke  de»  ,ehejnali>gea  losti* 
tutsmitgliedes  Laplace  (S.  515  —  S.  549).  —  Man  siebt  hier- 
aus, das«  in  diesem  Tbeile  des  Interessanten  viel  enthaitea  ist.  Die 
Oebersetxung  könnte  hin  und  wieder  etwas  fliessen4er  sein  und 
weniger  an  das  französische  Original  erinnern^  liest  jiich  jedoch  im 
Ganzen  gut. 

Grnithnisen,  Fr.  v.  P.:  NaturwissenschafUich-^astronom,  Jahr* 
buch  für  physische  und  naturhistorische  HinuneUforscher  vnd  Geo- 
togen mit  den  für  das  Jahr  1846  vorausbestimmtea  Erscheinungen 
am  Bimmeh  7.  Jahr.  Mit  Z  lithogr.  Tafeln.  8^  München.  iSÜ. 
2f  Thlr. 

Astronomisch -meteorölogfsches  Jahcbuch  für  iE'rajK 
von  Karl  Kreil.  Vierter  Jahrgang:  1845.  Prag.  1844.  S. 
1  Thlr.  8  get.  '         ■     Z 

Ausser  der  gewöhnlichen  astronomischen  Ephemeride  enthält 
dieser  Jahrgang  zwei  grössere  Abhandlungen  unter  de»  Tkeln: 
Erläuterung  des  Jahrbuchs  und  Gescnichte  des  Eutste« 
h.ens  und  der  bisherigen  Leistungen  des  magnetischen 
^reins,  von  denen  besonders  der  letztere  vielfaches  Interesse» 
vnd  zwar  nicht  bloss  für  Laien  in  der  Wissenschaft,  darbietet.  Der 
erste  dieser  beiden  Aufsätze  kann  eigentlich  als  eine  allgemein  ver- 
ständliche Erläuterung  des  Kalenders  betrachtet  werdebi  und  wird 
daher  auch  fdr  ein  grösseres  PubUkum^  sehr  lehrreich  sein,  so  wie 
diesenl  Jahrbuche  wegen  seines  allgemein  lehrreichen  und  v^ständ- 
Heben  Inhalti^  überhaupt  eine  möglichst  grosi^e  Verbreitung  za 
wünschen  ist. 

M^moires  de  Tacad^mie  imp^r.  des  sciences  de  St.  Petersbourg. 
6  s^rie,  1.  partie:  sciences  matb^mat.  et '  physiques.  Tome  4.  m 
6  livrais.    4.    St.  Petersburg.    1944.    6  Thlr:  IS  ggr. 


Nachricht. 


Die  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Petersburg  bereitet  eine 
neue  Ausgabe  aller  Werke  Eulers  vor.  Die  ganze  Sammlung  wird 
25  bis  28  Bände  in  gross  Quart  umfassen,  jeden  zu  80  bis  90  Bo- 
gen, und  soll  in  10  Jahren  vollständig  erschienen  sein.  Die  Her- 
ausgabe ist  einer  Commission  übertragen,  bestehend  aus  den  Aka- 
demikern Fuss,  Ostrogradsky ,  Struve,  Lenz,  Bouniakovsky  und 
Jacobi.  Besonders  bemerkenswerth  ist  es,  dass  Herr  Fuss  eine 
grössere  Anzahl  noch  un^edruckter  und  bis  jetzt  unbekannter  Werke 
Enlers  aufgefunden  hat,  welche  der  neuen  Sammlung  einverleibt 
werden  sollen.  Die  Titel  der  wichtigsten  dieser  Werke  sind  foÜ 
gende: 
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Fragens  de  grands  on?r«get. 

1.  MaDQBcrit  sbds  titre,  conteaant  lea  chapitres  1  k  16  d'un 
Trait^  de  la  tb^rie  des  nombrea.  587  ff.  112  pages  in -4.  £n 
latiD. 

2.  Manascrit  fans  titre,  sur  TapplicatioD  du  calcnl  diff^rentiel 
a  la  fl^om^trie  des  courbesy  dtetine,  a  ce  au'il  paraft,  h,  former  la 
troisieme  partie  des  InatUatioaea  cafcali  differentialis. 
L'enveloppe  cootieot  la  table  des  chapitres  1  ik  6,  mala  le  6oie  et 
la  fia  da  5me  manqaent.  179  ff.  104  pages  in -4.,  et  8  feuillets 
de  fiffures.    En  latio.  ^ 

3.  ManuBcrit  intital^:  Statica«  18  ff.  de  notiona  pr^mi- 
nairea,  et  193  ff.  aar  T^quilibre  dea  forcea  appliqo^a  a  od  point 
68  pagea  in -4.    En  latin. 

4.  Manoscrit  intituM:  Astronomia  mechaiiica.  Chapitre 
1  a  7;  219  ff.  et  ud  appendice;  le  tout  182  pages  iD-4.  et  4  ftuil- 
leta  de  fio^res. ,  En  latin. 

5.  Manuscrit  aaiia  titre,  renfermant  lea  chapitrea  1  a  7  d'nn 
onvrage  de  dioptriqne.  141  ff.  88  pagea  in  4.  et  3  feuillets  de 
figures.    En  frangais. 

6.  Manuscrit  intitnl^:  Theorie  g^n^rale  de  la  dioptriqne. 
186  ff.  48  pages  in -4.  et  2  feniliets  de  figares.    En  firan^is. 

„NB.  Ces  deux  derni^res  pi^ces  paraiaaent  enti^rement  di£E& 
rentea  et  du  grand  onvrage  aar  la  dioptrique,  nubli^  en  latin  ea 
3  volnmeBi  et  du  Pr^cis  d'nne  th^orie  generale  de.la  dio- 
ptriqne, ins^r^  dana  les  Memoirea  de  TAcad^niie  de  Paria  de  Tan 
1765,  —  Tona  cea  manuscrits  en  g^n^ral  ^noique  fragments,  ne 
aont  cependant  paa  dea  brouillons  (ä  l'exception  peut-^tre  da  No.  3), 
mais  des  copies  nettes,  tr^s  serr^es,  et  tellement  soigndea  qu'on  pent 
lea  lire  sans  la  moindre  difficult^. 

M^moires. 

1.  Theorema  arithipeticum  ejusque  demonstratio. 

2.  Considerationes  circa  analysin  dippbanteam* 

3.  Vera  aestimatio  sortis  in  Judis. 

4.  Rdflexions  sur  une  esp^ce  singuliere  de  lot^rie  nomm^e  lo- 
tärie  g^noise. 


JLlteraiPlselier  Berieht. 


beschichte  der  91  athematlk  und 

Physik. 


S^dillot,  M<  L.  A.j  Mat^riaux  ,ponr  serVir  k  l'histolre  com* 
par^e  des  sciences  math^atiques  chez  les  Grecs  et  le«  Orientauz. 
Premiere  li^aison.  In  8.   1844.  -Paris. 


fi(ysteme,  JLehr-  und  ^irQrterhttcher. 


Wörterbuch  der  angewandten  Mathematik.  Ein 
llandbuch  zur  Benutzung  beim  Studium  und  prakti- 
schen Betriebe  derjenigen  Künste  ui^d  Gewerbe^  wel- 
che Anwendungen  der  reinen  Mathematik  erfordern. 
Zugleich  als  Fortsetzung  des  KlügeTschen  Wörter- 
buchs der  reinen  MatKematik.  Im  Vereine  mitmehre- 
ren  Gelehrten  und.  Praktikern  herausgegeben  von  G.A. 
Jahn,  Dr.  philos.  und  Lehrer  der  Mathematik  zu  Leip- 
zig. Erster  Band.  A— L.  Mit  acht  Tafeln  Abbildun- 
gen.   Leipzig.    1845..   3  thlr.   18  ggr. 

Als  Klügel  im  Jahre  1803  sein  mathematisches  Wörterbuch 
begann«  hatte  er  laut  der  Vorrede  zum  ersten  Theile  die  Absicht, 
dasselbe  in  drei  Abtheilungen  herauszugeben,  von  denen  die  erste 
der  reinen,  die  zweite  der  angewandten,  die  dritte  der  technischen 
Mathematik^)    gewidmet   seyn   sollte.    Es  war  ihm  aber  nur  ver- 

*)    M.  J.  über  diese  Eintheilung  den  Artikel  Mathematik  im  cli;it- 
ten  Theile. 

Band  VI.  :^:> 
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gOnnt^  die  erste  Abtbeilung  bis  zu  dem  Buchstaben   ^   fortzufuh- 
reo,  und  deren  VoilenduDg  anderen  Händen  zu  überlassen,  welche 
im  Jahre  1834  erfolgte.    Dreissig  Jahre   waren  also  seit  dem  An- 
fange  dieser  ersten,  nebst  den  «Supplementen  aus  acht  Theilen  be- 
stehenden  Abtheilung    verflossen.     Es    ist  schwer  die  Anzahl  der 
Bände  zu  bestimmen,  welche  die  angewandte  und  technische  Ma- 
thematik umfasst  haben  würden.    Aber  zwölf  sehr  starke  Bände 
hätte  man  doch  mindestens   nur  auf  die  angewandte  Mathema- 
tik, nämlich  auf  die  mechanischen,  optischen  und  astronomischen 
Wissenschaften  rechnen  müssen,  wenn  dieselben  nur  einigermassen 
in  e^ner  der  in   der  ersten  Abtheilung  gegebenen  Bearbeitung  ent- 
sprechenden   Weise  hätten    bearbeitet  werden-  sollen.    Ueber  den 
Umfang  der  technischen  Mathematik  wagen  wir  hier  gar  kein  Vr- 
theil  zu  föUen.    Ein  Werk  von  solcher  Ausdehnung,  dessen  Voll- 
endung  in  einer  kürzern  Reihe  von  Jahren  nach  den  bei  der  ersten 
Abtheilung   gemachten  Erfahrungen    gar  nicht  abzusehen  war,   zu 
beginnen,  musste  namentlich  bei  den  grossen  Fortschritten,  welche 
die  angewandte  Mathematik  täglich  macht,   um    so  mehr  sehr  be- 
denklich erscheinen,  weil  in  vielen  Theilen  eine  scharf«  Gränzlinie 
zwischen  Mathematik  und  Physik    gar  nicht  mehr  zu  zfeben  ist, 
und  ein  vielfaches  Hinüberstreifen  in  die  letztere  Wissenschaft,  die 
schon  ein  vollständiges  Wörterbuch  besitzt,  daher  nicht  wohl  um- 
gangen werden  kann.    Man  konnte    sich,    wenn  etwas  geschehen 
sollte,  nur  darauf  beschränken,  wieder  eine  Thellung  der  ange 
wandten   Mathematik   vorzunehmen;  und  besondere  Wörterbücher 
der  Mechanik,    Optik  und  Astronomie  herauszugeben,  und    sollte 
es  noch  einmal  dazu  kommen,  dass  eine  dieser  drei  Abtheilan^en 
wirklich  in  Angriff  genommen  würde,    so    würde    dies   jedenfalls 
zuerst  die  Astronomie  sein ,  da  für  diese  ein  ausführliches  Wörter- 
buch für  Theorie  und  Praxis  von  vielen   Seiten   her  als  ein  drin- 
gendes Bedürfniss  erkannt  wird,    und  in   ihr  nach  der  gegenwärti- 
§en  Lage  der  Sache  wohl  noch  am  Ersten   eine  gewisse  Yollen- 
ung  zu  erreichen  seyn  dürfte.    Aber  auch  schon  diese  Abtheilung 
allem,  für  welche  bereits  mancherlei  Vorbereitungen,   auch  rück- 
sichtlich der  Herbeischaffung  des  literarischen  Apparats  gemacht 
worden    sind,  würde  gewiss  wenigstens  sechs  Bände  umfassen.  Das 
▼orlie&:ende  jetzt  bis  zu  dem  Buchstaben  £  fortgeschrittene  Wörter- 
buch der  angewandten  Mathematik,  welches  sich  auf  dem  Titel  zugleich 
als    eine    Fortsetzung    des    KlügeTschen    Wörterbuchs 
der    reinen   Mathematik    ankündigt,    soll  die  ganze  ange- 
wandte   und   technische   Mathematik   umfassen,    und   ist   im 
Ganzen  auf  9  bis  10  Lieferungen ,  jede  von  etwa  10  Bogen ,  über- 
haupt also  auf  zwei  massig  starke  Bände  berechnet,  aas  welchem 
geringen  Umfange  wohl  schon  von  selbst  hinreichend  hervorgehen 
dürfte,    dass   dasselbe    keineswegs  als  eine  Fortsetzung  des  Klü- 

f ersehen  Wörterbuchs  im  eigentlichen  Sinne  betrachtet  werden 
ann,  da  es  mit  diesem  in  jeder  Beziehung  streng  wissenschaftli- 
chen, auch  die  Geschichte  der  Wissenschaft  überall  ausführlich 
berücksichtigenden  Werke  einen  Vergleich  nicht  auszuhaken  im 
Stande  ist,  wie  jedem  Unbefangenen  der  flüchtigste  Blick  in  beide 
Werke  auf  der  Stelle  lehren  wird. 

Dieses  unumwundene  Urtheil  glaubte  der  Unterzeichnete  dem 
Klügerschen  Wörterbuche,  ganz  abgesehen  von  dem  nicht  unbe- 
deutenden Antheile,  welchen  er  selbst  an  diesem  in  der  Wissen- 
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Schaft  einzig  dasteheoden  Werke  hat,  und  zugleich  der  Verlags- 
haodlung,  welche,  für  dasselbe^  die  grossten  Opfer  gebracht 
hat,  schuldig  zu  selo,  auch  nameotlich.  deshalb,  weil  eine  Fort- 
setzung desselben  In  einer  oder  der  anderen  Weise  von  den  un- 
mittelbar dabei  betheiligten  Personen  noch  keineswegs  gänzlich 
aufgegeben,  sondern  vielmehr  neuerlich  nur  erst  wieder  in  Anre- 
gung gebracht  worden  ist.  Mur  bedarf  eben  die  Art  und  Weise 
der  Fortsetzung  die  reiflichste  Ueberlegung,  und  den  Rath  ein- 
sichtsvoller Männer^  ehe  man  überhaupt  wagen  darf,  Hand  an*s 
Werk  zu  legen. 

Wenn  nun  aber  auch  das  vorliegende  Wörterbuch  durchaus 
nicht  eine  Fortsetzung  des  von  Klügel  unternommenen  Werks  im 
eigentli^en  Sinne  genannt  werden  clarf,  so  ist  doch  auf  der  andern 
Seite  der  Nutzet  und  die  Verdienstlichkeit  desselben,  als  selbst- 
ständiges für  sich  bestehendes  Werk  betrachtet,  in  gewisser  Be- 
ziehung nicht  zu  verkennen.  Dasselbe  liefert  über  die  sämmtli- 
chen  wichtigeren  Theile  der  angewandten  und  technischen  Mathe- 
matik ganz  kurze  Artikel ,  die  nur  selten  theoretische  Ausführungen 
enthalten ,  begnügt  sich  vielmehr  meistens  mit  einer  allgemeinen  Er- 
läuterung der  Begriffe  und  blossen  Angabe  der  wichtigsten,  die  un- 
mittelbarste Anwendung  gestattenden,  und  zu  derselben  nuthigsten 
Resultate,  und  dann  mit  der  Angabe  der  besten  Werke,  in  denen 
der  Leser  weitere  Belehrung  suchen  kann,  in  welcher  letzteren  Be- 
ziehung, wie  es  scheint,  ohne  die  literarischen  Notizen  auf  eine 
oft  sehr  nutzlose  Weise  zu  häufen ,  meistens  eine  verständige  Aus- 
wahl getroffen  worden  ist.  Jedoch  ist  dabei  eine  gewisse,  in 
der  Mehrzahl  der  Bearbeiter  aber  hinreichende  Entschuldigung 
ündende,  Ungleichheit  nicht  zu  verkennen,  indem  u.A.  die  zu  den 
Kriegswissenschaften  und  der  Feuerwerkerei  gehörenden,  und  die 
kaufmännischen  Artikel,  meist  mit  einer  weit  grösseren  Aus- 
führlichkeit bearbeitet  worden  sind  als  die  meisten  eigentlich  ma- 
thematischen Artikel,  wofür  sich  viele  in  die- Augen  tallende  Bei- 
spiele anführen  lassen  würden,  wenn  dies  die  uns  hier  gebotene 
^ÜTze  gestattete.  Ueberhaupt  ist  uns  wenigstens  das  ganze' Werk 
mehr  in  der  Art  eines  mathematischen  Conversations-Lexikons  als 
eines  die  Wissenschaft  nach  allen  Seiten  hin  ergründenden  Werks, 
wie  doch  das^KlügeFsche  Wörterbuch  seiner  ganzen  Anlage  nach 
ist  und  sein  soll,  erschienen.  Aber  gerade  deshalb  kann  das- 
selbe für  einen  Jeden,  der  eine  augenblickliche  kurze  Belehrung 
über  irgend  einen  Gegensjiand  wünscht,  in  vielen  Fällen  recht 
nützlich  sein  und  überhaupt  in  einem  gewissen  Kreise^  recht  vor- 
th eilhaft  wirken  und  zur  weitern  Verbreitung  der  Wissenschaft 
beitragen,  weshalb  wir  es  besonders  allen  denjenigen  empfehlen, 
die  nicht  Mathematiker  von  Profession  sind,  aber  doch  für  die  ge- 
wöhnlichem Anwendungen  der  Mathematik  ein  lebendiges  Interesse 
haben,  namentlich  auch  allen  Praktikern  und  Künstlern,  so  wie 
unter  den  Lehrern  der  Mathematik  an  höheren  Unterrichtsanstal- 
ten vorzugsweise  denen,  welche,  wie  dies  häufig  der  Fall  ist  und 
begreiflicherweise  sein  muss,  ihre  Studien  hauptsächlich  der  reinen 
Mathematik  zugewandt  haben,  aber  doch  bei  ihrem  ihnen  meistens 
nur  wenig  freie  Zeit  übrig  lassenden  mathematischen  und  physi- 
kalischen Unterrichte  öfters  in  den  Fall  kommen  dürften,  eine 
augenblickliche  nur  wenig  Zeit  in  Anspruch  nehmende  nicht  tiefer 
eingehende  Belehrung  Über  einen  Gegenstand  der  angewandten  oder 
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technischen  Mathematik  in  muglichster  Kürze  tat  die  Zwecke  des 
Unterrichts  zu  wünschen.  Bei  der  Schnelligkeit,  mit  denen  die  fünf 
Lieferungen  des  ersten  Bandes  auf  einander  gefolgt  sind,  lässt  sich 
auch  einer  baldigen  Vollendung  des  zweiten  Bandes,  den^  wir  seiner 
Zeit  gleichfalls  in  diesem  literarischen  Berichte  anzeigen  werden, 
wohl  mit  Sicherheit  entgegen  sehen;  und^  gewiss  wird  dieses  Werk 
jBeiner  ganzen  vorher  näher  charakterisirten  Anlage  nach  das  Seinige 
zu  der  sehr  zu  wünschenden  immer  grösseren  Verbreitung  mathema- 
tischer Kenntnisse  in  den  gewöhnlichem  Kreisen  des  Lebens 
beitragen,  weshalb  wir  ihm  möglichst  schnellen  Fortgiang  wünschen. 
Die  äussere  Ausstattung  ist  sehr  anständig.  In  dem  ersten  Bande 
haben  wir  u.  A.  in  dem  ziemlich  ausführlichen,  auch  die  neueren 
Untersuchungen  berücksichtigenden,  und  zu  dem  besten  im  ganzen 
Suche  gehörenden  Artikel  „Linsengläser^^  die  Figuren  auf 
den  dem  ersten  Bande  beigegebenen  acht  Figurentafeln  vermisst, 
die  daher  in  dem  zweiten  Bande  noch  nachzuliefern  sein  werden, 
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Aritlmietik* 


Theorie  der  periodischen  Decimaibrüche  nebst 
Tabellen  zur  leichten  Verwandlung  gewöhnlicher 
Brüche  in  Decimaibrüche.  Von  Dr.  E.  H.  Nagel,  Rec^ 
tor  der  Realschule  in  Ulm.    Ulm.    1845.    8.    20  ggr. 

Durch  Abfassung  dieses  Schriftchens,  in  welchem  man  die 
Theorie  der  periodischen  Decimaihrüche  auf  eine  sehr  fassliche 
Weise  vollständiger 'entwickelt  findet  als  in  den  Lehrbüchern  der 
Arithmetik,  so  wie  durch  die  angehängten  Tafeln,  hat  sich  der 
Herr^  Vf.  um  den  arithmetischen  Unterricht  auf  Schulen  ein  Ver- 
dienst erworben. 

Peto,  T.,  neue  Potenziallehre  sammt  dem  Beweise  der  Un- 
'richtigkeit  der  von  den  Mathematikern  bis  jetzt  angenommenen  De- 
finition vom  Potenziren.    Oedenburg.  1844.    6  ggr. 

J.  G.  Arbon,  (Lector  in  de  Wis^-  en  Zeevaartkuifde  by  de 
Koninklyke  Marine,  Honorair  Lid  van  de  Commissie  tot  het  exa- 
mineren  der  Zee  -  Officieren ,  enz.)  Verhandeiing  over  de  binomiaal 
coefficienten ,  bevattende  een  aantai  merkwaardige  eigenschappen 
van  dezeive,  benevens  eene  beknopte  theorie  der  getallen  -  reeksen, 
naar  de  binomiaal -wet  geordend;  gr.  8.  Te  Rotterdam,  by  de 
Wed.  A.  H.  Krap.    1844.  f  2,  40. 

San-Matino,  Agatino,  Demonstrazione  del  teorema fonda- 
mentale  della  teoria  delle  fimzioni  analitiche  di  Lagrange.  Cata- 
nia.    In  8,  . 
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Jerome  de  la  Lande*«  loearithmisch  triffODometrUche 
Tafein.  Vermehrt  durch  die  Tafein  der  GaufisischenXogarithmen ; 
durch  die  Logarithmen  der  Atomgewichte  unxerlegter  und  einiger 
zusammengeisetzten  chemischen  Stoffe ;  durch  die  Logarithmen  an- 
derer Zahlen ,  die  in  der  Chemie  und  Physik  oft  gebraucht  werden 
und  durch  einige  mathematische  Formeln.  Herausg.  von  Heinr. 
ßottl.  Köhler.    %  Stereotypausg.    16.    Leipzig  1844.    14  ggr. 


Oeometrle« 


Wolff,  F.,  Lehrbuch  der  Geometrie.  1.  Theil.  Ebene  Ele- 
mentar -  Geometrie ,  Trigonometrie,  Theiiungslehre.  4.  verb.  Auf- 
lage, mit  7  iithogr.  Tafeln.    Berlin  1846.    gr.  8.    1  thir.  16  ggr. 

Nagel,  Dr.  Chr.,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  Ulm 
1844.    S)ggr. 

Ka  uff  mann,  E.  F.,  Lehrbuch  der  Stereometrie.  Zum 
Gelbrauche  beim  Unterricht  in  Realschulen  und  Gymnasien,  sowie 
zum  Selbstunterricht  2.  verbesserte  u.  verm.  Aufl.  Mit  4  Kupfer- 
tafeln.   Stuttgart  1844.    8.    18  ggr. 

Lehrffebäude  der  niederen  Geometrie.  Für  den 
Unterricnt  an  Gymnasien  und  höheren  Realschulen 
entworfen  von  Carl  Anton  Bretschneider,  Professor 
am  Realgymnasium  zu  Gotha.  Mit  neun  in  Kupfer  ge- 
stochenen Figurentafeln.    Jena  1844.     2  thlr.   16  ggr. 

So  weit  es  die  Beschränktheit  des  uns  hier  verstatteten  Raumes 
erlaubt,  wollen  wir  versuchen  im  Folgenden  den  Lesern  des  Ar- 
chivs eine  möglichst  klare  Anschauung  von  diesem  in  vielen  Be- 
ziehungen ausgezeichneten  Werke  zu  verschaffen,  welches  der  Auf- 
merksamkeit nicht  bloss  aller  Lehrer  an  höheren  Unterrichtsanstal- 
ten, sondern  überhaupt  aller  Derer,  welche  sich  für  die  Fortschritte 
der  Geometrie  in  formeller  und  materieller  Beziehung  interessiren, 
sehr  empfohlen  zu  werden  verdient. 

In  emer  kurzen  Einleitung  wird  von  den  Grundbegriffen  und 
der  Eintheilnng  der  Geometrie  gehandelt,  und  eine  Ue^ersicht  der 
wichtigsten  Sätze  aus  der  allgemeinen  Grössenlehre  gegeben, 
welche  in  der  €reometrie  zur  Anwendung  kommen.  Den  ganzen 
Stoff  der  niederen  Geometrie  theilt  der  Vf.  in  zwei  Abtheilungen, 
welche  mit  den  Namen  Synthetische  Geometrie  und  Ana- 
lytische Geometrie  bezeichnet  werden,  und  jede  dieser  beiden 
Abtheilungen  zerföllt  in  drei  Bücher,  nämlich  die  Synthetische 
Geometrie  in  die  Geometrie  der  Lage,  die  Geometrie  der  Gestalt 
und  die  Geometrie  des  Maasses;  die  Analytische  Geometrie  in  die 
Goniometrie,  Trigonometrie  (ebene  und  sphärische),  und  die  Coor- 
dinaten  -  Creometne  mit  Einschluss  der  Lehre  von  den  Kegelschnit- 
ten.   Fünf  Anhänge  beschiiessen  hierauf  das  Werk:   I.    Die  wich- 
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tigsten  geometrischen  ConstnictioDen  in  der  Ebene.  IL  Von  den 
geometrischen  Oertem  in  der  Ebene  ^  und  von  den  Kegelschnitten 
insbesondere.  111.  Von  der  Methode  der  Proiectionen  und  einigen 
dunit  zusammenhängenden  Gegenständen.  IV.  Von  der  Quadratur 
der  Parabel  und  Ellipse.  V.  Bestimmung  des  FlächeninfaaUs  sphä- 
rischer Dreiecke  una  Polygone. 

Schon  aus  dieser  allgemeinen  Angabe  des  Inhalts  sieht  man^ 
dass  der  Vf.  sich  eine  systematische  Behandlung  der  Geome- 
trie zu  einer  ganz  besondern  Aufgabe  gemacht,  und  nach  einer 
möglichst  einfachen  und  naturgemässen  Verknüpfung  der  einzelnen 
Sä^e  vorzüglich  gestrebt  hat^  weshalb  er  denn  aucn  den  seit  alter 
Zeit  herkummlicben  Unterschied  zwischen  ebener  Geometrie  und 
Stereometrie  gleich  von  vorn  herein  ganz  aufgegeben  hat,  was  ge- 
wiss in  der  vorher  angegebenen  Rücksicht  nur  vollkommen  gebilGgt 
werden  kann.  Alle  einzelnen  Kapitel  sind  sehr  voUstSndis,  jedoch 
meistens  in  der  Art  bearbeitet  worden,  dass  die  betreffenden  Fun- 
damentalsätze,  welche  Jeder  unbedingt  kennen  muss,  von  der  wei- 
teren Ausführung  des  Gegenstandes  getrennt  worden  sind,  was 
jedenfalls  dem  Unterrichfe  sehr  forderlich  sein  muss  und  den  er- 
Cährenen  Lehrer  bekundet.  Ihrer  grossen  praktischen  Wichtigkeit 
wegen  sind  die  Goniometrie  und  Trigonometrie  besonders  ausführ- 
lich dargestellt,  und  der  ersteren  ist  die  ihr  vollkommen  zuste- 
hende Würde  einer  für  sich  bestehenden  selbstständigen  Wis- 
senschaft mit  Recht  gesichert  worden.  Einen  geringeren  Raum 
hat  der  Vf.  da&egen  Tür  die  Coordinaten  -  Geometrie  m  Anspruch 
genommen.  Die  Anhänge  enthalten  vieles  aus  der  sogenannten  neue- 
ren Geometrie,  und  in  Bezug  auf  dieselben  muss  noch  beson- 
ders lobend  hervorgehoben  werden,  dass  in  dem  zweiten  Anhange 
die  drei  Kegelschnitte  als  Oerter  in  der  Eben^  rein  geometrisch 
betrachtet  worden  sind,  da  nach  unserer  Ueberzeugung  eine  rein 
geometrische  Darstellung  der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  über- 
all einen  wesentlichen  Theil  des  mathematischen  Elementar -Un- 
terrichts bilden  sollte,  weshalb  wir  auch  gewünscht  hätten,  dass 
der  Vf.  diesem  Anhange  eine  noch  etwas  grössere  Ausführlichkeit 
gegeben  hätte. 

Dass  es  an  vielen  eigenthümlichen  Darstellungen  und  Ausfüh- 
rungen nicht  fehlt,  versteht  sich  bei  diesem  Vf.,  dessen  frühere 
sämmtlich  durch  besondere  Eleganz  und  Nettigkeit  sich  auszeich- 
nende geometrische  und  namentlich  trigonometrische  Arbeiten 
bekannt  genug  sind,  von  selbst,  weshalb  wir  uns  begnügen,  in 
dieser  Beziehung  hier  nur  Zweierlei  hervorzuheben,  ohne  damit 
sagen  zu  wollen,  dass  nicht  noch  andere  ganz  eben  so  empfehlens- 
werthe  Ausführungen  an  vielen  Stellen  des  Budis  anzutreffen 
sein  sollten.  Einmal  meinen  wir  die  Lehre  von  der  Lage  der  Gera- 
den und  Ebenen  im  Räume,  welche  der  Vf.  ohne  alle  anderen 
Hülfsmittel  als  die  bekannten  Sätze  von  den  Winkeln  und  Parai- 
lellinien  durchgeführt  hat;  und  dann  die  in  den  Vorbemerkungen 
zu  der  analytischen  Geometrie  gegebene  Entwickelung  der  geome- 
trischen Bedeutung  der  negativen  und  imaginären  Zahlen,  die  übri- 
gens, wie  der  Vf;  in  der  Vorrede  auch  selbst  sagt,  ihren  eigent- 
lichen Urheber  nicht  verleugnet. 

Die  Vorrede  enthält  mehrere  sehr  richtige  pädagogische  Be- 
merkungen und  darf  bei'm  Lesen  des  Buchs  nicht  überschlwen 
werden.    Da  das  Buch  bei  dem  geometrischen  Unterrichte  auf  dem 
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Realgymnasium  zu  Gotha  als  Lehrbuch  zum  Grunde  gelegt  werden 
soll»  so  muss  dies  wegen  der  Reichhaltigkeit  seines  Inhalts  ein 
sehr  gutes  Vorurtheil  für  den  Zustand  des  mathematischen  Unter- 
richts i^uf  dieser  Lehranstalt  erwecken. 

Die  äussere  Ausstattung  ist,  auch  was  die  Figurentafeln  be- 
trifft, in  jeder  Beziehung  ausgezeichnet. 

Catalan,  Eugene,  Elämens  de  G^mötrie,  avec  planches. 
Paris  1843.    5  fr.  50  c. 

Lardner,  Dr.,  Treatise  on  Geometry  and  its  Application  to 
the  arts.    London  1844.    8.  with  200  igures.    6  sh. 

Newman,  F.  W.,  The  DifBculties  of  Elementary  Geometry, 
especially  those  whieh  concern  the  Straight  Line,  the  Plane,  and 
the  Theory  of  Paralles.    Oxford  1844.    8.    5  sh. 

Kuhn,  C,  Descriptive  Geometrie.  Mit  Einschlnss  der 
Principien  der  Isometrischen  Projectionslehre,  fflr  Schulen  und 
zum  Selbstunterrichte.  Mit  60  Tabellen  grarirter  Constructionen. 
Cvross  Median -Quart- Velin.    Augsburg  1844.    3  thlr. 

0 1  i  V  i  e  r,  T  h.,  Cours  de  Gäom<5trie  descriptire.  2eme  Partie  avec 
Atlas     4.    Paris  J844. 

Boucharlat,  J.  L.^  Theorie  des  Courbes  et  des  Surfaces  du 
second  Ordre,  ou  trait^  complet  d'application  d'AJg^bre  a  la  G^o- 
m^trie.    Paris  1844. 


Praktische  Geometrie. 


Die  praktische  Geometrie  ohne  Instrumente.  Mit 
einem  Anhange  enthaltend:  Kreisbogen  und  Segmen- 
ten-Tabellen  nebst  einer  Aufgabe  aus  der  Markschei- 
dekunst. Ein  niitzliches  Taschenbuch  für  praktische 
G^eometer,  von  Friedrich  Pross,  Professor  der  Mathe- 
matik an  derKönigl.  polytechnischen  Schule  zu  Stutt- 
gart.   Mit  5  Figurentafeln.    Stuttgart  1844.     20  ggr. 

Diese  kleine  Schrift  scheint  uns  nicht  bloss  für  praktische 
Geometer,  sondern  auch  für  Lehrer  an  höheren  Unterrichtsanstalten 
empfehlenswerth  zu  sein,  weil  letztere  darin  manche  zweckmässige 
Ueoungsaufgaben  für  ihre  Schüler  finden  werden.  Der  Inhalt  der- 
selben ist  folgender:  Lehrsätze  aus  der  theoretischen  Geometrie, 
das  Ziehen  und  Ausstecken  gerader  Linien,  das  Bestijnmen  der 
Distanzen,  das  Errichten  und  Fällen  der  Perpendikel,  das  Ausmed- 
sen  und  Aasstecken  der  Winkel,  das  Zienen  der  Paralleliinien, 
das  Ausmess^n  der  Figuren,  das  Vertheilen  der  Flächen,  Kreis- 
bogen- und  Segmenten- Tafeln,  eine  Aufgabe  aus  der  Markscheide- 
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knnst.  Bei  der  Losung  aller  dieser  Aufgaben  bedient  sich  der 
Herr  Vf.  keiner  anderen  Instrumente  als  der  Kette  und  Stäbe,  und 
ist  wegen  dieser  geringen  praktischen  Hülfsmittel  natürlich  geno- 
thijgt,  überall  die  besondere  Hülfe  der  Geometrie  in  Anspruch  zu 
nehmen ,  aus  welchem  Grunde  eben  fast  alle  diese  Aufgaben ,  irie 
schon  oben  bemerkt  würde,  sich  zu  zweckmässigen  geometrischen 
Uebungen  für  Schüler  eigneli.  Unter  den  vorbereifenden  geome- 
trischen Lehrsätzen  finden  sieh  einige  an  sich  bemerkenswerthe 
Sätze,  und  vorzüglich  nimmt  der  Herr  Vf.  von  dem  folgenden  Satze 
seinen  Auslauf:  Wenn  zwei  Drcfiecke  einen  gleichen  Winkel  haben, 
oder  wenn  ein  Winkel  des  einen  Dreiecks  einen  Winket  des  andern 
zu  zwei  Rechten  ergänzt,  se  Verhalten  sich  dieProducte  der  diese 
Winkel  einschliessendcfn  Seiten  wie  die  Ueberschüsse  der  Sum- 
Bien  der  Quadrate  dieser  Seifen  übe^  das  Quadrat  der  dritten 
Seite.  ^—  Eine  noch  grössere  Mannigfaltigkeit  würde  der  Herr  Vt 
den  behandelten  Au&aben  und  deren  Auflösungen  haben  geben 
können ,  wenn  er  sich  an  Instrumenten  ausser  der  JLeiie  und  der 
Stäbe  noch  den  Gebrauch  des  eben  so  einfachen  als  in  der  Praxis 
nützlichen  Winkelkreuzes  oder  der  Kreüzscheibe  (^querre  d'arpen- 
teur)  gestattet  hätte.  Endlich  wollen  wir  noch  bemerken,  dass 
eine  gleiche  Tendenz  mit  der  torliegenden  Schrift  ein  anderes 
schönes,  aber  wohl  nur  wenig  bekanhf  gewordenes  Werkchen  hat, 
welches  ebenfalls  der  AufmeÄsamkeit  der  Lehrer  an  höheren  Un- 
terrichtsanstalten bei  dieser  Gelegenheit  recht  sehr  empfohlen  zu 
werden  verdient,  und  folgenden  Titel  führt:  Solutions  peü 
connues  de  differens  problemes  de  Geometrie  pra- 
tique;  pouT  servir  de  Supplement  aux  Traites  connus 
de  cette  Science;  recueillies  par  F.  J.  Servois,  Pro- 
fesseur  de  Mathämatiaues  aux  Ecoles  d'Artillerie.  A 
Metz  et  a  Paris.  AnXil.  In  dieser  Schrift,  in  welcher  sich 
mehrere  elegante  Auflösungen  geometrischer  Probleme  finden,  ge- 
stattet sich  der  Vf.  den  Gebrauch  der  Piqüets  ou  Jalons  avec  le 
Cordeau  ou  la  Chaine  und  toüt  au  plus  des  Equerre  d'Arpenteur 
(p.  L). 


Trif^onontetrie« 


Steiner,  Elemente  der  ebenen  Trigonometrien,  d.  Stereometrie. 
Breslau  1844.    8.    10  ggr. 

Lehrbuch  der  ebenc^n  Trigonometrie  für  die  obe- 
ren Klassen  höherer  Lehranstalten,  bo  wie  für  den 
Selbstunterricht.  Nach  einer  streng  wissenschaftli- 
chen Methode  bearbeitet  und  mit  einem  Anhange  ver- 
sehen von  Dr.  August  Wiegand.    Halle  1845.    8.  8  ggr. 

Ein  kurzes ,  aber  recht  deutliches  Lehrbuch  der  ebenen  'Tri- 
gonometrie, in  welchem  der  Herr  Vf.  sich  neben  der  Strenge  der 
Beweise  namentlich  auch  deren  Allgemeinheit  hat  besonders  an- 
gelegen sein  lassen. 
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Meyer,  A.,  Ije^ns  de  trigonom^trie  8|»häriqae.  In  8.  avec 
une  planche.    Bnixelles  1844. 

Die  Gauss'ttcheD  GleichuDgeo  der  Boeeodreiecke 
und  awei  merkwürdige  Sätze  vom  Raum.  Vom  P.rofes- 
8or  Dr.  Georg  Paucker.    Mitau  1844.    8.    O^ggr. 

Eine  schöne  kleine  Schrift,  die  insbesondere  auch  der  Auf- 
merksamkeit der  Lehrer  an  höheren  Uuterrichtsanstalten  em- 
p/ohlen  m  werden  verdient  Der  Herr  Vf.  giebt  in  derselben  zuerst 
einen  elegaiiten  geometrischen  Beweis  4er  Gausssischen  Gleichun« 
gen»  die  unsers  Wissens  bisher  wohl  nur  analytisch  bewiesen 
worden  sind ,  und  entwickelt  dann  ebenfalls  grösstentheils  nur  durch 
geometrische  Betrachtungen  verschiedene,  besondeirs  aber  zwei 
oder  drei  merkwQrdige  Sätze,  von  denen  der  erste  S.  30.  auf  fol* 

gende  Art  ausgedrückt  wird:  Der  sechsfache  Inhalt  des 
LaumvierecKSy  mit  dem  Halbmesser  der  umschriebe- 
nen Kugel  verbunden,  giebt  eine  Grösse»,  welche  auf 
dieselbe  Art  aus  den  drei  Verbindungen  der  Gegen- 
kanten zusammengesetzt  ist,  wie  der  Inhalt  eines 
ebenen  Dreiecks  aus  den  drei  Seiten.  Der  Herr  Vf.  sagt, 
(1as8  er  diesen  Satz  bereits  im  Jahre  1813  bei  Gelegenheit  cfer 
Ausarbeitung  seines  stereometrischen  Hefts  für  das  Gymnasium  zu 
Mitau  gefunden,  seine  Bekanntmachung  damals  aber  unterlassen 
habe,  weil  er  ihm  in  seiner  Abfassung  zu  vereinzelt  erschien; 
seitdem  habe  ihn  auch  Herr  Professor  Bretschneider  zu  Gotha 
seinerseits  gefunden  und  in  diesem  Archiv.  Tbl.  I.  S.  0.  bekannt 
gemacht,  jedoch  ohne  die  in  der  vorliegenden  Schrift  gegebenen  geo- 
metrischen Beweise.  Einen  zweiten  Satz  vom  Parallelepipedon  drückt 
der  Herr  Vf.  S.  35.  auf  folgende  Art  aus:  Die  Endflächen 
und  Querflächen  (Diagonalparallelograrame)  eines 
Scheibenraums  (Parallelepipedums)  stehen  in  den- 
selben Beziehungen  zu  einander  wie  die  Seiten  und 
Querbänder  (Diagonallinien)  einer  Zeilung  (Paralle- 
logrammiii).  Ein  dritter  Satz  endlich  wird  S.  37.  auf  folgende 
Art  ausgedrückt:  Der  Inhalt  eines  Scheibenraiims^  mit 
dem  Halbmesser  desselben  verbunden,  giebt  eine 
Grösse,  welche  auf  dieselbe  Art  aus  den  drei  Quer- 
flächen zusammengesetzt  ist,  wie  der  Inhalt  eines 
Dreiecks  aus  den  drei  Seiten.  Insbesondere  auch  wegen 
der  Zierlichkeit  der  in  derselben  angestellten  geometrischen  Be- 
trachtungen wünschen  wir  nochmals,  dass  diese  kleine  Schrift  von 
den  Lehrern  an  höheren  Unterrichtsanstalten  nicht  unbeachtet  blei- 
ben möge. 


Praktische  Mechanik« 


Schubert»  J.  A.,    Elemente  der  Maschinenlehre.     1.  Theil. 
2.  Dresden  1844.    10  thlr. 

Band  VI.  30* 
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Lehrbuch  der   Anwendung  der  Mechanik   anf  Ma- 
schinen.   Von  J.  V.  Poncelet.  Deutsch  herausgegeben 
von  Dr.  C.  H.  Schnuse.    Erster  Band,    Mit  acht  litho 
graphirten  Tafeln.    Darmstadt.    r84Ö.  8.  3  thir. 

Dieses  Werk  eines  der  ersten  franzosischen  Mathematiker,  der 
sich  nicht  bloss  um  die  Mechanik^  sondern  bekanntlich  insbesondere 
auch  umdie  Geometrie  die  grossten  Verdienste  erworben  hat,  verdiente 
eine  Verpflanzung  auf  deutschen  Boden  vollkommen,  weil  in  unserer 
Literatur  schwerlich  ein  eben  so  treffliches ,  mit  wissenschaftlicheT 
Strenge  abgefasstes,  Lehrbuch  der  praktischen  Mechanik  existiren 
dflrfte,  und  weil  durch  die  Uebersetzuug  gewiss  insbesondere  man- 
chem Praktiker  ein  angenehmer  Dienst  geleistet  werden  wird,  auch 
flberhaupt  die,  durch  den  hohen  Preis  des  Originals  erschwerte, 
möglichst  grosse  Verbreitung  dieses  vorzüglichen  Werks  sehr  zu 
wünschen  ist  Die  Süssere  Ausstattung  der  Uebersetzung  ist  in 
jeder  Beziehung'  vorzüglich ,  uml  wir  sehen  der  Fortsetzung  inft 
Verlangen  entgegen. 

Moseley,  H.,  Illustrations  of  practical  Mechanics.  London 
1JB44.    8.  with  numerous  woodcuts.    o  sh. 


Optik. 


Brewster,  D.,  Tfeati^e  on  Optics,  new Edition.  London  184i 
with  176  woodcuts.    6  sh. 

Rosse,  Earl  of,  The  Monster  Telescopes  with  an  Accouot 
of  the  Manu&cture  of  the  Specula,  and  füll  Descriptions  of  all  the 
Machinery  connected  with  there  Instruments.  8.  lllustr.  with  en- 
gravings.    London  1844.    2  s.  6  d. 


Astronomie. 


Fleischhauer,  Versuch  einer  gemeinfasslichen,  nur  aufEle 
mentarkenntnisse  gegründeten  Volksstemkunde  für  Schule  und  Haus.  ; 
Nach  den  neuesten  Ergebnissen  astronom.  Forschungen  bearbeitet.  ! 
Erster  Theil:  Die  Sonnenweltordnung.    Mit  einem 'liiogr.  Anhange 
älterer  und  neuerer   Astronomen   und  Mathematiker.    12.    Darm- 
Stadt  1844. 

Diesterweg,  F.  A.  W.,  Lehrbuch  der  mathematischen  Geo- 
graphie und  populären  Himmelskunde.  Zum  Schulgebrauch  und 
Selbstunterricht.  Mit  5  Tafeln  und  3  Sternkarten.  2.  venu,  und 
verb.  Aufl.    8.    Berlm  1844.    1  thIr.  4  ggr. 
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Wöckely  Px>iwiläre  Vorle«uDgeii  über  die  Sterakunde.  Niirii- 
l>erg  1844.    1  thir.  16  ggr. 

Herschel»  John,  Treatise  on  Astronoiuy,  new  Edition.  8. 
LoiidoD  1844.    6  «b. 

Dent,  Edward  J.^  Le  Dipleidoscope,  ou  iDstnimeDt  märi-    ' 
dien  9  brevet^.    8.    Paris  1845. 

PearsoD,  W.»  An IntroductioD  to  the  practic&l  astronomy.  2. 
vol.     London  1844.    4.  with  PI.    7  L.  7  h. 

Plautaniour^  E.»  Observatious  astronomiques  ÜEiites  k Tobser- 
vatoire  de  Genöve,  dan»  TAnnöe  1841,  42.,  43.  4.  Genf  1844.  3thJr. 

Plantamour»  £.,  Resultats  des  Observations  magn^timies 
faites  ä  Genöve    dans   lea  innres  1842,   43.    gr.  8.    Genf  1844. 

1  tUr.  16  ggr. 

Smytb,  W.  H.,  Cvcle  of  Celestial  Objects,  for  the  Use  of 
Naval,  Militory,  and  Private  Astronomers.  Observed,  reduced, 
and  discussed.    2  vols.    8.    London  1844.    2  L.  2  s. 

Karsten,  H.,  kleiner  astronomischer  Almanach  auf  das  Jahr 
1845.    Rostock  1844.    12  ggr. 

Almanacco  nautico  per  l'atino  1845,  publicato  deiringegnere 
dottor  Vincenzo  Gallo.  Anno  qainto.  Triest  1844.  In  8.  Con 
e  tavola  incisa.        ' 

Verzeichniss  geographischer  Ortsbestimmungen 
nach  den  neuesten  Quellen  und  mit  Angabe  derselben 
von  C.  L.  V.  Littrow,  Director  der  k.  k.  Sternwarte  zu 
Wien  und  Professor  der  Astronomie  an  der  Universi- 
tät Aus  dem  neuen  physikalischen  Wurterbuche  be- 
sonders   abgedruckt    Leipzig    1844.     526    Seiten.    8. 

2  thlr.  12  g^r. 

Dies  ist  jedenfalls  das  vollständigste  Verzeichniss  geographi- 
scher Längen  und  Breiten,  welches  die  gesammte  geographi- 
sche Literatur  bis  jetzt  besitzt,  und  (mit  grosser  Mühe  und 
Sorgfalt  zusammengestellt,  wodurch  der  Herr  Vf.  sich  ein 
grosses  Verdienst  um  die  Wissenschaft  erworben  hat;  dasselbe 
wird  künftig  ein  unentbehrliches  Uülfsmittel  für  jeden  Geographen, 
Astronomen  und  Physiker  sein,  und  in  den  Händen  keines  die- 
ser Gelehrten  fehlen  dürfen,  wenn  namentlich,  was  sehr  zu  wün- 
schen ist,  der  Herr  Vf.  sich  entschliesst,  von  Zeit  zu  Zeit  Nach- 
träge zu  demselben  zu  liefern,  insofern  späterhin,  wie  dies  kaum 
anders  sein  k'inn,  theils  ganz  neue,  theils  genauere  Bestimmungen 
zu  seiner  Kenntniss  gelangen.  Die  Einrichtung  dieses  Verzeich- 
nisses ist  sehr  bequem.  Zuerst  folgen  ohne  Kücksicht  auf  die 
Erdtheile  und  einzelnen  Länder  die  verschiedenen  Orte  in  alphabe- 
tischer Ordnung  aufeinander,  und  daneben  in  vier  Rubriken:  1} 
die  nördliche  oder  südliclie  Breite;  2)  die  östliche  oder  westliche 
Länge  von  Paris  in  Bogen  und,  was  besonders  des  astronomischen 
Gebrauchs  wegen  sehr  zu  loben  ist,  3)  auch  in  Zeit;  4)  die  Angabe 
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der  Autorität  oder  der  Quelle  der  aufgeführten  ßestimmuDsen. 
Dariu  sind  in  einem  zweiten  Verzeichnisse  die  verschiedenen  Orte 
nach  den  Erdtheilen  und  einzelnen  Ländern  wieder  in  alphabetischer 
Folge  zusammengestellt  9  natürlich  ohne  neue  Angabe  der  Längen 
und  Breiten  9  da  diese  in  dem  ersten  alphabetischen  Verzeichnisse 
leicht  aufgeschlagen  werden  können.  Dass  der  Herr  Vf.  sich  eifrig 
bemüht  hat,  überall  aus  den  besten  Quellen  zu  schöpfen,  nnd  dass 
zu  der  Abfassung  dieses  Werks  die  Herbeischaffung  eines  sehr 
bedeutenden  literarischen  Apparats  nöthig  gewesen  ist,  sieht  man 
ans  der  den  beiden  alphabetischen  Verzeichnissen  vorausgeschick- 
ten Uebersicht  der  Verweisungen;  aus  der  Vorrede  ergiebt  sich 
aber,  dass  dabei  auch  ein  ausgedehnter  Briefwechsel  und  gelegent- 
liche Nachforschungen  auf  Reisen  erforderlich  gewesen  sind,  wo- 
durch der  Werth  oes  Buchs  nur  erhöhet  werden  muss.  Bei  dem 
Anblicke  dieses  so  vollständigen  Verzeichnisses  der  Längen  und 
Breiten  lässt  sich  schwer  der  Wunsch  unterdrücken,  dass  immer 
mehr  vervielfältigte  hypsometrische  Bestimmungen  den  Herrn  Vf. 
in  den  Stand  setzen  möchten ,  durch  ein  eben  so  ausführliches 
Verzeichniss  der  Höhen  über  der  Meeresfläche,  als  der  dritten 
Coordinaten,  welche  zur  voilkständigen  Bestimmung  der  Lage  eines 
Orts  auf  dctr  Erde  noch  nöthig  sind,  das  sich  bereits  erworbene 
Verdienst  noch  zu  erhöhen. 

Handbuch  der  Schi fffahrts- Kunde,  mit  einer  Samm- 
lung von  Seemanns-Tafeln,  einer  See-Karte  und  einer 
magnetischen  Karte.  Im  Auftrage  der  Hamburgischen 
Gesellschaft  zur  Verbreitung  mathematischer  Kennt- 
nisse verfasst  von  C.  Rümker,  Director  der  Stern- 
warte und  Navigations-Schule  in  Hamburg.  Vierte 
Auflage.    Hamburg  1844.    5  thlr. 

Da  dieses  Buch,  wenn  auch  in  dem  Kreise,  für  welchen  es 
zunächst  bestimmt  ist,  wie  schon  die  wiederholten  Auflagen  deut- 
lich genug  zeigen,  bekannt  genug,  doch  nicht  zur  Kenntniss  sehr 
vieler  Leser  des  Archivs  gelangen  möchte,  so  dürfte  hier  eine 
etwas  ausführlichere  Anzeige  desselben  wohl  am  Orte  sein ,  da  e» 
allerdings,  besonders  in  der  ihm  von  Herrn  Director  Rümker  io 
dieser  vierten  Auflage  gegebenen  neuen  Gestalt,  recht  sehr  verdienf. 
in  einem  grössern  Kreise  bekannt  und  auch  von  Lehrern  an  höke- 
ren  Unterrichtsanstalten  überhaupt  nicht  imbeachtet  gelassen  w 
werden. 

Dem  ganzen  Werke  ist  eine  für  den  beabsichtigten  Zweck  gewiss 
völlig  a'usreichende,  in  der  vorliegenden  neuesten  Ausgabe  viel  voll- 
ständigere, und  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Wissenschaft  weit 
mehr  als  in  den  älteren  Ausgaben  sich  anschliessende  Darstellung  der 
ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  vorausgeschickt, 
wogegen,  was  jedenfalls  nur  vollkommen  gebilligt  werden  kann, 
die  in  den  älteren  Ausgaben  sich  findende  Einleitung  in  die  Arith- 
metik und  Geometrie  ganz  weggelassen  worden  ist,  da  es  andere 
Bücher  genug  giebt,  aus  denen  die  Schüler  der  Navigationsschulen 
diese  Dinge  auch  ganz  so,  wie  sie  dieselben  für  ihren  nächsten 
Zweck  gemtiuchen^  erlernen  können.  Bei  der  Entwickelung  der 
Beweise  dev  Sätze  in  beiden  Trigonometrieen  hat  der  Herr  Vf. 
sich  hauptsächlich  defi»constractioneTlen  Methode  bedient,  wie  Jeder 
weiss,    der   die  Bedflrfninse  und  Wünsche  der  Schiffer  in  diesen 
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Dingen  einigermasseu  kennt,  ganz  in  deren  Interesse,  da  von  die- 
ser sehr  irohtbaren,  meist  mit  einem  sehr  gesunden  Verstände 
beeabten  Klasse  ron  Leuten,  wenn  sie  überhaupt  sich  wissen- 
schaftlichen Bestrebungen  hingeben,  stets  eine  vollKommen  deutli- 
che und  klare,  dabei  aber  auch  möglichst  anschauliche  Einsicht 
in  die  Natur  des  Gegenstandes  verlangt  wird.  Unter  den  von 
dem  Herrn  Yf.  gegebenen  geometrischen  Darstellungen  finden 
sich,  namentlich  in  der  sphärischen  Trigonometrie,  mehrere,  die 
auch  in  e'.nem  weiteren  Kreise  bekannt  zu  werden  verdienen ,  so 
wie  auch  eine  grosse  Anzahl  vollständig  ausgeführter  numerischer 
Beispiele,  die  von  allen  Lehrern  an  höheren  Unterrichtsanstalten 
bei  inrem  trigonometrischen  Unterrichte  vortheilhaft  benutzt  werden 
können.—  Am  die  Trigonometrie  folgt  die  8teuermanns-Kunde, 
und  wir.  können  allen  jLehrern,  keineswegs  bloss  denen  an  Navi- 
gationsschulen, die  Versicherung  geben,  dass  sie  In  diesem  Ab- 
schnitte eine  nicht  geringe  Anzahl  allgemein  interessanter 
trigonometrischer  Aufgai)en  finden  werden,  u.  A.  die  in  dem  Auf- 
satze Nr.  XXX.  in  diesem  Hefte  des  Archivs  behandelte  Aufgabe, 
für  welche  Herr  Director  Rümker  sowohl  8.  72.  eine  eigne,  als 
auch  8.  8L  eine  von  Herrn  Hofrath  Gauss  ihm  mi%etheilte  ele- 
gante Auflösung  gegeben  hat.  8ämmtliche  Aufgaben  in  diesem,  so 
wie  überhaupt  m  allen  Abschnitten  äind  durch  vollständig  ausge- 
rechnete Beispiele  erläutert.  —  Auf  die  8teuermanns  -  Kunde  folg^ 
unter  der  Ueberschrift  Astronomische  Vorkenntnisse  eine 
sehr  deutliche,  durch  sehr  gute  Zeichnungen  erläuterte  Darstellung 
aller  derjenigen  Lehren  der  Astronomie,  welche  vorzüglich  bei 
Beobachtungen  nöthig  sind,  wobei  wieder  viele  schöne  durch  nu- 
merische Beispiele  erläuterte  Aufgaben  vorkommen,  u.  A.  8.  151. 
des  Potbenot'schen  Problem  auf  der  8phäre,  mehrere 
Aufgaben  von  Gauss  u.  dergl.  —  Auf  diesen  Abschnitt  folgt  nun 
der  letzte  ausführlichste  und  wichtigste  Theil  des  Werks,  welcher 
unter  der  Ueberschrift  Astronomische  8chiffs- Rechnung 
eine  sehr  ausführliche,  im  höchsten  Grade  deutliche  und  durch  eine 
Menge  ausgerechneter  Beispiele  erläuterte  Darstellung  der  nauti- 
schen Astronomie  enthält,  wobei  wir  aber  bemerken  müssen,  dass 
wir  der  Meinung  sind,^  dass  es  überhaupt  für  alle  diejenigen, 
welche,  bloss  mit  transportabeln  Instrumenten  ausgerüstet, 
sich  astronomischen  Beobacntungen,  namentlich  Zeit  ,  Längen-  und 
Breitenbestimmungen  widmen  wollen,  kaum  einen  besseren  prakti- 
schen, immer  aber  auf  die  strenge  Theorie  zurückgehenden  Wegweiser 
geben  dürfte,  als  diesen  Theil  des  vorliegenden  Handbuchs,  wes- 
halb wir  dasselbe  namentlich  auch  allen  Lehrern  der  Mathematik 
empfehlen ,  die  in  demselben  Alles  mit  grösster  Deutlichkeit  dar- 

festellt  finden  werden,  was  für  den  vorher  näher  bezeichneten 
iweck  in  Bezug  auf  die  zweckmässigsten  Beobachtungs  -  und 
Rechnungsmethoden ,  so  wie  auf  Kenntniss  des  Gebrauchs  und  der 
Berichtiffung  der  Instrumente  zu  wissen  nöthig  ist.  —  Eine  sehr 
vollständige  8animlung  nautischer  Tafeln  (  XXXVI  Tafeln  auf  531 
8eiten)  beschliessen  das  Werk,*  von  denen  wieder  ganz  dieselbe 
Bemerkung  ^ilt  wie  vorher,  dass  diese  Tafeln  nämhch,  die  wir 
leider  der  Beschränktheit  des  Raums  wegen  hier  nicht  einzeln 
anführen  können,  überhaupt  eine  fSr  alle  Beobachter  mit  transpor- 
tabeln Instrumenten  sehr  nützliche  Sammlung  astronomischer  Tafeln 
bilden. 
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Einiges  dem  Herrn  Verfassers  vorzugsweise  Eigenthümliche 
ist  schon  vorher  hervorgehoben  worden.  Die  Beschränktheit  des 
Raums  erlaubt  uns  nur  noch  unter  mehrerem  Anderen  auf  die  Er- 
kilirung  der  Merkator^schen  Projection  (S.  85.  und  8.  86.),  die  Re- 
dnction  der  Zeit  des  Mittels  der  Hohen  auf  das  Mittel  aer  Zeiten 
(8.  181.).  und  auf  die  für  Liingenbestimmuneen  so  wichtige  Re- 
duction  der  Monddistanzen  nebst  den  dazu  gehörenden  Tafeln  hin- 
zuweisen. Besonders  machen  wir  auch  nochmals  auf  die  durch 
das'  ganze  Werk  sich  hindurch  ziehende  mehr  S3mthetische  als 
analytische  Methode,  und  die  erläuternden  an  die' besten  englischen 
Werke  ähnlicher  Art  erinnernden  Holzschnitte^  so  wie  auch  suif 
die  grosse  Anzahl  numerischer  Beispiele  aufmerksam. 

Vergleichen  wir  endlich  im  Allgemeinen  diese  neueste  Ausgabe 
mit  den  früheren ,  so  zeichnet  sich  dieselbe  vor  diesen  durch  einen 
weit  wissenschaftlicheren  Charakter  auf  das  Vortheilhafteste  aus, 
ohne  dabei  etwas  von  ihrer  praktischen  Brauchbarkeit  zu  verlieren, 
und  legt  dadurch  zugleich  ein  höchst  erfreuliches  Zeugniss  von 
dem  übrigens  auch  anden/i'eitig  hinreichend  bekannten  (m.  s.  z.  B. 
das  Yorvi'ort  des  Herrn  Conferenzraths  Schumacher  zu  Herrn  Rüm- 
kers  Sterncatalog.  Hambui^  1843.  4.)  treflflichen  Zustande  der 
Hamburger  Navigationsschule  ab.  . 

Ein  genaues  und  vollständiges  Druckfehlerverzeichniss  ist 
•nachträglich  noch  gedruckt  worden,  und  wird  von  den  Besitzern 
des  Buchs  auf  dem  Wege  des  Buchhandels  bezogen  werden  kön- 
nen ,  worauf  vnr  hier  besonders  hinzuweisen  absichtlich  nicht  unter- 
lassen wollen. 

Je  schwerer  es  fär  einen  scharf  begränzten  Kreis  von  Lesern 
zunächst  bestimmten  Büchern  gewöhnlich  wird ,  sich  allgemeinem 
Eingang  zu  verschaffen,  desto  mehr  haben  wir  es  für  unsere  Pflicht 
sehalten,  diejenigen  Leser  des  Archivs,  welche  sich  überhaupt 
rar  die  Anwendungen  der  Mathematik  interessiren ,  auf  das  vor- 
liegende Werk  aufnierksam  zu  machen. 

Mittlere  Oerter  von  l'iOOO  Fixsternen  für  den  An- 
fang von  1836,  abgeleitet  aus  den  Beobachtungen  auf 
der  Hamburger  Sternwarte  von  Carl  Rümker.  Ham- 
burg 1843.    4.    3thlr. 

Dieser  Fixstern  -  Catalog  ist  wohl  nur  jetzt  erst  vollständig  in 
den  Buchhandel  ^kommen.  Alle  Beobachtungen,  auf  denen  der- 
selbe beruhet,  smd  allein  von  Herrn  Rümker  an  dem  vortreffli- 
chen Repsold'schen  Meridian  -  Kreise  der  Hamburger  Sternwarte 
gemacht,  der  im  Jahre  1836  aufgestellt  wurde,  welches  auch  der 
rund  ist,  dass  alle  Fixstempositionen  auf  den  Anfang  von  1836 
reducirt  worden  sind.  Es  lag  vorzüglich  in  Herrn  Rümker's  Ab- 
sicht, die  noch  in  der  Histoire  Celeste  und  in  BesseTs 
Zonen  vorkommenden  Lücken  zu  ergänzen,  und  zu  den  in  diesen 
reichen  Sammlungen  aufgefiäuften  »Schätzen  neue  hinzuzufü^n, 
weshalb  dieser  Catalos  wesentlich  nur  kleine  bisher  noch  ^  nicht 
bestimmte  Sterne  enthält,  ohne  dabei  schon  früher  bestimmte 
Sterne ,  die  sich  dem  Beobachter  darboten,  auszuschliessen.  Daher 
wird  dieser  neue  Stemcatalog,  welchen  Herr  Conferenzrath  Schu- 
macher in  Altena  auf  Herrn  R  um kers  Wunsch  mit  einem  Vor- 
wort begleitet  hat,  Insbesondere  bei  Kometen  -Beobachtungen  künf- 
tig unentbehrlich  sein,  weshalb  auch  vorzüglich  auf  solche  kleine 
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8ten)e  die  Aufmetfcüiaitikeit  gerichtet  worden  \»t,  die  bei  froheren 
Kometen,  z.B.  dem  Halley*8chen ,  als  Vergleichunggsteme  gedient 
haben.  ' 

Newton,  W.,  Familiär  Introduction  to  the  Science  of  Astro- 
nomy,  illustrated  by  numerous  Diagrams;  to  which  are'  added 
Problems  on  the  Use  of  the  Globes ,  and  a  Description  of  the  Or- 
rery  and  Armillary  Sphcre.    3d  edition.    London  1B44.    12.    3  sh. 

Weiland,.C.F.,  der  nürdliche gestirnte Himfpel. —  Die  sicht- 
bare Seite  .  di^r  Möndoberflilche.    Piäniglobi    W^eiÜiiar  1814.    gr.  4. 

a  Ij  Ngr.. 

Dil b US,  F.  J.,  Types  de  caiculs  de  navigation  et  d'astronomie 
nantiqiie:    In  4;    Saint  -  Brieiix.    1845.    2  thir.  20  ggr. 


Physik« 


Brandes,  H.  W.,  Vorlesungen  über  die  Naturlehre,  für  Le- 
ser, denen  es  an  mathematischen  Vorkenntnissen  fehlt.  4.  Lieferung 
mit  Kupfern,    gr.  8.    Leipzig  1844.    1  thlr. 

Botto«  G.  D.,  Elementi  di  fisica  generale  esperimentale  aduso 
delle  regle  scuole  di  filosofia.    Torino  18431    In  8.  4  tavofe.  5.  50« 

Stupel,  A.,  die  Lehre  vom  Magnetismus  und  von  der  Elec- 
tricität,  lur  Lehrer  an  Mittelschulen  und  Freunde  der  Naturkunde. 
Tangermünde  1844.    Mit  2  Figurentafeln.    8.    16  ggr. 

Herger,  J.,  die  Systeme  der  magnetischen  Curren,  Isogonen 
und  Isodynamen,  nebst  anderweitigen  empyrischen  Forschungen 
über  die  .maghetischpolaren  Kräfte,  ausgeftihrt  in  37  graph.  Darstel- 
lungen auf  31  Tafeln  in  Folio.    Leipzig  1844    1.  Lieferg.    3  thlr. 

Lardner  and  Walker,  Treatise  on  Electricity^  Magnctism 
and  Meteorölogy.    2  vol.  London  1844    8.    12  s. 

Haldatj»^  docteür  de,  Recherches  sur'  la  concentration  de  lä 
force^  magnetique  Vers  les  surfaces  des  corps  magnc^tis^s.  In  8. 
i^anci  xo4«j* 

Nuovo  igrometro,  memoria  del  professore  6.  Alessandro  Ma- 
jocchi. Estrattadagli- Annali  di  fisica,  chimica  etc.  In  8.  con 
e  tavola  litografica. 

Kämtz,  L.  F.,  A  complete  course  of  Meteorölogy.  With 
Notes  by  Martins,  and  an  appendice  by  L.  Laianne.  Translated, 
with  additions,  by  Charles  V.  Walker.  I  vol.  post  8vo  15  Plates. 
London  1844.    12  s.  6  d. 
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Chavannes  de  la  Girandiere»  Le  Vapear  depuis  sa  d^ouverte 
jusqa'ä  nos  joura.  Reeum^  hiatorique  de,  aoo  applicatioD  aux 
uainea,  etc.    In  18.  plus.une  pl.    Tours  1844. 

Oersteds  Naturlare.    2  H.    Copenhagen  1844.    90  s. 


Blathematisclie  Psycliologrie. 


Neue  Behandladg  des  mathematisch -psychologi- 
schen Problems  von  der  Bewegung  einfacher  Vorstel- 
lungen, welche  nach  einander  in  die  Seele  eintreten. 
Zugleich  als  Beitrag  zu  einer  schärfern  Begründung 
der  mathematischen  Psychologie  Herbart's.  Von 
Theodor  Wittstein,  Dr.  Phil.    Hannover  1845.    4. 

Bekanntlich  hat  Herbart  der  Psychologie  eine  mathematische 
Grundlage  zu  geben  und  diese  Wissenschaft  dadurch  schärfer  als 
früher  zu  begründen  gesucht.  Unter  den  Mathematikern^  die  sonst 
mit  Recht  so  gern  Alles  eifrig  ergreifen,  was  eine  neue  Anwendung 
ihrer  Wissenschaft  darzubieten  yerspricht,  ist  indess,  so  viel  uns 
bekannt  geworden  ist/  bis  jetzt  nur  Herr  Professor  D robisch 
in  Leipzig  mit  Glück  auf  dem  von  Her  hart  eingeschlagenen  Wege 
weiter  gegangen.  Daher  ist  es  sehr  erfreulich,  dass  nun  auch  der 
Herr  yt  der  vorliegenden  Schrift  seinen  Scharfsinn  dieser  neuen 
Anwendung  der  Lehren  der  Mathematik  zuwendet.  Auch  ist  die- 
selbe allen  denen,  welche  die  mathematische  Psychologie  noch 
gar  nicht  kennen  >  vorzüglich  deshalb  zu  empfehlen,  weil  der  Herr 
Vf.,  ohne  sonst  irgend  etwas  vorauszusetzen ,  von  den  ersten  Be- 
griffen beginnt  una  namentlich  auch ,  was  insbesondere  die  Mathe- 
matiker dankbar  erkennen  werden,  alle  diejenigen  Satze  deutlich 
und  bestimmt  hervorhebt,  welche  als  Axiome  der  neuen  Wissen- 
schaft zum  Grunde  gelegt  werden ;  denn  nur  auf  diese  W^eise  wird 
es  möglich ,  über  die  Sicherheit  und  Strenge  der  weiteren  Betrach- 
tungen gehörig  urtheilen  zu  können.  Ausser  der  erwähnten  kurzen 
Darstellung  der  Elemente  der  mathematischen  Psychologie  über- 
haupt, welche  den  Inhalt  der  Vorbegriffe  und  der  ersten  und 
zweiten  Abtheilung  bildet,  wird  dann  in  der  dritten  Abthei- 
lung noch  eine  neue,  von  den  von  Herbart  selbst  und  nachher 
Tön  Drobisch  in  der  Schrift  Quaesfionum  matheraatico- 
psychologicarum  Fase.  I.  Spec.  IV.  gegebenen  Auflösungen 
verschiedene,  Auflösung  des  auf  dem  Titel  näher  bezeichneten  psy- 
chologischen Problems  gegeben.  Je  mehr  es  allerdings  zu  wün- 
schen ist,  dass  immer  mehr  Kräfte  sich  der  weiteren  Bearbei- 
tung der  mathematischen  Psychologie  zuwenden,  desto  mehr  em- 
pfehlen wir  den  Lesern  des  Archivs  neben  den  frühern  Schriften 
von  Drobisch  auch  die  vorliegende  Schrift 
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